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Nech´ k je kruºnice a X bod mimo ní. Nech´ p je pohyblivá p°ímka skrze

X , která protíná k v A a B. Jak se chová sou£in |XA| · |XB|?
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Tvrzení

Nech´ k je kruºnice se st°edem O a polom¥rem R a X bod leºící vn¥ ní.
Dv¥ r·zné p°ímky skrze X protínají k ve dvou dvojicích r·zných bod·
A,B a C ,D. Dále nech´ T je bod dotyku te£ny z X ke kruºnici k s
kruºnicí k . Potom

|XA| · |XB| = |XC | · |XD| = |XT |2 = |XO|2 − R2.



Co kdyº X leºí uvnit° kruºnice?
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Tvrzení

Nech´ k je kruºnice se st°edem O a polom¥rem r a X bod leºící uvnit°
ní. Dv¥ r·zné p°ímky skrze X protínají k ve dvou dvojicích r·zných bod·
A,B a C ,D. Potom

|XA| · |XB| = |XC | · |XD| = R2 − |XO|2.



De�nice

Nech´ k je kruºnice se st°edem O a polom¥rem r . Pak jako mocnost
bodu X ke kruºnici k nazveme veli£inu |OX |2 − R2.



De�nice

Nech´ X , Y , Z jsou t°i r·zné body leºící na jedné p°ímce. Pak jako

XY · XZ ozna£íme |XY | · |XZ | pokud Z leºí na polop°ímce XY a jako

−|XY | · |XZ | pokud X leºí mezi Y a Z .



V¥ta

Nech´ A, B, C , D, X jsou r·zné body v rovin¥ takové, ºe X , A a B leºí
na jedné p°ímce a X , C a D leºí na jedné p°ímce. Pak A, B, C , D leºí na
jedné kruºnici práv¥ tehdy, kdyº XA · XB = XC · XD, a v tom p°ípad¥ je
tato hodnota rovna mocnosti X ke kruºnici opsané A, B, C , D. Pokud T
je bod v rovin¥, pak XT 2 = XA · XB práv¥ tehdy kdyº XT je te£na ke
kruºnici opsané ABT .
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P°íklad

Na kruºnici k se st°edem O leºí dva r·zné body K a L. Na polop°ímce
opa£né k LK leºí bod A. Nech´ se te£ny z A ke k dotýkají k v bodech T
a U. Ozna£me jako M st°ed úse£ky TU. Ukaºte, ºe pak body O, M, K a
L leºí na jedné kruºnici.
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P°íklad

Nech´ ABCD je t¥tivový £ty°úhelník. Ozna£me jako Q pr·se£ík p°ímek
AD a BC . Nech´ M je p·se£ík p°ímky BD s rovnob¥ºkou s AC
procházející Q. Nakonec nech´ T je bod dotyku te£ny z M ke kruºnici
opsané ABCD. Ukaºte, ºe |MT | = |MQ|.
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De�nice

Nech´ k a ` jsou dv¥ kruºnice. Potom jako jejich chordálu ozna£íme

mnoºinu t¥ch bod· X , které mají stejnou mocnost ke k jako k `.



V¥ta

Nech´ k a ` jsou dv¥ kruºnice s r·znými st°edy. Potom chordála k a ` je
p°ímka kolmá na spojnici st°ed· k a `.
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Tvrzení

Kruºnice k a ` se protínají ve dvou bodech X a Y . Spole£ná te£na k a `
se jich dotýká v bodech P a Q. Potom p°ímka XY p·lí úse£ku PQ.
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P°íklad

Nech´ ABC je trojúhelník s |AB| = |BC |. Ozna£me jako D pr·se£ík te£en
v A a v B ke kruºnici opsané ABC . Pr·se£ík p°ímky DC s touto kruºnicí
ozna£me jako E . Ukaºte, ºe p°ímka AE p·lí úse£ku BD.
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P°íklad

Nech´ k a ` jsou dv¥ kruºnice leºící vn¥ sebe. Potom st°edy v²ech
spole£ných te£en k a ` leºí na jedné p°ímce.





P°íklad

Nech´ ABC je r·znostranný ostroúhlý trojúhelník. Paty vý²ek z A, B a C
ozna£me jako D, E a F . Pr·se£ík EF s BC , resp. FD s CA, resp. DE s
AB, ozna£íme jako X , resp. Y , resp. Z . Ukaºte, ºe X , Y a Z leºí na
jedné p°ímce. (Na co je tato p°ímka kolmá?)
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Tvrzení

Nech´ k , `, m jsou t°i kruºnice, z nichº ºádné dv¥ nesdílejí st°ed. Potom
jsou bu¤ v²echny t°i jejich chordály rovnob¥ºné, nebo prochází v²echny
jedním bodem.





P°íklad

Nech´ A, B, C a D jsou £ty°i body leºící v tomto po°adí na p°ímce.
Kruºnice k a ` nad pr·m¥ry AC a BD se protínají v bodech X a Y .
Nech´ P je bod na p°ímce XY . Ozna£me jako M a N pr·se£ík CP a BP
s k a `. Ukaºte, ºe AM, DN a XY procházejí jedním bodem.
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P°íklad

Kruºnice vepsaná trojúhelníku ABC se dotýká stran BC , CA a AB v
bodech X , Y a Z . Ozna£me jako A1, A2, C1, C2 a M postupn¥ st°edy
úse£ek AZ , AY , CX , CY a AC . Nech´ T je pr·se£ík A1A2 a C1C2.
Ukaºte, ºe MT ⊥ AC .
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Dal²í p°íklady:

P°íklad

V rovin¥ je dána kruºnice k se st°edem S a bod A 6= S . Ur£ete mnoºinu
st°ed· kruºnic opsaných v²em trojúhelník·m ABC , jejichº strana BC je
pr·m¥rem kruºnice k .

P°íklad

Ozna£me O st°ed kruºnice opsané trojúhelníku ABC . Body P, Q leºí na
stranách AC , AB. Ozna£me K , L, M st°edy úse£ek BP, CQ, PQ.
P°edpokládejme, ºe kruºnice opsaná trojúhelníku KLM se dotýká p°ímky
PQ. Dokaºte, ºe |OP| = |OQ|.

P°íklad

Osa úhlu u vrcholu A protne prot¥j²í stranu BC trojúhelníka ABC v D.
Kruºnice opsaná ADB protne AC podruhé v E , kruºnice opsaná ADC
protne AB podruhé v F . Dokaºte, ºe |BF | = |CE |.



Dal²í p°íklady:

P°íklad

Kruºnice ω protíná strany AB, BC , CD, DE , EA rovnostranného (ne
nutn¥ pravidelného) p¥tiúhelníka ABCDE v bodech A1, A2, . . . , E1, E2.
Dokaºte, ºe

|AA1|+ |BB1|+ · · ·+ |EE1| = |A2B|+ |B2C |+ · · ·+ |E2A|.

P°íklad

Uvnit° úhlu AVB je dán bod P. P°ímka skrz P protne VA, VB v X , Y .
Zkonstruujte p°ímku, pro kterou je sou£in |PX | · |PY | minimální.

P°íklad

Je dána p°ímka p, kruºnice k , která ji neprotíná, a bod M. Uvaºme
v²echny kruºnice, které se dotýkají p a mají vn¥j²í dotyk s k . Ozna£me
odpovídající body dotyku P a K . Dokaºte, ºe st°edy kruºnic opsaných
v²em trojúhelník·m PKM leºí na p°ímce.



Dal²í p°íklady:

P°íklad

Uvaºujme ty paraboly ur£ené rovnicí x2 + px + q = 0, p, q ∈ R, které
protínají osy x , y ve t°ech r·zných bodech. Ke kaºdé trojici pr·se£ík·
uvaºme kruºnici, která jimi prochází. Dokaºte, ºe v²echny takové
kruºnice procházejí jedním bodem.

P°íklad

Nech´ ABC je trojúhelník s ostrým úhlem u vrcholu A a ozna£me M
st°ed strany BC . Na AM zvolme bod D a zkonstruujme kruºnice k , `
procházející bodem D, které se dotýkají p°ímky BC po °ad¥ v bodech B,
C . P°ímka AB, resp. AC , protne kruºnici k , resp. `, podruhé v bod¥ P,
resp. Q. Ukaºte, ºe te£na ke kruºnici k vedená bodem P a te£na ke
kruºnici ` vedená bodem Q se protínají na AM.

P°íklad

Je dán trojúhelník ABC a I , O st°edy jeho vepsané a opsané kruºnice.
Ozna£me A′ pr·se£ík p°ímky BC a kolmice na AI vedené bodem I . Body
B ′,C ′ jsou de�nované podobn¥. Ukaºte, ºe body A′,B ′,C ′ leºí v p°ímce,
kteráje kolmá na OI .
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