


Motivace

Úloha 1.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x2 + y2 + z = 2, (1)

y2 + z2 + x = 2, (2)

z2 + x2 + y = 2. (3)



Úvod

Co bychom tak mohli s soustava dělat?

1. Dosadit

2. Seč́ıst nebo odeč́ıst

3. Upravit na čtverce

4. Rozložit na součin

5. Odhadnout to nějakou známou nerovnost́ı - (K)AG(H), CS

6. Představit si, co se tam tak děje geometricky (analytika)

7. Pod́ıvat se, co se děje v extrémńıch bodech

8. Udělat nějakou hezkou/divnou substituci



Známe nerovnosti - (K)AG(H)
Ukažme, že pro kladná a, b, plat́ı√

a2+b2

2 ≥ a+b
2 ≥

√
ab ≥ 2

1
a
+ 1

b

= K = A = G = H

Je možné rozš́ı̌rit analogicky rozš́ı̌rit na v́ıce prvk̊u (viz daľśı slide).
Pojd’me to tedy vy̌rešit pro AG (analogicky pro ostatńı).

a + b

2
≥
√
ab

a + b ≥ 2
√
ab

(a + b)2 ≥ 4ab

a2 + 2ab + b2 ≥ 4ab

a2 + b2 ≥ 2ab

(a− b)2 ≥ 0



Známe nerovnosti - (K)AG(H)
Ukažme, že pro kladná a, b, plat́ı√

a2+b2

2 ≥ a+b
2 ≥

√
ab ≥ 2

1
a
+ 1

b

= K = A = G = H

Je možné rozš́ı̌rit analogicky rozš́ı̌rit na v́ıce prvk̊u (viz daľśı slide).
Pojd’me to tedy vy̌rešit pro AG (analogicky pro ostatńı).

a + b

2
≥
√
ab

a + b ≥ 2
√
ab

(a + b)2 ≥ 4ab

a2 + 2ab + b2 ≥ 4ab

a2 + b2 ≥ 2ab

(a− b)2 ≥ 0



Známe nerovnosti - (K)AG(H)
Ukažme, že pro kladná a, b, plat́ı√

a2+b2

2 ≥ a+b
2 ≥

√
ab ≥ 2

1
a
+ 1

b

= K = A = G = H

Je možné rozš́ı̌rit analogicky rozš́ı̌rit na v́ıce prvk̊u (viz daľśı slide).
Pojd’me to tedy vy̌rešit pro AG (analogicky pro ostatńı).

a + b

2
≥
√
ab

a + b ≥ 2
√
ab

(a + b)2 ≥ 4ab

a2 + 2ab + b2 ≥ 4ab

a2 + b2 ≥ 2ab

(a− b)2 ≥ 0



Úvodńı p̌ŕıklady

Úloha 2.
Pro kladná a, b ukažte, že a

b + b
a ≥ 2.

a

b
+

b

a
≥ 2

a2 + b2 ≥ 2ab · · ·



Úvodńı p̌ŕıklady

Úloha 2.
Pro kladná a, b ukažte, že a

b + b
a ≥ 2.

a

b
+

b

a
≥ 2

a2 + b2 ≥ 2ab · · ·



Úvodńı p̌ŕıklady

Úloha 3.
Pro kladná a, b, c ukažte, že a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca.

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca

2a2 + 2b2 + 2c2 ≥ 2ab + 2bc + 2ca

(a− b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ≥ 0



Úvodńı p̌ŕıklady

Úloha 3.
Pro kladná a, b, c ukažte, že a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca.

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca

2a2 + 2b2 + 2c2 ≥ 2ab + 2bc + 2ca

(a− b)2 + (b − c)2 + (c − a)2 ≥ 0



Bonus

Úloha (KAGH nerovnost)

Můžeme nějak uspǒrádat tyto výrazy?
√

a2+b2+c2

3 , a+b+c
3 , 3

√
abc,

3
1
a
+ 1

b
+ 1

c

.

Ukažme, že pro kladná a, b, c plat́ı√
a2+b2+c2

3 ≥ a+b+c
3 ≥ 3

√
abc ≥ 3

1
a
+ 1

b
+ 1

c

= K = A = G = H

a rovnost nastává, právě když a = b = c .

Dokážeme postupně.



Bonus
AG nerovnost. Pro dvě proměnné:

(
√
a−
√
b)2 ≥ 0,

a + b − 2
√
ab ≥ 0,

a + b

2
≥
√
ab.

Pro čty̌ri proměnné:

a + b + c + d

4
=

a+b
2 + c+d

2

2
≥
√
ab +

√
cd

2
≥

≥
√√

ab ·
√
cd =

4
√
abcd .

Pro ťri proměnné, necht’ m = a+b+c
3 :

m =
a + b + c

3
=

a + b + c + m

4
≥ 4
√
abcm,

m =
3
√
m3 =

3

√
m4

m
≥ 3

√
abcm

m
=

3
√
abc.



Bonus

GH nerovnost. Aplikujeme AG na
(
1
a ,

1
b ,

1
c

)
:

1
a + 1

b + 1
c

3
≥ 3

√
1

a
· 1

b
· 1

c
=

1
3
√
abc

,

3
1
a + 1

b + 1
c

≤ 3
√
abc.

KA nerovnost. Ekvivalentně (máme nezáporné výrazy) uprav́ıme:√
a2 + b2 + c2

3
≥ a + b + c

3
,

3(a2 + b2 + c2) ≥ (a + b + c)2 =

= (a2 + b2 + c2) + 2(ab + bc + ca),

a2 + b2 + c2 ≥ ab + bc + ca.

To je ale jen součet AG pro (a2, b2), (b2, c2), (c2, a2).



Známe nerovnosti - CS

Pro každé dvě n-tice a1, . . ., an ∈ a b1, . . ., bn ∈ plat́ı

(a21 + · · ·+ a2n)(b21 + · · ·+ b2n) ≥ (a1b1 + · · ·+ anbn)2

Rovnost nastává právě tehdy, když a1 = λb1, . . ., an = λbn.



Známe nerovnosti - CS

Úloha 4.
Pro kladná reálná ai dokažte

(a1 + · · ·+ an)(
1

a1
+ · · ·+ 1

an
) ≥ n2



Známe nerovnosti - CS

Úloha 5.
Pro kladná reálná ai dokažte

n(a21 + · · ·+ a2n) ≥ (a1 + · · ·+ an)2

(12 + · · ·+ 12)(a21 + · · ·+ a2n) ≥ (a1 + · · ·+ an)2



Známe nerovnosti - CS

Úloha 5.
Pro kladná reálná ai dokažte

n(a21 + · · ·+ a2n) ≥ (a1 + · · ·+ an)2

(12 + · · ·+ 12)(a21 + · · ·+ a2n) ≥ (a1 + · · ·+ an)2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y , (4)

y2 + 1 = 2x . (5)



Úvod

Co bychom tak mohli s soustava dělat?

1. Dosadit

2. Seč́ıst nebo odeč́ıst

3. Upravit na čtverce

4. Rozložit na součin

5. Odhadnout to nějakou známou nerovnost́ı - (K)AG(H), CS

6. Představit si, co se tam tak děje geometricky (analytika)

7. Pod́ıvat se, co se děje v extrémńıch bodech

8. Udělat nějakou hezkou/divnou substituci



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

y = 1
2(x2 + 1) (

x2 + 1

2

)2

+ 1 = 2x

x4 + 2x2 − 8x + 5 = 0

(x − 1)2(x2 + 2x + 5) = 0

(x ; y) = (1; 1)



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

y = 1
2(x2 + 1)

(
x2 + 1

2

)2

+ 1 = 2x

x4 + 2x2 − 8x + 5 = 0

(x − 1)2(x2 + 2x + 5) = 0

(x ; y) = (1; 1)



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

y = 1
2(x2 + 1) (

x2 + 1

2

)2

+ 1 = 2x

x4 + 2x2 − 8x + 5 = 0

(x − 1)2(x2 + 2x + 5) = 0

(x ; y) = (1; 1)



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y

a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y

a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

x2 − y2 = 2y − 2x

(x − y)(x + y) = 2(y − x)

(x − y)(x + y) + 2(x − y) = 0

(x − y)(x + y + 2) = 0

1) x = y a 2) x + y + 2 = 0⇔ y = −x − 2



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

(x2 + 1) + (y2 + 1) = 2y + 2x

(x2 − 2x + 1) + (y2 − 2y + 1) = 0

(x − 1)2 + (y − 1)2 = 0

x = y = 1



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

(x2 + 1) + (y2 + 1) = 2y + 2x

(x2 − 2x + 1) + (y2 − 2y + 1) = 0

(x − 1)2 + (y − 1)2 = 0

x = y = 1



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

(x2 + 1) + (y2 + 1) = 2y + 2x

(x2 − 2x + 1) + (y2 − 2y + 1) = 0

(x − 1)2 + (y − 1)2 = 0

x = y = 1



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Kladná č́ısla? AG?

2x ≤ x2 + 1 = 2y ,

2y ≤ y2 + 1 = 2x .

x ≥ y ≥ x

x = y



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Kladná č́ısla?

AG?

2x ≤ x2 + 1 = 2y ,

2y ≤ y2 + 1 = 2x .

x ≥ y ≥ x

x = y



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Kladná č́ısla? AG?

2x ≤ x2 + 1 = 2y ,

2y ≤ y2 + 1 = 2x .

x ≥ y ≥ x

x = y



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Kladná č́ısla? AG?

2x ≤ x2 + 1 = 2y ,

2y ≤ y2 + 1 = 2x .

x ≥ y ≥ x

x = y



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Kladná č́ısla? AG?

2x ≤ x2 + 1 = 2y ,

2y ≤ y2 + 1 = 2x .

x ≥ y ≥ x

x = y



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Kladná č́ısla? AG?

2x ≤ x2 + 1 = 2y ,

2y ≤ y2 + 1 = 2x .

x ≥ y ≥ x

x = y



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Obrazkém?



Soustavy

Úloha 6.
V oboru reálných č́ısel řešte (cyklickou) soustavu rovnic

x2 + 1 = 2y ,

y2 + 1 = 2x .

Obrazkém?
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Soustavy

Úloha 7.
V oboru reálných č́ısel vy̌rešte soustavu rovnic

x2 − 3y + 3 = z , (6)

y2 − 3z + 4 = x , (7)

z2 − 3x + 5 = y . (8)

Rozd́ıl? Součet?

(x2 − 4x + 4) + (y2 − 4y + 4) + (z2 − 4z + 4) = 0

(x − 2)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 0



Soustavy

Úloha 7.
V oboru reálných č́ısel vy̌rešte soustavu rovnic

x2 − 3y + 3 = z , (6)

y2 − 3z + 4 = x , (7)

z2 − 3x + 5 = y . (8)

Rozd́ıl?

Součet?

(x2 − 4x + 4) + (y2 − 4y + 4) + (z2 − 4z + 4) = 0

(x − 2)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 0



Soustavy

Úloha 7.
V oboru reálných č́ısel vy̌rešte soustavu rovnic

x2 − 3y + 3 = z , (6)

y2 − 3z + 4 = x , (7)

z2 − 3x + 5 = y . (8)

Rozd́ıl? Součet?

(x2 − 4x + 4) + (y2 − 4y + 4) + (z2 − 4z + 4) = 0

(x − 2)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 0



Soustavy

Úloha 7.
V oboru reálných č́ısel vy̌rešte soustavu rovnic

x2 − 3y + 3 = z , (6)

y2 − 3z + 4 = x , (7)

z2 − 3x + 5 = y . (8)

Rozd́ıl? Součet?

(x2 − 4x + 4) + (y2 − 4y + 4) + (z2 − 4z + 4) = 0

(x − 2)2 + (y − 2)2 + (z − 2)2 = 0



Soustavy

Úloha 8.
V oboru nezáporných reálných č́ısel vy̌rešte (cyklickou) soustavu
rovnic

a + b = c2,

b + c = d2,

c + d = e2,

d + e = a2,

e + a = b2.

Co ten extremálńı princip?



Soustavy

Úloha 8.
V oboru nezáporných reálných č́ısel vy̌rešte (cyklickou) soustavu
rovnic

a + b = c2,

b + c = d2,

c + d = e2,

d + e = a2,

e + a = b2.

Co ten extremálńı princip?



Soustavy

Označme K = max{a, b, c, d , e} a analogicky
L = min{a, b, c , d , e}.

K 2 = xi + xi+1 ≤ K + K = 2K L2 = xj + xj+1 ≥ L + L = 2L

K (K − 2) ≤ 0 L(L− 2) ≥ 0

Co když je jedno nula?

K ≤ 2 L ≥ 2



Soustavy

Označme K = max{a, b, c, d , e} a analogicky
L = min{a, b, c , d , e}.

K 2 = xi + xi+1 ≤ K + K = 2K L2 = xj + xj+1 ≥ L + L = 2L

K (K − 2) ≤ 0 L(L− 2) ≥ 0

Co když je jedno nula?

K ≤ 2 L ≥ 2



Soustavy

Označme K = max{a, b, c, d , e} a analogicky
L = min{a, b, c , d , e}.

K 2 = xi + xi+1 ≤ K + K = 2K L2 = xj + xj+1 ≥ L + L = 2L

K (K − 2) ≤ 0 L(L− 2) ≥ 0

Co když je jedno nula?

K ≤ 2 L ≥ 2



Soustavy

Označme K = max{a, b, c, d , e} a analogicky
L = min{a, b, c , d , e}.

K 2 = xi + xi+1 ≤ K + K = 2K L2 = xj + xj+1 ≥ L + L = 2L

K (K − 2) ≤ 0 L(L− 2) ≥ 0

Co když je jedno nula?

K ≤ 2 L ≥ 2



Soustavy

Označme K = max{a, b, c, d , e} a analogicky
L = min{a, b, c , d , e}.

K 2 = xi + xi+1 ≤ K + K = 2K L2 = xj + xj+1 ≥ L + L = 2L

K (K − 2) ≤ 0 L(L− 2) ≥ 0

Co když je jedno nula?

K ≤ 2 L ≥ 2



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (9)

x2 + y2 + z2 = 3. (10)

x2 − 2x + 1 + y2 − 2y + 1 + z2 − 2z + 1 = 0

(x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 0



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (9)

x2 + y2 + z2 = 3. (10)

x2 − 2x + 1 + y2 − 2y + 1 + z2 − 2z + 1 = 0

(x − 1)2 + (y − 1)2 + (z − 1)2 = 0



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (11)

x2 + y2 + z2 = 3. (12)

Co geometrie?



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (11)

x2 + y2 + z2 = 3. (12)

Co geometrie?



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (11)

x2 + y2 + z2 = 3. (12)

Co geometrie?



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (13)

x2 + y2 + z2 = 3. (14)

Co nerovnosti? Co CS?

(x2 + y2 + z2)(12 + 12 + 12) ≥ (x + y + z)2

Co z toho plyne? x = λ · 1, y = λ · 1, z = λ · 1
x = y = z = 1.



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (13)

x2 + y2 + z2 = 3. (14)

Co nerovnosti?

Co CS?

(x2 + y2 + z2)(12 + 12 + 12) ≥ (x + y + z)2

Co z toho plyne? x = λ · 1, y = λ · 1, z = λ · 1
x = y = z = 1.



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x + y + z = 3, (13)

x2 + y2 + z2 = 3. (14)

Co nerovnosti? Co CS?

(x2 + y2 + z2)(12 + 12 + 12) ≥ (x + y + z)2

Co z toho plyne? x = λ · 1, y = λ · 1, z = λ · 1
x = y = z = 1.



Soustavy

Úloha 9.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic
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Úloha 9.
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Úloha 11.
Necht’ a, b, c , d , e jsou reálná č́ısla, která vyhovuj́ı rovnićım

a + b + c + d + e = 8

a2 + b2 + c2 + d2 + e2 = 16

Co ten CS jako minule?

(12 + 12 + 12 + 12)(a2 + b2 + c2 + d2) ≥ (a + b + c + d)2

4(16− e2) ≥ (8− e)2 e(5e − 16) ≤ 0

0 ≤ e ≤ 16
5 , (a, b, c , d , e) = (65 ,
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Soustavy

Úloha 12.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

(x + y)3 = z , (15)

(y + z)3 = x , (16)

(z + x)3 = y . (17)



Soustavy

Úloha 13.
V oboru reálných č́ısel řešte soustavu rovnic

x2 + y2 + z = 2, (18)

y2 + z2 + x = 2, (19)

z2 + x2 + y = 2. (20)



Zdroje
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