
Modulárńı aritmetika



Základńı vlastnosti Kvadratické zbytky Mocniny

Vztah
”
a děĺı b“ znač́ıme a | b. Základńı vlastnosti:

I a | b a zároveň a | c =⇒ a | (b + c),

I a | b =⇒ a | bc,

I 1 děĺı cokoliv,

I cokoliv děĺı 0,

I a | bc a zároveň NSD(a, b) = 1 =⇒ a | c ,

I je-li p prvoč́ıslo: p | ab =⇒ p | a nebo p | b.
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Definice
Řekneme, že a, b jsou kongruentńı modulo m, pokud m | a− b.
Znač́ıme a ≡ b (mod m).

Necht’ a ≡ c a zároveň b ≡ d (mod m). To znač́ı m | (a− c) a
zároveň m | (b − d), takže pak i

I a + b ≡ c + d (mod m), jelikož
m | (a− c) + (b − d) = (a + b)− (c + d).

I ab ≡ cd (mod m), jelikož
m | a(b − d) + (a− c)d = ab − ad + ad − cd = ab − cd .

Kráceńı ac ≡ bc (mod m), tj. m | c(a− b):

I Když NSD(m, c) = 1, pak už m | a− b, tedy a ≡ b (mod m).

I Když c | m, pak m
c | a− b, tedy a ≡ b (mod m

c ).

Obecně: ac ≡ bc (mod m) =⇒ a ≡ b (mod m
NSD(m,c) ).
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Úloha 1
Ukažte, že 260 + 730 je násobek ťrinácti.

260 + 730 ≡ 1615 + 4915 ≡ 315 + (−3)15 ≡ 315 − 315 ≡ 0 (mod 13)

Úloha 2
Jaký zbytek po děleńı sedmnácti dává 132020?

132020 ≡ (−4)2020 ≡ 161010 ≡ (−1)1010 ≡ 1505 ≡ 1 (mod 17)
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Úloha 3
Necht’ S(a) znač́ı ciferný součet a v deśıtkové soustavě. Potom
S(a) ≡ a (mod 9).

Necht’ a = anan−1 . . . a1a0. Plat́ı 10i ≡ (1)i ≡ 1 (mod 9), takže

a = 10nan + 10n−1an−1 + · · ·+ 10a1 + a0 ≡
≡ an + an−1 + · · ·+ a1 + a0 = S(a) (mod 9).
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Úloha 4
Je dáno p̌rirozené č́ıslo n nesoudělné s 10. Dokažte, že nějaké č́ıslo
zapsané (v deśıtkové soustavě) samými jedničkami je násobkem n.

Necht’ Jk = 11 . . . 1︸ ︷︷ ︸
k-krát

. Zbytk̊u mod n je jen konečně mnoho, č́ısel Jk

nekonečně mnoho. Pro jistá a < b tak Ja a Jb dávaj́ı stejný zbytek.

11 . . . 11 . . . 11 = Jb

− 1 . . . 11 = Ja

11 . . . 10 . . . 00 = Jb−a · 10a

Plat́ı Jb ≡ Ja (mod n), tedy n | Ja − Jb = 10a · Jb−a.

Z nesoudělnosti n a 10 pak n | Jb−a.
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Idea: některé výrazy nemuśı dávat všechny zbytky mod n.

x (mod 7) 0 1 2 3 4 5 6

x2 (mod 7) 0 1 4 2 2 4 1

Definice
Č́ıslo a nazveme kvadratickým (ne)zbytkem mod n, pokud (ne)jde
vyjáďrit jako a ≡ x2 (mod n).

Pozorováńı: x2 ≡ (−x)2, takže kvadratických zbytk̊u mod n je
nanejvýš n

2 + 1.
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Př́ıklady kvadratických zbytk̊u:

I mod 4: 0, 1,

I mod 8: 0, 1, 4,

I mod 3: 0, 1,

I mod 9: 0, 1, 4, 7,

I mod 5: 0, 1, 4,

I mod 7: 0, 1, 2, 4.
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Úloha 5
Najděte všechny dvojice p̌rirozených č́ısel a, b, které splňuj́ı
a2 = 1! + 2! + · · ·+ b!.

Zvolme n. Pro b ≥ n pak b! ≡ 0 (mod n), takže

1! + 2! + · · ·+ b! ≡ 1! + 2! + · · ·+ (n − 1)! (mod n).

Zkusme naj́ıt n, pro které to bude kvadratický nezbytek:

I n = 3: 1! + 2! = 3 ≡ 0 (mod 3) −→ kv. zbytek.

I n = 4: 1! + 2! + 3! = 9 ≡ 1 (mod 4) −→ kv. zbytek.

I n = 5: 1! + 2! + 3! + 4! = 33 ≡ 3 (mod 5) −→ kv. nezbytek.

Pro b ≥ 5 tedy neexistuje řešeńı, vyzkoušeńım b ∈ {1, 2, 3, 4}
najdeme řešeńı (a, b) = (1, 1) a (a, b) = (3, 3).
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Úloha 6
4042ciferné p̌rirozené č́ıslo n je zapsáno (v nějakém pǒrad́ı) 2021
nulami a 2021 jedničkami. Může n být druhou mocninou celého
č́ısla?

Nemůže. Kdyby n = a2, znamenalo by to

a2 = n ≡ S(n) ≡ 2021 ≡ S(2021) ≡ 5 (mod 9).

Ale 5 je kvadratický nezbytek modulo 9.
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Úloha 7
Pro která n lze tabulku n × n vyplnit č́ısly 1 až n2 tak, aby součet
v každém sloupci i v každém řádku byl dělitelný sedmi?

Součet všech č́ısel v tabulce bude muset být 1
2n

2(n2 + 1).

Takže 7 | n2 nebo 7 | n2 + 1. Ale −1 je kvadratický nezbytek mod
7, takže 7 | n. Pro násobky sedmi tabulku snadno vyplńıme:

1 2 3 4 5 6 7

8 9 10 11 12 13 14

15 16 17 18 19 20 21

22 23 24 25 26 27 28

29 30 31 32 33 34 35

36 37 38 39 40 41 42

43 44 45 46 47 48 49
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Kdyby −1 byla kvadratický zbytek, našli bychom i daľśı řešeńı.
Nap̌r. pro n = 3 lze tabulku vyplnit tak, aby součty v řádćıch i
sloupćıch byly násobky pěti:

5 1 4

2 6 7

3 8 9
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Úloha 8
Najděte všechna celoč́ıselná řešeńı rovnice x4 + y4 = z4 + 4.

Modulo 8:
sudé x =⇒ x4 ≡ 0 (mod 8), liché x =⇒ x4 ≡ 1 (mod 8).

Pravá strana je potom 4 nebo 5, zat́ımco levá 0, 1 nebo 2.

Žádné řešeńı tedy neexistuje.
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Věta (malá Fermatova)

Mějme prvoč́ıslo p a č́ıslo a ≡/ 0 (mod p). Pak ap−1 ≡ 1 (mod p).

Důkaz.
Zapǐsme všechny navzájem r̊uzné nenulové zbytky mod p:
1, 2, . . . , p − 1. Dále vše p̌renásobme a, dostaneme
a, 2a, . . . , (p − 1)a. Opět navzájem r̊uzné zbytky: kdyby ia ≡ ja
(mod p), můžeme zkrátit a, což je nesoudělné s p, takže i ≡ j .

(p − 1)-tice zbytk̊u (1, 2, . . . , p − 1), (a, 2a, . . . , (p − 1)a) jsou
stejné až na pǒrad́ı, takže

(p − 1)! ≡ a · 2a · · · (p − 1)a ≡ ap−1 · (p − 1)!,

1 ≡ ap−1 (mod p).
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Úloha 9
Jsou dána r̊uzná prvoč́ısla p, q. Dokažte pq−1 + qp−1 ≡ 1
(mod pq).

Označme A = pq−1 + qp−1 − 1, pak chceme pq | A. Plat́ı

A = pq−1 + qp−1 − 1 ≡ 0q−1 + qp−1 − 1 ≡ 1− 1 ≡ 0 (mod p),

tedy p | A. Obdobně q | A. Nesoudělnost́ı p, q pak pq | A.
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Úloha 10
Modulo prvoč́ıslo p = 4k + 3 je −1 kvadratický nezbytek.

Pro spor necht’ x2 ≡ −1 (mod p). Potom určitě x 6= 0 (mod p).

Umocněńım obou stran na liché č́ıslo 2k + 1 tedy

−1 ≡ (−1)2k+1 ≡
(
x2
)2k+1 ≡ x4k+2 ≡ xp−1 ≡ 1 (mod p).

To je spor, jelikož p - 2 = 1− (−1).
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Úloha 11
Je dáno prvoč́ıslo p. Dokažte, že existuje nekonečně mnoho
p̌rirozených č́ısel n takových, že p | 2n − n.

Pokud p = 2, vyhovuje každé sudé n. Nadále necht’ je p liché.

Idea: odeč́ıtané n se chová modulo p, zat́ımco n v exponentu se
chová modulo p − 1. Přičteńı p − 1 k n pak výraz posune o 1:

2n+p−1−(n+p−1) ≡ 2n ·2p−1−n+1−p ≡ (2n − n)+1 (mod p).

Pro n = a(p − 1) se zjednoduš́ı 2n − n ≡ 1− a(p − 1) ≡ 1 + a
(mod p). Stač́ı tedy volit a o 1 menš́ı než násobky p.
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