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TEORIE HER

Hra je matematicky model rozhodovaci situace, jejiz vysledek zavisi na rozhodnuti alespon dvou
rtiznych subjekti (,hracu®). Protoze takové situace miZzeme nalézt témér ve vSech oblastech
tykajicich se naseho zivota, obor aplikaci teorie her je mimoradné Siroky a bohaty. Zahrnuje
ekonomii, telekomunikace, politologii, sociologii, biologii, etiku, dopravu a mnoho dalsich ob-
lasti.

Abychom mohli vytvorit a zkoumat matematicky model hry ve vyse uvedeném smyslu,
musime definici ponékud zuzit. Pro rzné situace jsou vhodné rtizné modely; zalezi na tom,
zda rozhodovani hract probiha postupné nebo ve stejny okamzik, zda mohou spolupracovat,
prerozdélovat zisk, kolik maji informaci o ostatnich hrac¢ich a podobné. V kurzu se budeme
vénovat dvéma pripadim, a to tzv. hram v explicitnim tvaru a hram v normalnim tvaru.

HRA V EXPLICITNIM TVARU

Hra v explicitnim tvaru je matematicky model rozhodovaci situace, v niz rozhodnuti
jednotlivych hrac¢a probihd ve formé postupné provadénych taht (etap)

Vsechny situace, které ve hie mohou nastat, lze znézornit pomoci tzv. stromu hry (ve
smyslu teorie grafi). Kazdé situaci odpovida jeden uzel, z kazdého uzlu vychazi uréity pocet
hran odpovidajicich moznym rozhodnutim, tzv. tahiim daného hrace. Jestlize se hrac¢, ktery
je na fadé, rozhodne pro né€jaky tah, navodi novou situaci, v niz se rozhoduje druhy hrac¢ — této
nové situaci opét odpovida jisty uzel stromu spojeny s predchozim hranou. Pti zndzornovani se
vét§inou postupuje ve sméru shora doli (popt. zleva doprava) a pravidelné se st¥idaji uzly, v
nichz se rozhoduje prvni hrac, a uzly, v nichz se rozhoduje druhy hrac.

Pravé jeden uzel ma tu vlastnost, ze do néj nevchazi zadna hrana; takovy uzel se nazyva
pocatecni uzel nebo také koren stromu. Déle jsou zde uzly, z nichz zddna hrana nevychézi;
tyto uzly se nazyvaji koncové a odpovidaji pozicim, kdy je rozhodnuto o vysledku a hra konci.

0 Priklad 1 — Hlasovani o platech

Tii zdkonodéarci hlasuji o tom, zda maji zvysit své platy. Vsichni tfi si zvyseni preji, zaroven
vSak kazdého z nich v pripadé hlasovani ”pro” c¢eka ztrata u volici v hodnoté c. Prospéch ze
zvyseni b prevysuje ztratu ¢, b > c. Hlasuji-li postupné a oteviené, je lepsi volit jako prvni nebo
jako posledni? Kdo voli jako posledni, vidi, jaka je situace a muze pripadné rozhodnout o tom,
zda zvyseni projde ¢i nikoli. Je to tedy nejvyhodnéjsi?

Resent. Situaci si mizeme znazornit nasledujicim obrazkem, kde ¢isla u jednotlivych uzli
oznacuji hrace, ktery se v dané situaci rozhoduje, a trojice ¢isel u koncovych uzli udavaji zisk
prvniho, druhého a tfetiho hrace (v tomto poradi):
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Reseni Ize snadno nalézt pomoci tzv. zpétné indukce, kdy strom hry od konce postupné
zjednodusujeme: Uvazujme nejprve uzly oznacené ¢islem 3, kdy se rozhoduje tfeti hrac. Jeho
zisk udava treti hodnota; je tedy ziejmé, ze dospéje-li situace do uzlu ¢. 3 zcela vlevo, rozhodne
se Tici ,ne“, protoze v tom pripadeé ziska celé b oproti b — c. Dvojici vétvi vychézejicich z tohoto
uzlu tak muzeme nahradit pfimo trojici (b — ¢,b — ¢, b). Podobné pro ostatni uzly s ¢islem 3:

Stejné lze postupovat i pro uzly s ¢islem 2, oznacujici rozhodnuti druhého hrace. Prvni hrac
se tedy ve skutecnosti rozhoduje mezi trojicemi (b —¢,b,0 —¢) a (b,b — ¢, b — ¢) a je zfejmé, Ze

vz

vyhodnéjsi je pro néj fici ,ne®.

2 2

(b—c, b, b—c) (b, b—c, b—c)

Ke stejnému vysledku bychom mohli dospét také intuitivné bez stromu hry: pokud si vSichni
hraci zvyseni platt skutecné preji, muze si prvni hrac¢ dovolit Tici ,,ne“ a ztratu v ocich volict
tak pfenést na ostatni hrace.



HRA V NORMALNIM TVARU

V dalsim se budeme zabyvat situacemi, kdy se hraci rozhoduji soucasné, aniz by spolu jakkoli
komunikovali ¢i spolupracovali.

Definice 1. Necht je ddna konecna neprazdna n-prvkova mnozina @ = {1,2,...,n},
n mnozin Si, Sy, ...,5, a n redlnych funkci wuq,us, ..., u, definovanych na kartézském
souéinu S; X Sy X -+ X S,,.

Hrou n hraéa v normalnim tvaru (HNT) budeme rozumét uspofadanou (2n-+1)-tici

{Q; S1,...,8n; ui(S1, .-y 8n), s Un(S1, ..., 5n)}

Mnozinu ) nazveme mnozinou hraci, mnozinu S; nazveme prostorem strategii
hrace i, prvek s; € S; nazveme strategii hrace i a funkci u;(sy,...,s,) nazveme
vyplatni funkci hrace i. Je-li hodnota vyplatni funkce pro daného hrace kladné,
hovorime o zisku, je-li zdporna, hovofime o ztraté.

DVOJMATICOVA HRA

Je-1i specidlné mnozina hrac¢ia dvouprvkova, tj. @ = {1,2}, a prostory strategii S, Sy jsou
konecné mnoziny, hovofime o dvojmaticové hre:

Definice 2. Dvojmaticovou hrou budeme rozumét hru dvou hrac¢t v norméalnim tvaru,

kde

e Hrac¢ 1 ma kone¢nou mnozinu strategii

S:{Sl,SQ,...7Sm}

e Hrac¢ 2 ma konecnou mnozinu strategii
T = {tl,tg,. .. ,tn}

e Pii volbé strategii (s;,;) je vyhra prvniho hrace
a;; = u1(s;,t;) a vyhra druhého hrace b;; = ua(s;,tj); u1,us se nazyvaji vyplatni
funkce.

Vsechny mozné kombinace strategii lze vyjadrit pomoci tzv. dvojmatice:

Hrac 2
Strategie t1 to ... tn
51 (a11,b11)  (a12,b12) ... (ain,bin)
Hrac 1 59 (a21,b21)  (a22,b22) ...  (az2n,ba2p)

Sm (amla bml) (amQ’ bm2) . (amn’ bmn)



Hodnoty vyplatnich funkci mizeme znézornit zvlast pro jednotlivé hrace pomoci matic:

a1 a12 ... QAip b11 b12 e bln

21 A22 a2 bor by ... by
A — n ’ B — n

m1  Am2 Qmn bml bm2 bmn

Matice A se nazyva matice hry hrace 1, matice B se nazyva matice hry hrace 2.

Definice 3. Dvojice strategii (s*,t*) se nazyva rovnovazny bod, pravé kdyz plati:
uy (s, t*) < wuy(s*,t*) pro kazdé s € S
a zaroven (2.1)
ug(s*,t) < ug(s*, t*) pro kazdé t e T.
Jinymi slovy, rovnovazny bod je takova dvojice strategii, zZe se ani jednomu hraci nevyplati
jednostranné se odchylit.

Snadno se ovéfi, ze je-li (s*,¢*) rovnovazny bod, pak pro a;; = ui(s*,t*), b;j = ua(s*,t*)
plati:

e a;; je nejvétsi prvek ve sloupci j matice A : a;; = max ay;
! 1<k<m

e b;; je nejvétsi prvek v fadku ¢ matice B : b;; = max by,
1<k<m

0 Priklad 2. Uvazujme hru uréenou dvojmatici:
Hrac 2

Strategie t1 to

51 (2,0)  (2,-1)

Hrac 1

So (1,1) (3,-2)

Bod (s1,t1) je zFejmé rovnovazny, protoze pokud by druhy hra¢ zvolil svou prvni strategii
t; a prvni hrac¢ se od strategie s; odchylil, tj. zvolil by strategii so, pak by si nepolepsil: ziskal
by 1 misto 2. Pokud by naopak prvni hrac¢ zvolil strategii s; a druhy hrac se od ¢; odchylil, pak
by si nepolepsil: obdrzel by —1 misto 0.

Bohuzel, jak ukazuje nasledujici priklad, ne v kazdé hie existuje rovnovazny bod piimo v
ryzich strategiich.



[0 Priklad 3. Uvazujme hru uréenou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie t1 to
S1 (]-a _1> (_17 ]-)
Hrac 1
52 (_17 1) (17 _1)

Z4dny bod v této hie neni rovnovazny (provéite jednotlivé dvojice).

Tento problém odstrani tzv. smiSené strategie, které udavaji pravdépodobnosti, s nimiz
hraci voli své jednotlivé ryzi strategie, tj. prvky mnozin S, 7.

Definice 4. SmiSené strategie hraci 1 a 2 jsou vektory pravdépodobnosti p, q, pro
které plati:
P=(P1,p2,---Pm); Pi=0, pr4+p2+-+pn=1,
(2.2)

a= (01,9, ---q); ¢G>0, ga+@+ - +¢ =1

Strategie t1 . t; o th
S1 (an, b11) cee (alja blj) cee (alm bln) P1
S (azla bzl) (aija b7]) (azna bzn) Di
Sm (amlu bml) CIE (amj7 bm]) ‘e (amn7 bmn) Pm
q1 e (17 PN dn

Smisena strategie je tedy pro kazdého hrace vektor, jehoz i-ta slozka udava pravdépodob-
nost, s niz hrac¢ voli i-tou strategii ze svého prostoru strategii. Je to tedy opét jista strategie,
kterou bychom mohli pro prvniho hrace popsat takto:

»pouzij strategii s, € S s pravdépodobnosti p,

pouzij strategii s,, € S s pravdépodobnosti p,,.“
Podobné pro druhého hrace.

Uvédomme si, ze ryzi strategie odpovidaji smisenym strategiim



Definice 5. Oc¢ekavané hodnoty vyhry jsou definovany vztahy:

Hrac 1: (P, q) = Z Zpi%‘aij
i=1 j=1

o (2.3)
Hrac 2: (P, q) = Z Zpi%bij

i=1 j=1

Véta 1 (Nash). Ve smisenych strategiich md kazZda konecnd hra aspori jeden rovnovdiny bod
(p*, q*), tj. pro vSechny smisené strategie p,q plati nasledugici nerovnosti:

m(p,q*) < m(p*. q") a  m(p',q) < m(pt,q).

Hledani rovnovaznych strategii

Pti hledani rovnovaznych strategii lze u dvojmaticovych her v nékterych piipadech eliminovat
zjevné nevyhodné, tzv. dominované strategie:

Definice 6. Strategie s; € S hrace 1 se nazyvd dominovana jinou strategii s, € S,
jestlize pro kazdou strategii ¢t € T" hrace 2 plati:

ur (S, t) > uq (i, t);

Analogicky pro druhého hrace.

Postupna eliminace dominovanych strategii

V nékterych pripadech existuji v dvojmatici dominované strategie. Zbude-li po jejich vyskrtani
v dvojmatici jediny prvek, jedna se o rovnovazny bod. Zbude-li vice prvki, ziskali jsme alespon
jednodussi dvojmatici.

0 Priklad 4. Uvazujme dvojmaticovou hru uréenou dvojmatici:

Hrac 2
Strategie t to t3
S1 (170) (173) (3a0)
Hraé 1 5 0.2 (0,1 (3,0
83 (072) (274) (573)

Strategie s, prvniho hrace je dominovana strategii sz, nebot pro kazdou strategii druhého
hrace ziska prvni hrac¢ vice pii volbé strategie s3 nez pii volbé so. Stejné tak je strategie t3
druhého hrace dominovana strategii 5. Protoze racionalni hra¢ 1 urcité nebude volit domino-
vanou strategii sy a racionalni hrac¢ 2 urc¢ité nebude volit dominovanou strategii ¢3, zredukovalo
se rozhodovani takto:



Hrac 2

Strategie t 2
S1 (17 O) (17 3)
Hracé 1
53 (Oa 2) 2a 4

Strategie t; je dominovana strategii ¢, druhy hrac tedy zvoli t5. Prvni hrac se nyni rozhoduje
mezi hodnotami ve druhém sloupci dvojmatice, a protoze 1 < 2, zvoli strategii s3. Rovnovazny
bod v dané hie je proto (ss,ty) — rozmyslete si, Ze v ptivodni dvojmatici skuteéné jednostranné
odchyleni od rovnovazné strategie nepfinese vyhodu tomu, kdo se odchylil.

O Priklad 5. Investor chce vybudovat dva hotely. Jeden nazveme Velky (zkratka V); ze ziskani
zakazky na néj se ocekava zisk ve vysi 15 miliont. Druhy nazveme Maly (zkratka M); ze ziskani
zakazky na néj se ocekava zisk ve vysi 9 miliond. O ziskani zakazek se uchazeji dvé firmy,
které oznacime jako 1 a 2. Zadn4 z firem nem4 kapacitni moznosti na vybudovani obou hotelii
v plném rozsahu. Kazd4 z firem se muze u investora uchazet bud o stavbu jednoho z hoteli
nebo nabidnout kooperaci na obou. Investor musi prostfednictvim obou firem stavbu hotelt
realizovat a podle doslych nabidek rozdéli zakazky takto:

1. Jestlize se o jeden hotel uchazi pouze jedna firma, ziskéa celou tuto zakazku.

2. Jestlize se o jeden hotel uchazeji obé firmy a o druhy zadn&, nabidne investor kooperaci
obéma firmam na obou hotelech s tim, zZe se o provedeni praci i o zisky budou délit stejnym
dilem.

3. Jestlize se jedna z firem uchéazi o stavbu celého hotelu a druhé nabizi kooperaci na obou, ziska
firma, ktera nabizi realizaci celé stavby 60% a druha 40%, jde-li o V. Jde-li o M, zisk4 firma,
kterd nabizi celou realizaci, 80% a druha 20%. Na zbyvajicim hotelu pak firmy kooperuji
stejnym dilem a o zisk se déli napul.

Af se firmy rozhodnou jakkoli, bude mezi né vzdy rozdélen cely potencidlni zisk 15+9=24
miliond. Jaké nabidky je vyhodné investorovi ucinit, aby byl maximalizovan celkovy zisk ze
zakazek?

Reseni

Vysledky pii jednotlivych volbéach strategii lze vystihnout pomoci dvojmatice:

Firma 2
Strategie Velky Maly Kooperace
Velky (12,12) (15,9) (13,5;10,5)
Firma 1 Maly (9, 15) (12,12) (14,7;9,3)
Kooperace (10,5;13,5) (9,3;14,7) (12,12)




Strategie ,kooperace® je pro obé firmy dominovana strategii ,,velky*, mtizeme proto vyskrt-
nout tieti fadek a tfeti sloupec — pro firmu je vyhodnéjsi v kazdé situaci, at uz se protivnik
zachova jakkoli, zvolit prvni strategii. K rozhodovani nyni zbyva pouze dvojmatice se dvéma
fadky a dvéma sloupci (strategie ,velky“ a ,maly*). Zde je strategie ,maly“ dominovana stra-
tegii ,,velky“ a mize byt proto také vyskrtnuta. Pro obé firmy tak zbyde strategie ,velky“ —
skutecné lze snadno ovérit, Ze se jedna o rovnovazny bod.

Vzajemné nejlepsi odpovédi

Rovnovazné strategie s*,t* tvofici rovnovazny bod (s*,t*) jsou podle definice vzdy nejlepsi
odpovédi jedna na druhou v tom smyslu, ze zvoli-li prvni hra¢ svou rovnovaznou strategii
s*, pak si druhy hra¢ odchylenim od t* nemuze polepsit, podobné prvni si nemtize polepsit
odchylenim od s*, zvoli-li druhy strategii ¢*.

Presnéji feceno:
Definice 7. Nejlepsi odpovédi hrace 1 na strategii ¢ hrace 2 se rozumi mnozina
Ri(t) = {s" € S; ui(s",t) > uy(s,t) pro kazdé s € S}.
Podobné nejlepsi odpovédi hrace 2 na strategii s hrace 1 se rozumi mnozina
Ry(s) = {t" € T; ua(s,t*) > ua(s,t) pro kazdé t € T'}.
Ma-li kazdy z hract na vybér pouze dvé strategie, predstavuji mnoziny R; a Ry kiivky v
roviné — tzv. reakéni kiivky.
Véta 2. (s*,t*) je rovnovdzny bod, pravé kdyz plati:

s* = Ry(t") a zdroveri  t" = Ry(s").

Duikaz. Podle definice je s* = R;(t*) pravé kdyz pro kazdé s € S plati:
up (s, 1%) > uq (s, t"),

podobné t* = Ry(s*) pravé kdyz pro kazdé t € T plati:
ug(s*, %) > uy(s*,t).

Dohromady tak ziskdme presné podminku pro rovnovazny bod. [

Hledame-li rovnovazny bod, mizeme postupovat tak, ze sestrojime reakcéni krivky a na-
lezneme jejich prusecik.



O Pvtklad 6. Pro hru
Hrac 2

Strategie t 12

51 (2,0)  (2,-1)

Hracé 1

S9 (1,1) (3,-2)

je nejlepsi odpovédi hrace 1 na strategii t; hrace 2 strategie sy, tj. Ri(t;) = s1, podobné
nejlepsi odpovédi hrace 1 na strategii ¢, je strategie so, tj. Ry(t2) = so.

Podobné pro druhého hrace:
RQ(Sl) == tl, RQ(SQ) = tl.

Dvojici strategii, které jsou navzajem nejlep$imi odpovédmi, se v tomto ptripadé podaii nalézt:
je to (s1,t1) a jak jsme vidéli vySe, jedna se o rovnovazny bod.

O Pvtklad 7. Pro hru

Hrac 2
Strategie t to
s1 (L,-1)  (-1,1)
Hraé 1
52 <_17 1) (1a _1)

je
Ri(t1) = s1, Ri(t2) = sa.

R2(81> = t2, RQ(SQ) = tl.

Z4dna dvojice strategii neni v tomto p¥ipadé nejlepsi odpovédi jedna na druhou a jak jiz
bylo zminéno, je tieba uvazovat smisené strategie.

Hrac 2
Strategie t1 to
$1 (1,-1) (-1,1) ... p
Hracé 1
So (—1,1) (1,-1) ... 1—p
q 1—gq

Ocekavané hodnoty vyhry jednotlivych hraci jsou nasledujici:



m(p,g)=1-p-q—1-p-(1-¢q)—1-(1-p)-qg+1-(1-p)-(1—gq)
=pq—p+pq—q+pq+1—p—q+pg=4pqg—2p—2¢+1
=p(dg—2)—2q+1

m(p,g)=-1-p-g+1-p-(1-¢)+1-(1-p)-¢g=1-(1=p)-(1-9)
=—Pq+p—pq+q—pg—1+p+q—pg=—4pg+2q+2p—1
=q(—4p+2)+2p—1

Hledejme nejlepsi odpovédi hrace 1 na rtizné hodnoty ¢ :

Je-li pak 71 (p, ¢) je pro pevnou hodnotu ¢ linedrni funkce se zdpornou smérnici,
ktera je klesajici. Nejvétsi hodnoty proto bude nabyvat pro nejmensi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto ptipadé plati: R;(q) = 0.

Je-li pak 7(p, 3) = 0 je konstantni funkce, pro kterou je kazd4 hodnota zaroveri
nejvetsi i nejmensf — hrac 1 je proto indiferentni mezi obéma strategiemi, Ry (3) = (0,1).

Je-li pak 71(p, q) je pro pevnou hodnotu ¢ linedrni funkce s kladnou smérnici,

ktera je rostouci. Nejvétsi hodnoty proto bude nabyvat pro nejvétsi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 1; v tomto ptipadé plati: Ry(q) = 1.

Celkem tedy:

m1(p,q) = p(4q — 2) — 2¢ + 1, mo(p,q) = q(—4p+2)+2p—1

0 pro 0<¢g< %
Ri(q) =4 (0,1) pro q=3
1 pro % <g<l1
Podobné pro druhého hrace:
I po 0<p<)
Rolp)={ (0.1) pro p=1}

0 pro
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q
Ktivky miizeme znézornit v roviné takto:

1
Ri(q)
(3-3)
1 ® 272
2
Ry(p)
p
1 |
2

Rovnovazny bod je tedy

Budou-li se hraci drzet téchto strategii, bude ocekavana vyhra kazdého z nich rovna nule.
UziteCny princip pri smiSenych strategiich:

Smisend strategie s* = (p1,...,pm) je nejlepsi odpovédi na t*, prave kdyz kazdd z ryzich
strategit, jimz s* prirazuje nenulovou pravdépodobnost, je nejlepsi odpovédi na t*.

Hrdc, ktery optimalizuje pouZitim smisené strategie, je proto indiferentni mezi vsems ryzims
strategiemi, jimz dand smisend strategie prirazuje nenulovou pravdépodobnost.

(Uvédomme si, ze kdyby byla naptiklad ryzi strategie s; v dané situaci vyhodnéjsi nez s,
pak kdykoli bychom se chystali pouzit ss, bylo by lepsi pouzit s; — nejednalo by se tedy o
rovnovazny bod.)

O Priklad 8.

Hrac 2
Strategie t1 ty
s -4 (-L-D)
Hrac¢é 1
S2 (07 1) (17 0)

Ocekavané vyhry:
m(p,q) =4pg—p(1—¢q)+0+ (1 —p)(1—q)
=p6g—2)—q+1
mo(p,q) = —4pg—p(1—¢q)+ (1 —p)g+0
=q(—4p+1)—p

11



Hledejme nejlepsi odpovédi hrace 1 na rtizné volby pravdépodobnosti g hrace 2:

Je-li pak 71 (p, ¢) je pro pevnou hodnotu ¢ linedrni funkce se zdpornou smérnici,
ktera je klesajici. Nejvétsi hodnoty proto bude nabyvat pro nejmensi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto ptipadé plati: Ry(q) = 0.

Je-li pak 7 (p, %) = %; je to tedy konstantni funkce, pro kterou je kazda hodnota
zérover nejvétsi i nejmensf — hrac 1 je proto indiferentni mezi obéma strategiemi, Ry(3) = (0,1).

Je-li pak 71(p, q) je pro pevnou hodnotu ¢ lineérni funkce s kladnou smérnici,

ktera je rostouci. Nejvétsi hodnoty proto bude nabyvat pro nejvétsi moznou hodnotu p, tedy
pro p = 1; v tomto ptipadé plati: Ry(q) = 1.

Celkem tedy:

0 pro 0<¢g< %
Ri(q) = (0,1) pro q=3
1 pro % <qg<l1
Podobné pro druhého hrace bude:
1 pro 0<p<j
Ry(p) = (0,1) pro p=3
0 pro $<p<l1

Kftivky miizeme znazornit v roviné takto:

Ri(q)

—
=

Wl
N

W =

Ry(p)

==

Rovnovazny bod je tedy



Budou-li se hraci drzet téchto strategii, bude o¢ekavana vyhra prvniho hrace % a druhého —%.

Na zakladé principu, ze hrac, ktery optimalizuje pouzitim smisené strategie, je indiferentni
mezi vSemi ryzimi strategiemi, jimz dana smisSend strategie prifazuje nenulovou pravdépodob-
nost, 1ze hledani rovnovazného bodu podstatné zjednodusit (reakéni kiivky nadm vSak slouzi
pro lepsi pochopeni, pro¢ uvedeny princip funguje):

Ma-li byt ¢ rovnovaznou strategii hrace 2, musi byt hra¢ 1 indiferentni mezi svymi ryzimi
strategiemi si, s5. Ocekavana hodnota vyhry proto musi byt stejna pro ob€ ryzi strategie hrace
1 pfi smiSené strategii (¢, 1 — ¢) hrace 2:

m(l,q) =4¢—(1—¢q) =0+ (1 —¢q) = m(0,q)

1
6g=2 = q:§

Podobné ma-li byt p rovnovaznou strategii hrace 1, musi byt hrac¢ 2 indiferentni mezi svymi
ryzimi strategiemi t1, t5. Ocekavand hodnota vyhry proto musi byt stejna pro obé ryzi strategie
hrace 2 pri smiSené strategii (p, 1 — p) hrace 1:

mo(p,1) = —4p+ (1 —p) = —p+ 0 = ma(p, 0)
l—dp = p=2
= 4p P=7

Obecny navod pro nalezeni smiSeného rovnovazného bodu:
e Uvazujme dvojmaticovou hru G s maticemi A, B.

e Ocekavané hodnoty vyplatnich funkci zavedené vztahem (2.3) lze vyjddrit jako funkce pro-
mennych p1,pa, ... Pm—1; 41,92, - - - @n_1, @ to na zdkladé vztahi

Pn=1—(Oi+p2+ - +Pm1),  G=1—(a+a+ -+ )

o UvazZujme soustavu rovnic:

0

aﬁl =0 prowvsechna 1=1,2,...,m—1

af;; (2.4)
— =0 prowvsechna j=1,2,....,.n—1

dq;

Potom kaZdé Tesent soustavy (2.4), p = (p1,P2, -, Pm);
qa=(q1,%;--,q), kde

p; >0, q; >0 pro vsechna 1,7

pr+pa+-+pmor <1, Gt+q+- o+ g <1,

predstavuje rovnovazny bod hry ve smiSenych strategiich.
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[0 Priklad 9. Naleznéme rovnovazné strategie ve hie ,kamen-ntzky-papir®:

Hrac 2
Kamen Nizky Papir
Kéamen (0,0) (1,-1) (-1,1) D1
Hrac 1 Nizky (-1,1) (0,0) (1,-1) D2
Papir (1,-1) (-1,1) (0,0) 1—p1 —p2
0 42 l—q—q

Ocekavané hodnoty vyhry:

(P, q) =2 —1(1 —q1 — @) —poqu +p2(1 —q1 —@2) + (1 —p1 — p2)qn — (1 — p1 — p2)go

m(p,q) = 3pigo —3p2h — 1+ P2+ @1 — @2
m2(P,q) = —3p1ga + 3p2gi + P1 + P2 — @1 + ¢

(977'1 (977'2
— = 3¢2—1=0 2= 3p,—1=0
O, 4z O P2
om om
L= 3¢, +1=0 2= 3p +1
Opo Opa

Reseni: pr =po=q1 = q» = %, proto

(P.a)=(G335) (5:5:3)

Hry s vice rovnovaznymi body

Zatim jsme se setkéavali s priklady, kdy existoval pravé jeden rovnovazny bod, at jiz v ryzich
strategiich ¢ ve strategiich smigengch. Casto vSak existuje vice rovnovaznych bodt a objevuje
se otazka, ktery z nich uvazovat jako optimalni.

Zacnéme néekolika definicemi.

Definice 8. Necht (g, p) je rovnovazny bod dvojmaticové hry G, pro ktery plati:
m(p,q) > m(r,s) a zaroven mo(p, q) > ma(r, S)

pro libovolny rovnovazny bod (r,s) hry G. Potom se (p,q) nazyvd dominujicim

rovnovaznym bodem hry G.

Existuje-li ve hie jediny rovnovazny bod, je ziejmé dominujici (viz priklady vyse).



0 Priklad 10. Uvazujme hru danou dvojmatici

6.2 (=LY

(_27 0) 6a5
Existuji dva rovnovazné body v ryzich strategiich, a to (si,t1) a (sq,t2). Druhy z nich domi-
nuje prvnimu, nebot pro hodnoty vyplatnich funkci plati: 6 > 3 a 5 > 2. Pro oba hrace je

nejvyhodnéjsi zvolit druhou strategii.

0 Priklad 11. Uvazujme hru danou dvojmatici
Hrac 2

t1 to i3
S1 ('2a'2) ('170) 876

Hrag 1 ss | (0-1)  (55) (0,0)

S3 (8,6), (0,-1) (-2,-2)

V této hie existuji tii ryzi rovnovazné body: (s1,t3), (s2,t2), (S3,t1). Prvni a posledni z
této trojice jsou dominujici. Protoze vsak hraci nemaji moznost se domluvit, mohlo by se stat,
ze 1 pfi nejlepsi vuli by zvolili strategie (si,t1) nebo (ss3,t3) a doséhli by tak téch nejhorsich
moznych vysledk.

Definice 9. Necht (pU),q")), j € J, jsou rovnovazné body dvojmaticové hry G. Tyto

body se nazyvaji zaménné, jestlize se hodnota vyplatnich funkci 7 (p,q) a m(p,q)
nezméni, dosadime-li za p libovolné pt), j € J a za q libovolné q¥), j € J.

0 Priklad 12. Pozménime dvojmatici z predchoziho prikladu:

Hrac 2

tl tg tg
51 (8,6) (-1,0) (8,6)

Hrag 1 sy | (0-1)  (55)  (0,0)

S3 (8,6) (0,-1) (8,6)

Nyni jsou vSechny dominujici rovnovazné body (s1,t1), (s1,13), (s3,%1) a (83, t3) zAménné a
nemiize nastat neptrijemnost z predchoziho ptikladu.

Tato skutecnost je motivaci pro nasledujici definici.
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Definice 10. Optimalnimi body hry G se nazyvaji vSechny zédménné dominujici
rovnovazné body dané hry G. Existuji-li v dané hie tyto body, nazyva se hra Fesitelna.

0 Priklad 13 - Konflikt typu manzelsky spor.

Predstavme si manzelsky par, v némz maji partnefi ponékud odlisné nazory na nejlepsi vyuziti
volného vecera: zena dava prednost navstéveé boxu, muz fotbalu. Pijdou-li na box, pfinese to
vétsi uzitek zené a mensi muzi, pijdou-li na fotbal, bude tomu naopak. Pijde-li vSak kazdy
jinam, bude vysledkem celkové rozladéni a uzitek bude pro kazdého z nich mensi, nez by tomu
bylo v pfipadé navstévy méné preferované akce. Situaci si mtizeme znazornit naptiklad nasledu-
jici dvojmatici popisujici uzitek pro zenu a muze pfi jednotlivych kombinacich traveni volného

vecera:
Pepicek
Strategie Box Balet
Box (2,1)] < (0,0)
Maruska T 1
Balet (0,0) — [1,2)

Rovnovazné body v ryzich strategiich: (Box, Box), (Balet, Balet)

Rovnovazny bod ve smisenych strategiich:

m(p,q) =2pg+1(1—p)(1 —q) =3pg—p—q+1
m2(p,q) = 1pg +2(1 — p)(1 — q) = 3pg — 2p — 2¢ + 1
m(p,q) =pBg—1)—q+1, m(p,q) =q¢(B3p—2)—2p+1

Reakéni kiivky:

0 g€ (0,3) 0 pe02)
Ri(q) =1 (0,1) ... qg=3 Ro(p) =13 (0,1) ...p=2
1 g€ (3.1) 1 pe )
q A
1 ®
¥ ®
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Rovnovazny bod | Oc¢ekavana vyhra

Tato hra neni FeSitelnd ve smyslu definice 9, nebot Zadny z rovnovaznych bod neni dominujici.

O Priklad 14 — Samaritanovo dilema

Predstavme si, ze Ministerstvo prace a socialnich véci fesi problém, do jaké miry podporovat
nezaméstnané. Jestlize se dotycény snazi najit praci, pak je vyhodnéjsi jej podporit, aby se mohl
napiiklad rekvalifikovat a ziskat lépe placené misto — statu pak odvede vyssi dané. Jestlize se
vSak nikterak nesnazi, je vyhodnéjsi jej nepodpofit (nepocitame-li pfipadny narist kriminality).
Z hlediska nezaméstnaného je vyhodné hledat praci jen tehdy, kdyz nemiize byt na statni
podpore.

Uvazujme napriiklad nasledujici hodnoty odpovidajici jednotlivym situacim:

Nezaméstnany
Strategie Snazit se Flakat se
Podpofit 3,2) — (-1,3)
Ministerstvo 0 i
Nepodporit (—-1,1) <« (0,0)

Uvédomme si, ze podobny problém zname i na ”soukromé” turovni: rodice se naptiklad
nékdy rozhoduji, do jaké miry maji pomoci lenosnému ditéti.

Reseni.
Nezaméstnany
Strategie Snazit se Flakat se
Podpofit 3,2) — (-1,3)
Ministerstvo T i
Nepodpofit (—1,1) <« (0,0)

Snadno ovéfime, ze ve hie neexistuji ryzi rovnovazné strategie.

Budeme proto hledat strategie smiSené. Oznacime-li jako obvykle p pravdépodobnost, s niz
ministerstvo zvoli strategii podporit, a ¢ pravdépodobnost, s niz nezaméstnany zvoli strategii
fldkat se, pak jsou oc¢ekavané vyhry jednotlivych tcastnikt nasledujici:

mi(p,q) = q(5bp — 1) — q, ma(p,q) = q(—2p+ 1)+ 3p

).

(SN

Rovnovazné strategie jsou pak (%, %) , (%,
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[0 Priklad 15— Boj pohlavi

Samicka
Strategie Zdrzenliva Nevazana
Vérny (2,2) — (5,5)
Samecek T d
Zaletnik (0,0) <~ (15,-5)

Reseni.

oot

Rovnovézné strategie: (2,2),(3,1).

0 Ptklad 16 — Bitva o Bismarckovo mofre

Jizni Pacifik, 1943: General Imamura méa za tkol transport japonského vojska pres Bis-
marckovo more do Nové Guinei, general Kenney chce transporty bombardovat. Imamura si
musi vybrat mezi kratsi severni trasou a delsi trasou jizni, Kenney musi rozhodnout, kam ma

poslat letadla, aby hledala Japonce.

Situaci lze popsat néasledujici dvojmatici:

Strategie

Severni (kratsi)

Imamura

Jizni (delsi)

Severni
Kenney

Jizni

Reseni.

Rovnovazny bod: severni trasa pro oba.

(2, —2) - (2,-2)
T {
(1,-1) — (3,-3)
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Piiklad 1 — strategie pri reklamni kampani

V jisté rekreacni oblasti jsou dva hotely: U Krale a U Libuse. Oba hotely maji
stejnou kapacitu, celkova kapacita dvojnasobné prevysuje poptéavku (vSichni
hosté mohou bydlet jen v jednom z nich). AZ na vzacné a zanedbatelné
vyjimky pochazeji hosté z Ceské republiky, Polska a Némecka. Management
kazdého z hoteld mé prostfedky na reklamni kampan v jedné z uvedenych
zemi. Uéinnost reklamni kampané je u obou hotelt stejné. Pokud v zemi vede
kampan pouze jedna firma, pak ziska vSechny navstévniky z této zemé a tim
i nasledujici zisk: v piipadé Ceské republiky 14 miliont, v p¥ipadé Polska 16
milionti a v pfipadé Némecka 20 miliont. Vedou-li v zemi kampan obé firmy,
anebo nevede-li kampan zadnéa z nich, ziska kazda polovinu uvedeného zisku.
Urcete optimalni strategie pro obé firmy.

ReSeni

Vsechny mozné kombinace strategii a prislusné zisky lze znézornit pomoci
nasledujici dvojmatice:

U Libuse
Strategie CR Polsko Némecko
CR (25,25)  (24,26) (22, 28)

U Krale Polsko (26,24) (25,25) (23,27)

Némecko (28,22) (27,23) (25,25)

Af uZz manazer hotelu U LibuSe zvoli jakoukoli strategii, pro hotel U
Kréle je vyhodnéjsi treti strategie nez prvni i druha. Prvni a druhy radek
tedy rovnou muzeme skrtnout, nebylo by rozumné je volit. Totéz pro hotel
U Krale: rovnou mizeme skrtnout prvni a druhy sloupec. Zistane jedina
dvojice strategii, kterd je rovnovaznym bodem a tedy feSenim hry: pro oba
hotely je to kampan v Némecku.



Priklad 2 — soutéz o zakazky

Investor chce vybudovat dva hotely. Jeden nazveme Velky (zkratka V); ze
ziskani zakazky na néj se ocekava zisk ve vysi 15 milionti. Druhy nazveme
Maly (zkratka M); ze ziskani zakdzky na néj se ocekava zisk ve vysi 9 miliond.
O ziskani zakazek se uchézeji dvé firmy, které oznacime jako 1 a 2. Zadna z
firem nem4d kapacitni moznosti na vybudovani obou hotelt v plném rozsahu.
Kazdé z firem se miZe u investora uchazet bud o stavbu jednoho z hoteli
nebo nabidnout kooperaci na obou. Investor musi prostfednictvim obou firem
stavbu hotelt realizovat a podle doslych nabidek rozdéli zakazky takto:

1. Jestlize se o jeden hotel uchézi pouze jedna firma, ziska celou tuto zakazku.

2. Jestlize se o jeden hotel uchézeji obé firmy a o druhy zadna, nabidne
investor kooperaci obéma firmam na obou hotelech s tim, Ze se o provedeni
praci i o zisky budou délit stejnym dilem.

3. Jestlize se jedna z firem uchéazi o stavbu celého hotelu a druha nabizi
kooperaci na obou, ziskd firma, ktera nabizi realizaci celé stavby 60% a
druhé 40%, jde-li o V. Jde-li o M, ziska firma, kterd nabizi celou realizaci,
80% a druhéd 20%. Na zbyvajicim hotelu pak firmy kooperuji stejnym dilem
a o zisk se déli napiil.

Af se firmy rozhodnou jakkoli, bude mezi né vzdy rozdélen cely potencialni
zisk 15+9=24 milionti. Jaké nabidky je vyhodné investorovi ucinit, aby byl
maximalizovan celkovy zisk ze zakazek?



ResSeni

Vysledky pii jednotlivych volbach strategii 1ze vystihnout pomoci dvojma-
tice:

Firma 2
Strategie Velky Maly Kooperace
Velky (12,12) (15,9) (13.5,10.5)
Firma 1 Maly (9,15) (12,12) (14.7,9.3)
Kooperace (10.5,13.5) (9.3,14.7) (12,12)

Strategie ,kooperace“ je pro obé firmy dominovana strategii ,,velky“, mu-
zeme proto vyskrtnout treti fadek a treti sloupec — pro firmu je vyhodnéjsi
v kazdé situaci, at uz se protivnik zachova jakkoli, zvolit prvni strategii. K
rozhodovani nyni zbyva pouze dvojmatice se dvéma fadky a dvéma sloupci
(strategie ,velky“ a ,maly“). Zde je strategie ,maly“ dominovand strategii
,velky“ a muze byt proto také vyskrtnuta. Pro obé firmy tak zbyde strategie
,velky“ — skutecné lze snadno ovérit, ze se jedna o rovnovazny bod.



Priklad 3 — rozdéleni nakladu na propagaci

Predpokladejme, Ze o dva trhy, A a B, se zajimaji dvé firmy, 1 a 2. Na
trhu A se ocekévaji zakazky predstavujici zisk 150 miliond, na trhu B se
ocekavaji zakazky predstavujici zisk 120 miliond. Kazda z firem ma méa na
propagaci ¢astku M (¢astka je stejnd pro obé firmy), ktera staci bud na
velkou propagacni akci na jednom z trhii, anebo na malou kampan na obou
trzich. Uéinnost kampané zavisi na celkovém rozsahu propagace na daném
trhu. Pfedpoklddejme, Ze navyseni zakazek oproti ptivodnim hodnotdm (tj.
150 mil. na A, 120 mil. na B) probiha podle pravidel uvedenych v nasledujici
tabulce, ktera jsou stejna pro oba trhy:

rozsah propagace | navysSeni zakazek
M/2 +5 %
M 420 %
3M/2 +40 %
2M +60 %

Dale predpokladejme, ze tcinnost propagace obou firem je stejna a za-
kazky se rozdéluji podle téchto pravidel:

1. Vede-li na trhu reklamni kampan pouze jedna firma, ziska vSechny zakazky
tohoto trhu.

2. Vedou-li obé firmy na trhu akci téhoz "typu”, popf. neprovadéji-li viibec
propagaci, ziskaji obé firmy polovinu zakazek.

3. Vede-li jedna firma na trhu malou kampan a druha velkou, ziskad firma,
kterd vede malou kampan, 1/3 zakdzek a druhd firma 2/3 zakazek.

Urcete optimalni strategie obou firem.



NavysSeni zakazek pro rizné kombinace reklamnich kampani:

rozsah propagace | navySeni zakazek | celkem na A | celkem na B
[miliont] [miliont]
0 +0 % 150 120
M/2 +5 % 157,5 126
M +20 % 180 144
3M/2 +40 % 210 168
2M +60 % 240 192

Zisky pro jednotlivé kombinace strategii [(M, 0) znadi velkou kampan ne-
boli investici ¢astky M na trhu Al:

Firma 2
Strategie (M,0) (0, M) (M/2,M])2)
(M, 0) (180,180) (180, 144) (140, 196)
Firma 1 (0, M) (144,180)  (171,171) (112,213.5)
(M/2,M/2) | (196,140)  (213.5,112) (162, 162)

Optimalni strategii je malad kampan na obou trzich.




Priklad 4 — aukce — obalkova metoda 1

Uvazujme aukci, kde dva se investori uchazeji o tfi riizné nemovitosti. Kazdy
z nich poda svou nabidku pisemné v obalce, po vyhodnoceni ziska nemovitost
ten investor, ktery nabidl vice. Minimalni prodejni cena (levnéji je majitel
neprodd) kazdého objektu je 10 milionti. Hodnoty nemovitosti jsou s; = 40
milionti, s = 22 miliont, s3 = 20 miliont. Prvni investor ma k dispozici
castku 20 miliontd, kterou chce celou investovat, druhy 10 miliont. V ptipadé
rovnosti nabidek se rozhodne spravedlivym losem (nebo si lze predstavit, ze
se oba slozi na nabidnutou ¢astku a o zisk se pak rozdéli rovnym dilem).
Naleznéte optimalni strategie pro oba investory.

Navod: Prvni investor vybira z nasledujicich strategii: investovat 20 milioni
do jedné nemovitosti, nebo investovat po 10 milionech do dvou nemovitosti.
Reseni

VsSechny mozné kombinace strategii a prislusné zisky lze znézornit pomoci
nasledujici dvojmatice:

Investor II
(10,0,0) | (0,10,0) | (0,0,10)
(20,0,0) | (20,0) | (20,12) | (20,10)
0,20,0) | (2,30) | (2,00 | (2,10)
(0,0,20) | (0,30) | (0,12) | (0,0)
Investor I | (10,10,0) || (27,15) | (36,6) | (42,10)
(10,0,10) | (25,15) | (40,12) | (35,5)
(0,10,10) | (22,30) | (16,6) | (17,5)

Zisk investori je vzdy roven ziskané hodnot€, od niz se odecte zaplacena
¢astka. Zvoli-li naptiklad prvni investor strategii (20, 0, 0) a druhy (10, 0,
0), pak prvni objekt, jehoz hodnota je 40 milionti zisk& prvni investor za 20
miliond, jeho zisk je tedy 20 milionii. Ostatni objekty se neprodaji. Zvoli-li
investor I strategii (10, 10, 0) a druhy (10, 0, 0), pak prvni objekt ziska za 10
miliont jeden z investort po spravedlivém losovani - zisk je v tomto ptripadé
poc¢itan jako polovina z ¢astky 40 - 10 = 30 miliont (oba maji Sanci 1:2 na
vyhru), tedy 15 milionti; prvni investor navic ziské za 10 milionti jesté druhou
nemovitost v hodnoté 22 miliont, zisk z této koupé je 12 milionti. Celkem tedy
prvni ziskd 15 + 12 = 27 miliond, druhy 15 milionti. Rovnovazné strategie
jsou (10, 10, 0) pro investora I, (10, 0, 0) pro investora II.



Priklad 5 — aukce — obalkova metoda 2

Uvazujme aukci, kde dva se investofi uchazeji o t¥i riizné nemovitosti. Kazdy
z nich poda svou nabidku pisemné v obalce, po vyhodnoceni ziska nemovitost
ten investor, ktery nabidl vice. Minimalni prodejni cena (levnéji je majitel
neprodd) kazdého objektu je 10 milionti. Hodnoty nemovitosti jsou s; = 36
miliont, s = 24 miliont, s3 = 20 miliond. Prvni investor ma k dispozici
¢astku 20 miliont, kterou chce celou investovat, druhy 10 miliont. V ptipadé
rovnosti nabidek se rozhodne spravedlivym losem (nebo si lze predstavit, ze
se oba slozi na nabidnutou ¢astku a o zisk se pak rozdéli rovnym dilem).
Naleznéte optimalni strategie pro oba investory.

Navod: Prvni investor vybira z néasledujicich strategii: investovat 20 miliont
do jedné nemovitosti, nebo investovat po 10 milionech do dvou nemovitosti.
Reseni

Vsechny mozné kombinace strategii a prislusné zisky lze znézornit pomoci
nasledujici dvojmatice:

Investor II

(10,0,0) | (0,10,0) | (0,0,10)
(20,0,0) | (16,0) | (16,14) | (16,10)
(0,20,0) || (4,26) | (4,00 | (4,10)
(0,0,20) | (0,26) | (0,14) | (0,0)

Investor I | (10,10,0) || (27,13) | (33,7) (40, 10)
(10,0,10) | (23,13) |[(36,14)]| (31,5)
(0,10,10) || (24,26) | (17,7) | (19,5)

V tomto pfipadé existuji dvé dvojice rovnovaznych strategii:

((10,10,0), (10,0,0)) a ((10,0,10),(0,10,0)).

Druhé dvojice dominuje prvni a je to tedy dvojice optimalnich strategii.



