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Kurz vznikl v rámci projektu ”Rozvoj systému vzdělávaćıch př́ıležitost́ı
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TEORIE HER

Hra je matematický model rozhodovací situace, jejíž výsledek závisí na rozhodnutí alespoň dvou
různých subjektů („hráčůÿ). Protože takové situace můžeme nalézt téměř ve všech oblastech
týkajících se našeho života, obor aplikací teorie her je mimořádně široký a bohatý. Zahrnuje
ekonomii, telekomunikace, politologii, sociologii, biologii, etiku, dopravu a mnoho dalších ob-
lastí.

Abychom mohli vytvořit a zkoumat matematický model hry ve výše uvedeném smyslu,
musíme definici poněkud zúžit. Pro různé situace jsou vhodné různé modely; záleží na tom,
zda rozhodování hráčů probíhá postupně nebo ve stejný okamžik, zda mohou spolupracovat,
přerozdělovat zisk, kolik mají informací o ostatních hráčích a podobně. V kurzu se budeme
věnovat dvěma případům, a to tzv. hrám v explicitním tvaru a hrám v normálním tvaru.

HRA V EXPLICITNÍM TVARU

Hra v explicitním tvaru je matematický model rozhodovací situace, v níž rozhodnutí
jednotlivých hráčů probíhá ve formě postupně prováděných tahů (etap)

Všechny situace, které ve hře mohou nastat, lze znázornit pomocí tzv. stromu hry (ve
smyslu teorie grafů). Každé situaci odpovídá jeden uzel, z každého uzlu vychází určitý počet
hran odpovídajících možným rozhodnutím, tzv. tahům daného hráče. Jestliže se hráč, který
je na řadě, rozhodne pro nějaký tah, navodí novou situaci, v níž se rozhoduje druhý hráč – této
nové situaci opět odpovídá jistý uzel stromu spojený s předchozím hranou. Při znázorňování se
většinou postupuje ve směru shora dolů (popř. zleva doprava) a pravidelně se střídají uzly, v
nichž se rozhoduje první hráč, a uzly, v nichž se rozhoduje druhý hráč.
Právě jeden uzel má tu vlastnost, že do něj nevchází žádná hrana; takový uzel se nazývá

počáteční uzel nebo také kořen stromu. Dále jsou zde uzly, z nichž žádná hrana nevychází;
tyto uzly se nazývají koncové a odpovídají pozicím, kdy je rozhodnuto o výsledku a hra končí.

☛ Příklad 1 – Hlasování o platech

Tři zákonodárci hlasují o tom, zda mají zvýšit své platy. Všichni tři si zvýšení přejí, zároveň
však každého z nich v případě hlasování ”pro” čeká ztráta u voličů v hodnotě c. Prospěch ze
zvýšení b převyšuje ztrátu c, b > c. Hlasují-li postupně a otevřeně, je lepší volit jako první nebo
jako poslední? Kdo volí jako poslední, vidí, jaká je situace a může případně rozhodnout o tom,
zda zvýšení projde či nikoli. Je to tedy nejvýhodnější?

Řešení. Situaci si můžeme znázornit následujícím obrázkem, kde čísla u jednotlivých uzlů
označují hráče, který se v dané situaci rozhoduje, a trojice čísel u koncových uzlů udávají zisk
prvního, druhého a třetího hráče (v tomto pořadí):
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Řešení lze snadno nalézt pomocí tzv. zpětné indukce, kdy strom hry od konce postupně
zjednodušujeme: Uvažujme nejprve uzly označené číslem 3, kdy se rozhoduje třetí hráč. Jeho
zisk udává třetí hodnota; je tedy zřejmé, že dospěje-li situace do uzlu č. 3 zcela vlevo, rozhodne
se říci „neÿ, protože v tom případě získá celé b oproti b− c. Dvojici větví vycházejících z tohoto
uzlu tak můžeme nahradit přímo trojicí (b− c, b− c, b). Podobně pro ostatní uzly s číslem 3:

Stejně lze postupovat i pro uzly s číslem 2, označující rozhodnutí druhého hráče. První hráč
se tedy ve skutečnosti rozhoduje mezi trojicemi (b− c, b, b− c) a (b, b− c, b− c) a je zřejmé, že
výhodnější je pro něj říci „neÿ.

Ke stejnému výsledku bychom mohli dospět také intuitivně bez stromu hry: pokud si všichni
hráči zvýšení platů skutečně přejí, může si první hráč dovolit říci „neÿ a ztrátu v očích voličů
tak přenést na ostatní hráče.
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HRA V NORMÁLNÍM TVARU

V dalším se budeme zabývat situacemi, kdy se hráči rozhodují současně, aniž by spolu jakkoli
komunikovali či spolupracovali.

Definice 1. Nechť je dána konečná neprázdná n-prvková množina Q = {1, 2, . . . , n},
n množin S1, S2, . . . , Sn a n reálných funkcí u1, u2, . . . , un definovaných na kartézském
součinu S1 × S2 × · · · × Sn.

Hrou n hráčů v normálním tvaru (HNT) budeme rozumět uspořádanou (2n+1)-tici

{Q; S1, . . . , Sn; u1(s1, . . . , sn), . . . , un(s1, . . . , sn)}.

Množinu Q nazveme množinou hráčů, množinu Si nazveme prostorem strategií
hráče i, prvek si ∈ Si nazveme strategií hráče i a funkci ui(s1, . . . , sn) nazveme
výplatní funkcí hráče i. Je-li hodnota výplatní funkce pro daného hráče kladná,
hovoříme o zisku, je-li záporná, hovoříme o ztrátě.

DVOJMATICOVÁ HRA

Je-li speciálně množina hráčů dvouprvková, tj. Q = {1, 2}, a prostory strategií S1, S2 jsou
konečné množiny, hovoříme o dvojmaticové hře:

Definice 2. Dvojmaticovou hrou budeme rozumět hru dvou hráčů v normálním tvaru,
kde

• Hráč 1 má konečnou množinu strategií
S = {s1, s2, . . . , sm}

• Hráč 2 má konečnou množinu strategií
T = {t1, t2, . . . , tn}

• Při volbě strategií (si, tj) je výhra prvního hráče
aij = u1(si, tj) a výhra druhého hráče bij = u2(si, tj); u1, u2 se nazývají výplatní
funkce.

Všechny možné kombinace strategií lze vyjádřit pomocí tzv. dvojmatice:

Hráč 2

Strategie t1 t2 . . . tn

s1 (a11, b11) (a12, b12) . . . (a1n, b1n)

Hráč 1 s2 (a21, b21) (a22, b22) . . . (a2n, b2n)
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

sm (am1, bm1) (am2, bm2) . . . (amn, bmn)
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Hodnoty výplatních funkcí můžeme znázornit zvlášť pro jednotlivé hráče pomocí matic:

A =




a11 a12 . . . a1n
a21 a22 . . . a2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . . .
am1 am2 . . . amn


 , B =




b11 b12 . . . b1n
b21 b22 . . . b2n
. . . . . . . . . . . . . . . . . .
bm1 bm2 . . . bmn


 .

Matice A se nazývá matice hry hráče 1, matice B se nazývá matice hry hráče 2.

Definice 3. Dvojice strategií (s∗, t∗) se nazývá rovnovážný bod, právě když platí:

u1(s, t∗) ≤ u1(s∗, t∗) pro každé s ∈ S

a zároveň

u2(s∗, t) ≤ u2(s∗, t∗) pro každé t ∈ T.

(2.1)

Jinými slovy, rovnovážný bod je taková dvojice strategií, že se ani jednomu hráči nevyplatí
jednostranně se odchýlit.

Snadno se ověří, že je-li (s∗, t∗) rovnovážný bod, pak pro aij = u1(s∗, t∗), bij = u2(s∗, t∗)
platí:

• aij je největší prvek ve sloupci j matice A : aij = max
1≤k≤m

akj

• bij je největší prvek v řádku i matice B : bij = max
1≤k≤m

bkj

☛ Příklad 2. Uvažujme hru určenou dvojmaticí:

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (2,0) (2,−1)
Hráč 1

s2 (1, 1) (3,−2)

Bod (s1, t1) je zřejmě rovnovážný, protože pokud by druhý hráč zvolil svou první strategii
t1 a první hráč se od strategie s1 odchýlil, tj. zvolil by strategii s2, pak by si nepolepšil: získal
by 1 místo 2. Pokud by naopak první hráč zvolil strategii s1 a druhý hráč se od t1 odchýlil, pak
by si nepolepšil: obdržel by −1 místo 0.

Bohužel, jak ukazuje následující příklad, ne v každé hře existuje rovnovážný bod přímo v
ryzích strategiích.
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☛ Příklad 3. Uvažujme hru určenou dvojmaticí:

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) (−1, 1)
Hráč 1

s2 (−1, 1) (1,−1)

Žádný bod v této hře není rovnovážný (prověřte jednotlivé dvojice).

Tento problém odstraní tzv. smíšené strategie, které udávají pravděpodobnosti, s nimiž
hráči volí své jednotlivé ryzí strategie, tj. prvky množin S, T.

Definice 4. Smíšené strategie hráčů 1 a 2 jsou vektory pravděpodobností p, q, pro
které platí:

p = (p1, p2, . . . pm); pi ≥ 0, p1 + p2 + · · ·+ pm = 1,

q = (q1, q2, . . . qn); qi ≥ 0, q1 + q2 + · · ·+ qn = 1.

(2.2)

Strategie t1 . . . tj . . . tn

s1 (a11, b11) . . . (a1j, b1j) . . . (a1n, b1n) p1
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

si (ai1, bi1) . . . (aij, bij) . . . (ain, bin) pi
... . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . . .

...

sm (am1, bm1) . . . (amj, bmj) . . . (amn, bmn) pm

q1 . . . qj . . . qn

Smíšená strategie je tedy pro každého hráče vektor, jehož i-tá složka udává pravděpodob-
nost, s níž hráč volí i-tou strategii ze svého prostoru strategií. Je to tedy opět jistá strategie,
kterou bychom mohli pro prvního hráče popsat takto:

„použij strategii s1 ∈ S s pravděpodobností p1,
. . . . . .
použij strategii sm ∈ S s pravděpodobností pm.ÿ

Podobně pro druhého hráče.

Uvědomme si, že ryzí strategie odpovídají smíšeným strategiím

(1, 0, . . . , 0), (0, 1, . . . , 0), . . . (0, 0, . . . , 1).
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Definice 5. Očekávané hodnoty výhry jsou definovány vztahy:

Hráč 1: π1(p, q) =
m∑

i=1

n∑

j=1

piqjaij

Hráč 2: π2(p, q) =
m∑

i=1

n∑

j=1

piqjbij

(2.3)

Věta 1 (Nash). Ve smíšených strategiích má každá konečná hra aspoň jeden rovnovážný bod
(p∗, q∗), tj. pro všechny smíšené strategie p, q platí následující nerovnosti:

π1(p, q
∗) ≤ π1(p

∗, q∗) a π2(p
∗, q) ≤ π2(p

∗, q∗).

Hledání rovnovážných strategií

Při hledání rovnovážných strategií lze u dvojmaticových her v některých případech eliminovat
zjevně nevýhodné, tzv. dominované strategie:

Definice 6. Strategie si ∈ S hráče 1 se nazývá dominovaná jinou strategií sk ∈ S,

jestliže pro každou strategii t ∈ T hráče 2 platí:

u1(sk, t) ≥ u1(si, t);

Analogicky pro druhého hráče.

Postupná eliminace dominovaných strategií

V některých případech existují v dvojmatici dominované strategie. Zbude-li po jejich vyškrtání
v dvojmatici jediný prvek, jedná se o rovnovážný bod. Zbude-li více prvků, získali jsme alespoň
jednodušší dvojmatici.

☛ Příklad 4. Uvažujme dvojmaticovou hru určenou dvojmaticí:

Hráč 2

Strategie t1 t2 t3

s1 (1, 0) (1, 3) (3, 0)

Hráč 1 s2 (0, 2) (0, 1) (3, 0)

s3 (0, 2) (2, 4) (5, 3)

Strategie s2 prvního hráče je dominovaná strategií s3, neboť pro každou strategii druhého
hráče získá první hráč více při volbě strategie s3 než při volbě s2. Stejně tak je strategie t3
druhého hráče dominována strategií t2. Protože racionální hráč 1 určitě nebude volit domino-
vanou strategii s2 a racionální hráč 2 určitě nebude volit dominovanou strategii t3, zredukovalo
se rozhodování takto:
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Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1, 0) (1, 3)
Hráč 1

s3 (0, 2) (2, 4)

Strategie t1 je dominovaná strategií t2, druhý hráč tedy zvolí t2. První hráč se nyní rozhoduje
mezi hodnotami ve druhém sloupci dvojmatice, a protože 1 < 2, zvolí strategii s3. Rovnovážný
bod v dané hře je proto (s3, t2) – rozmyslete si, že v původní dvojmatici skutečně jednostranné
odchýlení od rovnovážné strategie nepřinese výhodu tomu, kdo se odchýlil.

☛ Příklad 5. Investor chce vybudovat dva hotely. Jeden nazveme Velký (zkratka V); ze získání
zakázky na něj se očekává zisk ve výši 15 milionů. Druhý nazveme Malý (zkratka M); ze získání
zakázky na něj se očekává zisk ve výši 9 milionů. O získání zakázek se ucházejí dvě firmy,
které označíme jako 1 a 2. Žádná z firem nemá kapacitní možnosti na vybudování obou hotelů
v plném rozsahu. Každá z firem se může u investora ucházet buď o stavbu jednoho z hotelů
nebo nabídnout kooperaci na obou. Investor musí prostřednictvím obou firem stavbu hotelů
realizovat a podle došlých nabídek rozdělí zakázky takto:

1. Jestliže se o jeden hotel uchází pouze jedna firma, získá celou tuto zakázku.

2. Jestliže se o jeden hotel ucházejí obě firmy a o druhý žádná, nabídne investor kooperaci
oběma firmám na obou hotelech s tím, že se o provedení prací i o zisky budou dělit stejným
dílem.

3. Jestliže se jedna z firem uchází o stavbu celého hotelu a druhá nabízí kooperaci na obou, získá
firma, která nabízí realizaci celé stavby 60% a druhá 40%, jde-li o V. Jde-li o M, získá firma,
která nabízí celou realizaci, 80% a druhá 20%. Na zbývajícím hotelu pak firmy kooperují
stejným dílem a o zisk se dělí napůl.

Ať se firmy rozhodnou jakkoli, bude mezi ně vždy rozdělen celý potenciální zisk 15+9=24
milionů. Jaké nabídky je výhodné investorovi učinit, aby byl maximalizován celkový zisk ze
zakázek?

Řešení

Výsledky při jednotlivých volbách strategií lze vystihnout pomocí dvojmatice:

Firma 2

Strategie Velký Malý Kooperace

Velký (12, 12) (15, 9) (13, 5; 10, 5)

Firma 1 Malý (9, 15) (12, 12) (14, 7; 9, 3)

Kooperace (10, 5; 13, 5) (9, 3; 14, 7) (12, 12)
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Strategie „kooperaceÿ je pro obě firmy dominovaná strategií „velkýÿ, můžeme proto vyškrt-
nout třetí řádek a třetí sloupec – pro firmu je výhodnější v každé situaci, ať už se protivník
zachová jakkoli, zvolit první strategii. K rozhodování nyní zbývá pouze dvojmatice se dvěma
řádky a dvěma sloupci (strategie „velkýÿ a „malýÿ). Zde je strategie „malýÿ dominovaná stra-
tegií „velkýÿ a může být proto také vyškrtnuta. Pro obě firmy tak zbyde strategie „velkýÿ –
skutečně lze snadno ověřit, že se jedná o rovnovážný bod.

Vzájemně nejlepší odpovědi

Rovnovážné strategie s∗, t∗ tvořící rovnovážný bod (s∗, t∗) jsou podle definice vždy nejlepší
odpovědí jedna na druhou v tom smyslu, že zvolí-li první hráč svou rovnovážnou strategii
s∗, pak si druhý hráč odchýlením od t∗ nemůže polepšit, podobně první si nemůže polepšit
odchýlením od s∗, zvolí-li druhý strategii t∗.

Přesněji řečeno:

Definice 7. Nejlepší odpovědí hráče 1 na strategii t hráče 2 se rozumí množina

R1(t) = {s∗ ∈ S; u1(s
∗, t) ≥ u1(s, t) pro každé s ∈ S} .

Podobně nejlepší odpovědí hráče 2 na strategii s hráče 1 se rozumí množina

R2(s) = {t∗ ∈ T ; u2(s, t
∗) ≥ u2(s, t) pro každé t ∈ T} .

Má-li každý z hráčů na výběr pouze dvě strategie, představují množiny R1 a R2 křivky v
rovině – tzv. reakční křivky.

Věta 2. (s∗, t∗) je rovnovážný bod, právě když platí:

s∗ = R1(t
∗) a zároveň t∗ = R2(s

∗).

Důkaz. Podle definice je s∗ = R1(t∗) právě když pro každé s ∈ S platí:

u1(s
∗, t∗) ≥ u1(s, t

∗),

podobně t∗ = R2(s∗) právě když pro každé t ∈ T platí:

u2(s
∗, t∗) ≥ u1(s

∗, t).

Dohromady tak získáme přesně podmínku pro rovnovážný bod. �

Hledáme-li rovnovážný bod, můžeme postupovat tak, že sestrojíme reakční křivky a na-
lezneme jejich průsečík.
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☛ Příklad 6. Pro hru

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (2,0) (2,−1)
Hráč 1

s2 (1, 1) (3,−2)

je nejlepší odpovědí hráče 1 na strategii t1 hráče 2 strategie s1, tj. R1(t1) = s1, podobně
nejlepší odpovědí hráče 1 na strategii t2 je strategie s2, tj. R1(t2) = s2.

Podobně pro druhého hráče:

R2(s1) = t1, R2(s2) = t1.

Dvojici strategií, které jsou navzájem nejlepšími odpověďmi, se v tomto případě podaří nalézt:
je to (s1, t1) a jak jsme viděli výše, jedná se o rovnovážný bod.

☛ Příklad 7. Pro hru

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) (−1, 1)
Hráč 1

s2 (−1, 1) (1,−1)

je

R1(t1) = s1, R1(t2) = s2.

R2(s1) = t2, R2(s2) = t1.

Žádná dvojice strategií není v tomto případě nejlepší odpovědí jedna na druhou a jak již
bylo zmíněno, je třeba uvažovat smíšené strategie.

Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (1,−1) (−1, 1) . . . . . . p
Hráč 1

s2 (−1, 1) (1,−1) . . . . . . 1− p

q 1− q

Očekávané hodnoty výhry jednotlivých hráčů jsou následující:
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π1(p, q)= 1 · p · q − 1 · p · (1− q)− 1 · (1− p) · q + 1 · (1− p) · (1− q)

= pq − p+ pq − q + pq + 1− p− q + pq = 4pq − 2p− 2q + 1
= p(4q − 2)− 2q + 1

π2(p, q)= −1 · p · q + 1 · p · (1− q) + 1 · (1− p) · q − 1 · (1− p) · (1− q)

= −pq + p− pq + q − pq − 1 + p+ q − pq = −4pq + 2q + 2p− 1
= q(−4p+ 2) + 2p− 1

Hledejme nejlepší odpovědi hráče 1 na různé hodnoty q :

Je-li 0 ≤ q < 1
2 , pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineární funkce se zápornou směrnicí,

která je klesající. Největší hodnoty proto bude nabývat pro nejmenší možnou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto případě platí: R1(q) = 0.

Je-li q = 1
2 , pak π1(p,

1
2) = 0 je konstantní funkce, pro kterou je každá hodnota zároveň

největší i nejmenší – hráč 1 je proto indiferentní mezi oběma strategiemi, R1(12) = 〈0, 1〉.

Je-li 12 < q ≤ 1, pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineární funkce s kladnou směrnicí,
která je rostoucí. Největší hodnoty proto bude nabývat pro největší možnou hodnotu p, tedy
pro p = 1; v tomto případě platí: R1(q) = 1.

Celkem tedy:

π1(p, q) = p(4q − 2)− 2q + 1, π2(p, q) = q(−4p+ 2) + 2p− 1

R1(q) =





0 pro 0 ≤ q < 1
2

〈0, 1〉 pro q = 1
2

1 pro 1
2 < q ≤ 1

Podobně pro druhého hráče:

R2(p) =





1 pro 0 ≤ p ≤ 1
2

〈0, 1〉 pro p = 1
2

0 pro 1
2 ≤ p ≤ 1
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Křivky můžeme znázornit v rovině takto:

Rovnovážný bod je tedy

((
1
2 ,
1
2

)
,
(
1
2 ,
1
2

))
.

Budou-li se hráči držet těchto strategií, bude očekávaná výhra každého z nich rovna nule.

Užitečný princip při smíšených strategiích:

Smíšená strategie s∗ = (p1, . . . , pm) je nejlepší odpovědí na t∗, právě když každá z ryzích
strategií, jimž s∗ přiřazuje nenulovou pravděpodobnost, je nejlepší odpovědí na t∗.
Hráč, který optimalizuje použitím smíšené strategie, je proto indiferentní mezi všemi ryzími

strategiemi, jimž daná smíšená strategie přiřazuje nenulovou pravděpodobnost.

(Uvědomme si, že kdyby byla například ryzí strategie s1 v dané situaci výhodnější než s2,
pak kdykoli bychom se chystali použít s2, bylo by lepší použít s1 – nejednalo by se tedy o
rovnovážný bod.)

☛ Příklad 8.
Hráč 2

Strategie t1 t2

s1 (4,−4) (−1,−1)
Hráč 1

s2 (0, 1) (1, 0)

Očekávané výhry:

π1(p, q) = 4pq − p(1− q) + 0 + (1− p)(1− q)

= p(6q − 2)− q + 1

π2(p, q) = −4pq − p(1− q) + (1− p)q + 0

= q(−4p+ 1)− p
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Hledejme nejlepší odpovědi hráče 1 na různé volby pravděpodobností q hráče 2:

Je-li 0 ≤ q < 1
3 , pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineární funkce se zápornou směrnicí,

která je klesající. Největší hodnoty proto bude nabývat pro nejmenší možnou hodnotu p, tedy
pro p = 0; v tomto případě platí: R1(q) = 0.

Je-li q = 1
3 , pak π1(p,

1
3) =

2
3 ; je to tedy konstantní funkce, pro kterou je každá hodnota

zároveň největší i nejmenší – hráč 1 je proto indiferentní mezi oběma strategiemi, R1(13) = 〈0, 1〉.

Je-li 13 < q ≤ 1, pak π1(p, q) je pro pevnou hodnotu q lineární funkce s kladnou směrnicí,
která je rostoucí. Největší hodnoty proto bude nabývat pro největší možnou hodnotu p, tedy
pro p = 1; v tomto případě platí: R1(q) = 1.

Celkem tedy:

R1(q) =





0 pro 0 ≤ q < 1
3

〈0, 1〉 pro q = 1
3

1 pro 1
3 < q ≤ 1

Podobně pro druhého hráče bude:

R2(p) =





1 pro 0 ≤ p ≤ 1
4

〈0, 1〉 pro p = 1
4

0 pro 1
4 ≤ p ≤ 1

Křivky můžeme znázornit v rovině takto:

Rovnovážný bod je tedy

((
1
4 ,
3
4

)
,
(
1
3 ,
2
3

))
.
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Budou-li se hráči držet těchto strategií, bude očekávaná výhra prvního hráče 23 a druhého−14 .

Na základě principu, že hráč, který optimalizuje použitím smíšené strategie, je indiferentní
mezi všemi ryzími strategiemi, jimž daná smíšená strategie přiřazuje nenulovou pravděpodob-
nost, lze hledání rovnovážného bodu podstatně zjednodušit (reakční křivky nám však slouží
pro lepší pochopení, proč uvedený princip funguje):

Má-li být q rovnovážnou strategií hráče 2, musí být hráč 1 indiferentní mezi svými ryzími
strategiemi s1, s2. Očekávaná hodnota výhry proto musí být stejná pro obě ryzí strategie hráče
1 při smíšené strategii (q, 1− q) hráče 2:

π1(1, q) = 4q − (1− q) = 0 + (1− q) = π1(0, q)

6q = 2 ⇒ q =
1
3

Podobně má-li být p rovnovážnou strategií hráče 1, musí být hráč 2 indiferentní mezi svými
ryzími strategiemi t1, t2. Očekávaná hodnota výhry proto musí být stejná pro obě ryzí strategie
hráče 2 při smíšené strategii (p, 1− p) hráče 1:

π2(p, 1) = −4p+ (1− p) = −p+ 0 = π2(p, 0)

1 = 4p ⇒ p =
1
4

Opět jsme došli k témuž rovnovážnému bodu
((
1
4 ,
3
4

)
,
(
1
3 ,
2
3

))
.

Obecný návod pro nalezení smíšeného rovnovážného bodu:

• Uvažujme dvojmaticovou hru G s maticemi A,B.

• Očekávané hodnoty výplatních funkcí zavedené vztahem (2.3) lze vyjádřit jako funkce pro-
měnných p1, p2, . . . pm−1; q1, q2, . . . qn−1, a to na základě vztahů

pm = 1− (p1 + p2 + · · ·+ pm−1), qn = 1− (q1 + q2 + · · ·+ qn−1).

• Uvažujme soustavu rovnic:

∂π1
∂pi
= 0 pro všechna i = 1, 2, . . . ,m− 1

∂π2
∂qj
= 0 pro všechna j = 1, 2, . . . , n− 1

(2.4)

Potom každé řešení soustavy (2.4), p = (p1, p2, . . . , pm);
q = (q1, q2, . . . , qn), kde

pi ≥ 0, qj ≥ 0 pro všechna i, j

p1 + p2 + · · ·+ pm−1 ≤ 1, q1 + q2 + · · ·+ qn−1 ≤ 1,
představuje rovnovážný bod hry ve smíšených strategiích.



14

☛ Příklad 9. Nalezněme rovnovážné strategie ve hře „kámen-nůžky-papírÿ:

Hráč 2

Kámen Nůžky Papír

Kámen (0,0) (1,-1) (-1,1) p1

Hráč 1 Nůžky (-1,1) (0,0) (1,-1) p2

Papír (1,-1) (-1,1) (0,0) 1− p1 − p2

q1 q2 1− q1 − q2

Očekávané hodnoty výhry:

π1(p, q) = p1q2 − p1(1− q1 − q2)− p2q1 + p2(1− q1 − q2) + (1− p1 − p2)q1 − (1− p1 − p2)q2

π1(p, q) = 3p1q2 − 3p2q1 − p1 + p2 + q1 − q2

π2(p, q) = −3p1q2 + 3p2q1 + p1 + p2 − q1 + q2

∂π1
∂p1
= 3q2 − 1 = 0

∂π2
∂p1
= 3p2 − 1 = 0

∂π1
∂p2
= −3q2 + 1 = 0

∂π2
∂p2
= −3p1 + 1

Řešení: p1 = p2 = q1 = q2 = 1
3 , proto

(p, q) =
(
(13 ,

1
3 ,
1
3), (

1
3 ,
1
3 ,
1
3)
)

Hry s více rovnovážnými body

Zatím jsme se setkávali s příklady, kdy existoval právě jeden rovnovážný bod, ať již v ryzích
strategiích či ve strategiích smíšených. Často však existuje více rovnovážných bodů a objevuje
se otázka, který z nich uvažovat jako optimální.

Začněme několika definicemi.

Definice 8. Nechť (q,p) je rovnovážný bod dvojmaticové hry G, pro který platí:

π1(p, q) ≥ π1(r, s) a zároveň π2(p, q) ≥ π2(r, s)

pro libovolný rovnovážný bod (r, s) hry G. Potom se (p, q) nazývá dominujícím
rovnovážným bodem hry G.

Existuje-li ve hře jediný rovnovážný bod, je zřejmě dominující (viz příklady výše).
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☛ Příklad 10. Uvažujme hru danou dvojmaticí
(
(3, 2) (−1, 1)
(−2, 0) (6,5)

)

Existují dva rovnovážné body v ryzích strategiích, a to (s1, t1) a (s2, t2). Druhý z nich domi-
nuje prvnímu, neboť pro hodnoty výplatních funkcí platí: 6 > 3 a 5 > 2. Pro oba hráče je
nejvýhodnější zvolit druhou strategii.

☛ Příklad 11. Uvažujme hru danou dvojmaticí

Hráč 2

t1 t2 t3

s1 (-2,-2) (-1,0) (8,6)

Hráč 1 s2 (0,-1) (5,5) (0,0)

s3 (8,6) (0,-1) (-2,-2)

V této hře existují tři ryzí rovnovážné body: (s1, t3), (s2, t2), (s3, t1). První a poslední z
této trojice jsou dominující. Protože však hráči nemají možnost se domluvit, mohlo by se stát,
že i při nejlepší vůli by zvolili strategie (s1, t1) nebo (s3, t3) a dosáhli by tak těch nejhorších
možných výsledků.

Definice 9. Nechť (p(j), q(j)), j ∈ J, jsou rovnovážné body dvojmaticové hry G. Tyto
body se nazývají záměnné, jestliže se hodnota výplatních funkcí π1(p, q) a π2(p, q)
nezmění, dosadíme-li za p libovolné p(j), j ∈ J a za q libovolné q(j), j ∈ J.

☛ Příklad 12. Pozměňme dvojmatici z předchozího příkladu:

Hráč 2

t1 t2 t3

s1 (8,6) (-1,0) (8,6)

Hráč 1 s2 (0,-1) (5,5) (0,0)

s3 (8,6) (0,-1) (8,6)

Nyní jsou všechny dominující rovnovážné body (s1, t1), (s1, t3), (s3, t1) a (s3, t3) záměnné a
nemůže nastat nepříjemnost z předchozího příkladu.

Tato skutečnost je motivací pro následující definici.
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Definice 10. Optimálními body hry G se nazývají všechny záměnné dominující
rovnovážné body dané hry G. Existují-li v dané hře tyto body, nazývá se hra řešitelná.

☛ Příklad 13 – Konflikt typu manželský spor.

Představme si manželský pár, v němž mají partneři poněkud odlišné názory na nejlepší využití
volného večera: žena dává přednost návštěvě boxu, muž fotbalu. Půjdou-li na box, přinese to
větší užitek ženě a menší muži, půjdou-li na fotbal, bude tomu naopak. Půjde-li však každý
jinam, bude výsledkem celkové rozladění a užitek bude pro každého z nich menší, než by tomu
bylo v případě návštěvy méně preferované akce. Situaci si můžeme znázornit například následu-
jící dvojmaticí popisující užitek pro ženu a muže při jednotlivých kombinacích trávení volného
večera:

Pepíček

Strategie Box Balet

Box (2,1) ← (0, 0)
Maruška ↑ ↓

Balet (0, 0) → (1, 2)

Rovnovážné body v ryzích strategiích: (Box, Box), (Balet, Balet)

Rovnovážný bod ve smíšených strategiích:

π1(p, q) = 2pq + 1(1− p)(1− q) = 3pq − p− q + 1

π2(p, q) = 1pq + 2(1− p)(1− q) = 3pq − 2p− 2q + 1

π1(p, q) = p(3q − 1)− q + 1, π2(p, q) = q(3p− 2)− 2p+ 1

Reakční křivky:

R1(q) =





0 . . . q ∈ 〈0, 13)
〈0, 1〉 . . . q = 1

3

1 . . . q ∈ (13 , 1〉
R2(p) =





0 . . . p ∈ 〈0, 23)
〈0, 1〉 . . . p = 2

3

1 . . . p ∈ (23 , 1〉
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Rovnovážný bod Očekávaná výhra

((1, 0), (1, 0)) (2, 1)
(
(13 ,

2
3), (

2
3 ,
1
3)
) (

2
3 ,
2
3

)

((0, 1), (0, 1)) (2, 1)

Tato hra není řešitelná ve smyslu definice 9, neboť žádný z rovnovážných bodů není dominující.

☛ Příklad 14 – Samaritánovo dilema

Představme si, že Ministerstvo práce a sociálních věcí řeší problém, do jaké míry podporovat
nezaměstnané. Jestliže se dotyčný snaží najít práci, pak je výhodnější jej podpořit, aby se mohl
například rekvalifikovat a získat lépe placené místo – státu pak odvede vyšší daně. Jestliže se
však nikterak nesnaží, je výhodnější jej nepodpořit (nepočítáme-li případný nárůst kriminality).
Z hlediska nezaměstnaného je výhodné hledat práci jen tehdy, když nemůže být na státní
podpoře.

Uvažujme například následující hodnoty odpovídající jednotlivým situacím:

Nezaměstnaný

Strategie Snažit se Flákat se

Podpořit (3,2) → (−1, 3)
Ministerstvo ↑ ↓

Nepodpořit (−1, 1) ← (0, 0)

Uvědomme si, že podobný problém známe i na ”soukromé” úrovni: rodiče se například
někdy rozhodují, do jaké míry mají pomoci lenošnému dítěti.

Řešení.

Nezaměstnaný

Strategie Snažit se Flákat se

Podpořit (3,2) → (−1, 3)
Ministerstvo ↑ ↓

Nepodpořit (−1, 1) ← (0, 0)

Snadno ověříme, že ve hře neexistují ryzí rovnovážné strategie.

Budeme proto hledat strategie smíšené. Označíme-li jako obvykle p pravděpodobnost, s níž
ministerstvo zvolí strategii podpořit, a q pravděpodobnost, s níž nezaměstnaný zvolí strategii
flákat se, pak jsou očekávané výhry jednotlivých účastníků následující:

π1(p, q) = q(5p− 1)− q, π2(p, q) = q(−2p+ 1) + 3p

Rovnovážné strategie jsou pak
(
1
2 ,
1
2

)
,
(
1
5 ,
4
5

)
.
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☛ Příklad 15 – Boj pohlaví

Samička

Strategie Zdrženlivá Nevázaná

Věrný (2,2) → (5, 5)
Sameček ↑ ↓

Záletník (0, 0) ← (15,−5)

Řešení.

Rovnovážné strategie:
(
5
8 ,
3
8

)
,
(
5
6 ,
1
6

)
.

☛ Příklad 16 – Bitva o Bismarckovo moře

Jižní Pacifik, 1943: Generál Imamura má za úkol transport japonského vojska přes Bis-
marckovo moře do Nové Guinei, generál Kenney chce transporty bombardovat. Imamura si
musí vybrat mezi kratší severní trasou a delší trasou jižní, Kenney musí rozhodnout, kam má
poslat letadla, aby hledala Japonce.

Situaci lze popsat následující dvojmaticí:

Imamura

Strategie Severní (kratší) Jižní (delší)

Severní (2, −2) ↔ (2,−2)
Kenney ↑ ↓

Jižní (1,−1) ← (3,−3)

Řešení.

Rovnovážný bod: severní trasa pro oba.
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Příklad 1 – strategie při reklamní kampani

V jisté rekreační oblasti jsou dva hotely: U Krále a U Libuše. Oba hotely mají
stejnou kapacitu, celková kapacita dvojnásobně převyšuje poptávku (všichni
hosté mohou bydlet jen v jednom z nich). Až na vzácné a zanedbatelné
výjimky pocházejí hosté z České republiky, Polska a Německa. Management
každého z hotelů má prostředky na reklamní kampaň v jedné z uvedených
zemí. Účinnost reklamní kampaně je u obou hotelů stejná. Pokud v zemi vede
kampaň pouze jedna firma, pak získá všechny návštěvníky z této země a tím
i následující zisk: v případě České republiky 14 milionů, v případě Polska 16
milionů a v případě Německa 20 milionů. Vedou-li v zemi kampaň obě firmy,
anebo nevede-li kampaň žádná z nich, získá každá polovinu uvedeného zisku.
Určete optimální strategie pro obě firmy.

Řešení

Všechny možné kombinace strategií a příslušné zisky lze znázornit pomocí
následující dvojmatice:

U Libuše

Strategie ČR Polsko Německo

ČR (25, 25) (24, 26) (22, 28)

U Krále Polsko (26, 24) (25, 25) (23, 27)

Německo (28, 22) (27, 23) (25, 25)

Ať už manažer hotelu U Libuše zvolí jakoukoli strategii, pro hotel U
Krále je výhodnější třetí strategie než první i druhá. První a druhý řádek
tedy rovnou můžeme škrtnout, nebylo by rozumné je volit. Totéž pro hotel
U Krále: rovnou můžeme škrtnout první a druhý sloupec. Zůstane jediná
dvojice strategií, která je rovnovážným bodem a tedy řešením hry: pro oba
hotely je to kampaň v Německu.
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Příklad 2 – soutěž o zakázky

Investor chce vybudovat dva hotely. Jeden nazveme Velký (zkratka V); ze
získání zakázky na něj se očekává zisk ve výši 15 milionů. Druhý nazveme
Malý (zkratka M); ze získání zakázky na něj se očekává zisk ve výši 9 milionů.
O získání zakázek se ucházejí dvě firmy, které označíme jako 1 a 2. Žádná z
firem nemá kapacitní možnosti na vybudování obou hotelů v plném rozsahu.
Každá z firem se může u investora ucházet buď o stavbu jednoho z hotelů
nebo nabídnout kooperaci na obou. Investor musí prostřednictvím obou firem
stavbu hotelů realizovat a podle došlých nabídek rozdělí zakázky takto:

1. Jestliže se o jeden hotel uchází pouze jedna firma, získá celou tuto zakázku.

2. Jestliže se o jeden hotel ucházejí obě firmy a o druhý žádná, nabídne
investor kooperaci oběma firmám na obou hotelech s tím, že se o provedení
prací i o zisky budou dělit stejným dílem.

3. Jestliže se jedna z firem uchází o stavbu celého hotelu a druhá nabízí
kooperaci na obou, získá firma, která nabízí realizaci celé stavby 60% a
druhá 40%, jde-li o V. Jde-li o M, získá firma, která nabízí celou realizaci,
80% a druhá 20%. Na zbývajícím hotelu pak firmy kooperují stejným dílem
a o zisk se dělí napůl.

Ať se firmy rozhodnou jakkoli, bude mezi ně vždy rozdělen celý potenciální
zisk 15+9=24 milionů. Jaké nabídky je výhodné investorovi učinit, aby byl
maximalizován celkový zisk ze zakázek?
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Řešení

Výsledky při jednotlivých volbách strategií lze vystihnout pomocí dvojma-
tice:

Firma 2

Strategie Velký Malý Kooperace

Velký (12, 12) (15, 9) (13.5, 10.5)

Firma 1 Malý (9, 15) (12, 12) (14.7, 9.3)

Kooperace (10.5, 13.5) (9.3, 14.7) (12, 12)

Strategie „kooperaceÿ je pro obě firmy dominovaná strategií „velkýÿ, mů-
žeme proto vyškrtnout třetí řádek a třetí sloupec – pro firmu je výhodnější
v každé situaci, ať už se protivník zachová jakkoli, zvolit první strategii. K
rozhodování nyní zbývá pouze dvojmatice se dvěma řádky a dvěma sloupci
(strategie „velkýÿ a „malýÿ). Zde je strategie „malýÿ dominovaná strategií
„velkýÿ a může být proto také vyškrtnuta. Pro obě firmy tak zbyde strategie
„velkýÿ – skutečně lze snadno ověřit, že se jedná o rovnovážný bod.
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Příklad 3 – rozdělení nákladů na propagaci

Předpokládejme, že o dva trhy, A a B, se zajímají dvě firmy, 1 a 2. Na
trhu A se očekávají zakázky představující zisk 150 milionů, na trhu B se
očekávají zakázky představující zisk 120 milionů. Každá z firem má má na
propagaci částku M (částka je stejná pro obě firmy), která stačí buď na
velkou propagační akci na jednom z trhů, anebo na malou kampaň na obou
trzích. Účinnost kampaně závisí na celkovém rozsahu propagace na daném
trhu. Předpokládejme, že navýšení zakázek oproti původním hodnotám (tj.
150 mil. na A, 120 mil. na B) probíhá podle pravidel uvedených v následující
tabulce, která jsou stejná pro oba trhy:

rozsah propagace navýšení zakázek

M/2 +5 %

M +20 %

3M/2 +40 %

2M +60 %

Dále předpokládejme, že účinnost propagace obou firem je stejná a za-
kázky se rozdělují podle těchto pravidel:

1. Vede-li na trhu reklamní kampaň pouze jedna firma, získá všechny zakázky
tohoto trhu.

2. Vedou-li obě firmy na trhu akci téhož ”typu”, popř. neprovádějí-li vůbec
propagaci, získají obě firmy polovinu zakázek.

3. Vede-li jedna firma na trhu malou kampaň a druhá velkou, získá firma,
která vede malou kampaň, 1/3 zakázek a druhá firma 2/3 zakázek.

Určete optimální strategie obou firem.
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Řešení

Navýšení zakázek pro různé kombinace reklamních kampaní:

rozsah propagace navýšení zakázek celkem na A celkem na B

[milionů] [milionů]

0 +0 % 150 120

M/2 +5 % 157,5 126

M +20 % 180 144

3M/2 +40 % 210 168

2M +60 % 240 192

Zisky pro jednotlivé kombinace strategií [(M, 0) značí velkou kampaň ne-
boli investici částky M na trhu A]:

Firma 2

Strategie (M, 0) (0,M) (M/2,M/2)

(M, 0) (180, 180) (180, 144) (140, 196)

Firma 1 (0,M) (144, 180) (171, 171) (112, 213.5)

(M/2,M/2) (196, 140) (213.5, 112) (162, 162)

Optimální strategií je malá kampaň na obou trzích.
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Příklad 4 – aukce – obálková metoda 1

Uvažujme aukci, kde dva se investoři ucházejí o tři různé nemovitosti. Každý
z nich podá svou nabídku písemně v obálce, po vyhodnocení získá nemovitost
ten investor, který nabídl více. Minimální prodejní cena (levněji je majitel
neprodá) každého objektu je 10 milionů. Hodnoty nemovitostí jsou s1 = 40
milionů, s2 = 22 milionů, s3 = 20 milionů. První investor má k dispozici
částku 20 milionů, kterou chce celou investovat, druhý 10 milionů. V případě
rovnosti nabídek se rozhodne spravedlivým losem (nebo si lze představit, že
se oba složí na nabídnutou částku a o zisk se pak rozdělí rovným dílem).
Nalezněte optimální strategie pro oba investory.

Návod: První investor vybírá z následujících strategií: investovat 20 milionů
do jedné nemovitosti, nebo investovat po 10 milionech do dvou nemovitostí.

Řešení

Všechny možné kombinace strategií a příslušné zisky lze znázornit pomocí
následující dvojmatice:

Investor II

(10, 0, 0) (0, 10, 0) (0, 0, 10)

(20, 0, 0) (20, 0) (20, 12) (20, 10)

(0, 20, 0) (2, 30) (2, 0) (2, 10)

(0, 0, 20) (0, 30) (0, 12) (0, 0)

Investor I (10, 10, 0) (27,15) (36, 6) (42, 10)

(10, 0, 10) (25, 15) (40, 12) (35, 5)

(0, 10, 10) (22, 30) (16, 6) (17, 5)

Zisk investorů je vždy roven získané hodnotě, od níž se odečte zaplacená
částka. Zvolí-li například první investor strategii (20, 0, 0) a druhý (10, 0,
0), pak první objekt, jehož hodnota je 40 milionů získá první investor za 20
milionů, jeho zisk je tedy 20 milionů. Ostatní objekty se neprodají. Zvolí-li
investor I strategii (10, 10, 0) a druhý (10, 0, 0), pak první objekt získá za 10
milionů jeden z investorů po spravedlivém losování - zisk je v tomto případě
počítán jako polovina z částky 40 - 10 = 30 milionů (oba mají šanci 1:2 na
výhru), tedy 15 milionů; první investor navíc získá za 10 milionů ještě druhou
nemovitost v hodnotě 22 milionů, zisk z této koupě je 12 milionů. Celkem tedy
první získá 15 + 12 = 27 milionů, druhý 15 milionů. Rovnovážné strategie
jsou (10, 10, 0) pro investora I, (10, 0, 0) pro investora II.
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Příklad 5 – aukce – obálková metoda 2

Uvažujme aukci, kde dva se investoři ucházejí o tři různé nemovitosti. Každý
z nich podá svou nabídku písemně v obálce, po vyhodnocení získá nemovitost
ten investor, který nabídl více. Minimální prodejní cena (levněji je majitel
neprodá) každého objektu je 10 milionů. Hodnoty nemovitostí jsou s1 = 36
milionů, s2 = 24 milionů, s3 = 20 milionů. První investor má k dispozici
částku 20 milionů, kterou chce celou investovat, druhý 10 milionů. V případě
rovnosti nabídek se rozhodne spravedlivým losem (nebo si lze představit, že
se oba složí na nabídnutou částku a o zisk se pak rozdělí rovným dílem).
Nalezněte optimální strategie pro oba investory.

Návod: První investor vybírá z následujících strategií: investovat 20 milionů
do jedné nemovitosti, nebo investovat po 10 milionech do dvou nemovitostí.

Řešení

Všechny možné kombinace strategií a příslušné zisky lze znázornit pomocí
následující dvojmatice:

Investor II

(10, 0, 0) (0, 10, 0) (0, 0, 10)

(20, 0, 0) (16, 0) (16, 14) (16, 10)

(0, 20, 0) (4, 26) (4, 0) (4, 10)

(0, 0, 20) (0, 26) (0, 14) (0, 0)

Investor I (10, 10, 0) (27,13) (33, 7) (40, 10)

(10, 0, 10) (23, 13) (36,14) (31, 5)

(0, 10, 10) (24, 26) (17, 7) (19, 5)

V tomto případě existují dvě dvojice rovnovážných strategií:

((10, 10, 0), (10, 0, 0)) a ((10, 0, 10), (0, 10, 0)) .

Druhá dvojice dominuje první a je to tedy dvojice optimálních strategií.


