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Kuºelose£ky a kvadriky ve ²kole i kolem nás

Aneta Mirová, MFF UK

1 Kuºelose£ky

Kuºelose£ka se dá de�novat n¥kolika zp·soby. Pro nás je nejvhodn¥j²í tento
zp·sob de�nice:

Definice: Nech´ je dána kvadratická rovnice

ax2 + 2bxy + cy2 + 2dx+ 2ey + f = 0

, kde [a, b, c] 6= [0, 0, 0], potom mnoºina v²ech bod· X [x, y], jejichº sou°ad-
nice vyhovují této rovnici se nazývá kuºelose£ka a rovnice se nazývá rovnice

kuºelose£ky .

Definice: Jestliºe rovnici kuºelose£ky nevyhovují reálné sou°adnice ºád-
ného bodu, budeme ji nazývat formáln¥ reálná kuºelose£ka. V opa£ném p°ípad¥
hovo°íme o bodov¥ reálné kuºelose£ce.

P°íklad 1: Kuºelose£ka k : x2 + 1 = 0 je kuºelose£ka formáln¥ reálná,
protoºe neexistuje x ∈ R, které by vyhovovalo této rovnici.

Definice: Matici 


f d e
d a b
e b c




nazveme maticí kuºelose£ky ax2 +2bxy+ cy2 +2dx+2ey+ f = 0. Determinant

matice kuºelose£ky budeme nazývat determinantem kuºelose£ky a budeme jej
zna£it D.

Poznámka: Rovnici kuºelose£ky m·ºeme popsat maticovou rovnicí

(1 x y) ·




f d e
d a b
e b c


 ·




1
x
y


 = 0

Poznámka: Je-li hodnost matice kuºelose£ky 3 (tj. D 6= 0), pak danou
kuºelose£ku nazýváme regulární . Je-li hodnost matice kuºelose£ky 2 nebo 1 (tj.
D = 0), pak danou kuºelose£ku nazýváme singulární nebo sloºenou.
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1.1 Kuºelose£ka a p°ímka

Uvaºujme kuºelose£ku k : ax2+2bxy+cy2+2dx+2ey+f = 0 a p°ímku p ur£enou
jejím bodemM [m,n] a sm¥rovým vektorem ~u (u1, u2). Hledání spole£ných bodu
(pr·se£ík·) kuºelose£ky k a p°ímky p p°evedeme na °e²ení rovnice

a (m+ t · u1)2 + 2b (m+ t · u1) · (n+ t · u2) + c (n+ t · u2)2

+2d (m+ t · u1) + 2e (n+ t · u2) + f = 0

po úprav¥

(
a · u21 + 2b · u1 · u2 + c · u22

)2 · t2 + 2[u1 · (a ·m+ b · n+ d) + u2 ·
(b ·m+ c · n+ e)] · t+ a ·m2 + 2b ·m · n+ c · n2 + 2d ·m+ 2e · n+ f = 0

Jedná se o rovnici s neznámou t a s reálnými parametry a, b, c, d, e, f . Po do°e²ení

této rovnice s neznámou t dostaneme pr·se£íky p°ímky s kuºelose£kou. Pokud
má p°ímka s kuºelose£kou spole£né t°i r·zné body, leºí celá na kuºelose£ce.

P°íklad 2: Sestrojte pr·se£ík kuºelose£ky k : x2−2xy−3y2−4x−6y+3 = 0
s p°ímkou p : 5x− y − 5 = 0.

�e²ení: �e²íme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých. Z rovnice pro
p°ímku p si vyjád°íme y a dosadíme do rovnice kuºelose£ky k.

x2 − 10x2 + 10x− 75x2 + 150x− 75− 4x− 30x− 30 + 3 = 0
...

2x2 − 3x+ 1 = 0

x1 = 1 x2 =
1

2

y1 = 0 y2 = −5

2

Kuºelose£ka k a p°ímka p mají spole£né dva body A [1, 0] a B
[
1
2 ,− 5

2

]
.

P°íklad 3: Sestrojte pr·se£ík kuºelose£ky k : x2 − y2 + 3x + y + 2 = 0 s
p°ímkou p : x+ y + 5 = 0.

�e²ení: �e²íme soustavu dvou rovnic o dvou neznámých. Z rovnice pro
p°ímku p si vyjád°íme x a dosadíme do rovnice kuºelose£ky k.

y2 + 2y + 1− y2 − 3y − 3 + y + 2 = 0

3 6= 0

Kuºelose£ka k a p°ímka p nemají spole£ný ºádný bod.

2



1.2 Asymptotické sm¥ry kuºelose£ky

V této kapitole budeme mluvit o asymptotických sm¥rech kuºelose£ky, nikoli o
asymptotách.

Definice: Sm¥r v rovin¥, daný nenulovým vektorem ~u = (u, v), se nazývá
asymptotickým sm¥rem kuºelose£ky o rovnici ax2+2bxy+cy2+2dx+2ey+f = 0,
jestliºe au2 + 2buv + cv2 = 0.

D·sledek: Jestliºe je jeden vektor násobkem jiného vektoru, pak jsu tyto
dva vektory shodné. Proto m·ºeme za u zvolit libovolné £íslo, dopo£ítat v a
tímto dostaneme jednoho ze zástupc· asymptotických sm¥r·.

Poznámka: N¥které kuºelose£ky asymptotické sm¥rmají a n¥které nemají.
Nyní se podívame, kdy kuºelose£ka asymptotický sm¥r bude mít:

au2 + 2buv + cv2 = 0

au2 + buv + buv + cv2 = 0

u (au+ bv) + v (bu+ cv) = 0

u (au+ bv) = −v (bu+ cv)

au+ bv

bu+ cv
= − v

u
au+ bv = −λv λ ∈ R
bu+ cv = λu λ ∈ R

z p°edchozích vztah· platí:

au+ (b+ λ) v = 0

u (b− λ) + cv = 0.

Po vynásobení první rovnice u (b− λ) a druhé rovnice −au dostáváme:

a (b− λ)u2 + uv
(
b2 − λ2

)
= 0

−au2 (b− λ)− acuv = 0.

Tyto dv¥ rovnice m·ºeme se£íst uv
(
b2 − λ2 − ac

)
, a protoºe u 6= 0 a v 6= 0,

musí platit, ºe −b2 + λ2 + ac = 0.

Nyní mohou nastat t°i p°ípady:

• ac−b2 > 0, takºe neexistuje λ, tj. neexistuje asymptotický sm¥r kuºelose£ky

• ac−b2 = 0, takºe λ = 0, tj. existuje jeden asymptotický sm¥r kuºelose£ky,
pro který platí au+ bv = 0 a bu+ cv = 0.

• ac − b2 < 0, takºe existují λ1 6= λ2, tj. existují dva r·zné asymptotické
sm¥ry kuºelose£ky
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P°íklad 4: Vypo£ítejte asymptotické sm¥ry kuºelose£ky k : 2x2 − 4xy +
y2 − 2x+ 6y − 3 = 0.

�e²ení:Nejd°ív zjistíme, kolik asymptotických sm¥r· bude zadaná kuºelose£ka
mít. 2− 4 < 0, takºe kuºelose£ka bude mít dva r·zné asymptotické sm¥ry. Tyto
sm¥ry musí spl¬ovat rovnici 2u2 − 4uv + v2 = 0, zvolíme si v = 1 a dopo£ítáme
u.

Zadaná kuºelose£ka má dva asymptotické sm¥ry
(
1 +

√
2
2 , 1

)
a
(
1−

√
2
2 , 1

)
.

1.3 St°ed kuºelose£ky a singulární bod kuºelose£ky

Definice: Bod X [x, y] budeme nazývat st°edem kuºelose£ky, jestliºe sou°adnice
tohoto bodu budou °e²ením soustavy rovnic:

ax+ by + d = 0

bx+ cy + e = 0

Definice: Bod M [m,n] budeme nazývat singulárním bodem kuºelose£ky,
jestliºe sou°adnice tohoto bodu budou °e²ením soustavy rovnic:

am+ bn+ d = 0

bm+ cn+ e = 0

dm+ en+ f = 0

D·sledek:Kuºelose£ka se singulárním bodem se tedy skládá ze dvou r·znob¥ºek,
z jedné p°ímky nebo pouze z tohoto singulárního bodu, a to podle toho, má-li
dva asymptotické sm¥ry, jeden asymptotický sm¥t nebp nemá-li ºádný asymp-
totický sm¥r. Je-li kuºelose£ka p°ímkou, je kaºdý její bod bodem singulárním.

P°íklad 5: Najd¥te st°ed, pop°. singulární bod, kuºelose£ky k : 2x2−6xy+
5y2 − 2x+ 2y + 1 = 0.

�e²ení: Sou°adnice st°edu kuºelose£ky musí spl¬ovat rovnice:

2x− 3y − 1 = 0

−3x+ 5y + 1 = 0.

St°ed má sou°adnice M [2, 1]. Aby byl st°ed singulárním bodem, musí jeho
sou°adnice být je²t¥ °e²ením −x+ y + 1 = 0.

Bod M [2, 1] je singulárním bodem kuºelose£ky k.
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1.4 Singulární kuºelose£ky

Singulárním kuºelose£kám se také n¥kdy °íká kuºelose£ky sloºené .
Definice: Kuºelose£ka, pro kterou se determinant matice kuºelose£ky D

roven nule, se nazývá singulární kuºelose£ka .

Poznámky: Klasi�kace singulárních kuºelose£ek:

• ac − b2 > 0, kuºelose£ka nemá ºádný asymptotický sm¥r a skládá se z
jediného singulárního bodu

• ac − b2 < 0, kuºelose£ka má dva asymptotické sm¥ry a skládá se ze dvou
r·znob¥ºných p°ímek, které se protínají v singulárním bod¥

• ac− b2 = 0, kuºelose£ka má jeden asymptotický bod a pro:

� af − d2 = 0 se skládá z jedné p°ímky

� af − d2 > 0 je formáln¥ reálná

� af − d2 < 0 se skládá ze dvou rovnob¥ºných p°ímek

P°íklad 6: Ur£ete o jakou kuºelose£ku se jedná k : −6x2 − 5
2xy + y2 +

19x− 2y − 8 = 0.

�e²ení: Nejd°ív si spo£ítáme determinant matice kuºelose£ky

D =
−6 − 5

4
19
2

− 5
4 1 −1

19
2 −1 −8

= 0

Kuºelose£ka je singulární.
ac− b2 = −6− 25

4 < 0 má dva asymptotické sm¥ry.
Výpo£et asymptotických sm¥r·:

−6u2 − 5

2
uv + v2 = 0

u = 1

v2 − 5

2
v − 6 = 0

v1 = −3

2
v2 = 4

Zadaná kuºelose£ka má asymptotické sm¥ry ~u1 =
(
1,− 3

2

)
a ~u2 = (1, 4).

Výpo£et singulárního bodu:

−6x− 5

4
y = −19

2

−5

4
x+ y = 1

19

2
x− y = 8
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�e²ením této soustavy rovnic je bod M [ 1211 ,
26
11 ].

Kuºelose£ka k se skládá ze dvou p°ímek, které mají asymptotický sm¥r a
procházejí singulárním bodem, tj. z p°ímek:

4x− y − 2 = 0
3

2
x+ y − 4 = 0.

1.5 Regulární kuºelose£ky

Definice: Kuºelose£ka, pro kterou není determinant matice kuºelose£ky D
roven nule, se nazývá regulární kuºelose£ka .

Poznámka: O t¥chto kuºelose£kách víme, ºe neobsahují p°ímku.

Poznámky: Klasi�kace regulárních kuºelose£ek:

• ac− b2 < 0, kuºelose£ka je hyperbola

Obrázek 1: Hyperbola

• ac− b2 = 0, kuºelose£ka je parabola
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Obrázek 2: Parabola

• ac− b2 > 0, kuºelose£ka nemá ºádný asymptoticcý sm¥r a pro:

� a · D < 0 je elipsa

Obrázek 3: Elipsa

� a · D > 0 je kuºelose£ka formáln¥ reálná

P°íklad 7: Ur£ete o jakou kuºelose£ku se jedná k : 2x2 +4xy+5y2− 6x−
8y − 100 = 0.

�e²ení: Neprve si ov¥°íme jestli se jedná o regulární kuºelose£ku:

D =
-100 -3 -8
-3 2 2
-8 2 5

6= 0

Zadáná kuºelose£ka je regulární.

ac− b2 = 2 · 5− 22 = 6
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Zadaná kuºelose£ka m·ºe být formáln¥ reálná nebo elipsa.

a · D < 0

Zadaná kuºelose£ka je elipsa.

1.6 Te£ny, asymptoty a polára kuºelose£ky

Definice: Te£na je p°ímka, která má s kuºelose£kou spole£ný jeden bod dotyku.
Na rozdíl od pr·se£íku leºí v²echny okolní body kuºelose£ky ve stejné polorovin¥
ur£ené te£nou.

Poznámka: Te£na kuºelose£ky m·ºe být nade�novaná r·znými zp·soby,
pro lep²í názornost si uvedeme n¥kolik p°íklad·:

Obrázek 4: P°íklady te£en

Obrázek 5: P°íklady p°ímek, které mají s kuºelose£kou spole£ný jeden bod a
nejsou te£ny.

Te£na procházející bodem M [m,n], který je bodem dotyku má obecnou
rovnici (am+ bn+ d)x+ (bm+ cn+ e) y + dm+ en+ f = 0.

Definice: Asymptotou nazveme p°ímku, která má asymptotický sm¥r a
prochází st°edem kuºelose£ky.

Poznámka: Elipsa nemá ºádné asymptoty, protoºe nemá asymptotické sm¥ry.
Parabola nemá ºádné asymptoty, protoºe nemá st°ed. Jediná regulární kuºelose£ka,
která má asymptoty je hyperbola.

8



Obrázek 7: Polára.

Obrázek 6: Hyperbola a její asymptoty.

Definice: P°ímku (ar + bs+ d)x+(br + cs+ e) y+dr+es+f = 0 nazveme
polárou bodu R[r, s], jestliºe bod R není bodem kuºelose£ky.

Poznámka: Pr·se£íky poláry bodu R a kuºelose£ky jsou dotykové body
te£en vedených z bodu R. Pokud polára bodu R nemá s kiºelose£kou ºádný
spole£ný bod, nelze z bodu R spustit ke kuºelose£ce te£ny. Poláru bodu R
budeme zna£it pR.

D·sledek: Leºí-li bod S na polá°e bodu R, musí polára bodu S procházet
bodem R.

P°íklad 8: V bod¥ T [−1, 1] sestrojte te£nu ke kuºelose£ce k : 3x2 + 4xy +
5y2 − 7x− 8y − 3 = 0.

Výsledek: Te£na má rovnici 9x+ 2y + 7 = 0.

P°íklad 9: Z bodu R[0, 0] spus´te te£ny ke kuºelose£ce k : 3x2 + 7xy +
5y2 + 4x+ 5y + 1 = 0.
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Obrázek 8: Sdruºené sm¥ry.

�e²ení: Nejprve si odvodíme rovnici poláru bodu R vzhledem ke kuºelose£ce
k.

pR : 2x+ 2,5y + 1 = 0

Ur£íme pr·se£íky poláry bodu R s kuºelose£kou k. (tj. °e²íme soustavu dvou
rovnic o dvou neznámých.)

T1[−1,
2

5
] T2[

1

3
,−2

3
]

Z bodu R m·ºeme ke kuºelose£ce k spustit dv¥ te£ny, jedna je ur£eta body
T1, R a druhá te£na je ur£ena body T2, R.

A mají obecné rovnice: t1 : 2x+ 5y = 0 a t2 : 2x+ y = 0.

1.7 Sdruºené sm¥ry, sdruºené pr·m¥ry a osy kuºelose£ky

M¥jme dán sm¥r ~u = (u, v), tímto máme dánu i mnoºinu p°ímek tohoto sm¥ru.
N¥které z t¥chto p°ímek budou se£ny kuºelose£ky a budou ji protínat ve dvou
bodech.

Definice: St°edy v²ech takových t¥tiv budou leºet na p°ímce, tzv. sdruºeném
pr·m¥ru se sm¥rem ~u.

Definice: Kolmým sdruºeným sm¥r·m kuºelose£ky budeme °íkat sm¥ry os

kuºelose£ky .

Definice: Osou kuºelose£ky nazveme p°ímku, která má sm¥r os a prochází
st°edem kuºelose£ky.
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Poznámka: Protoºe osy musí být na sebe kolmé, musí spl¬ovat soustavu
rovnic:

ρu = au+ bv

ρv = bu+ cv

, kde ρ je °e²ením rovnice
a− ρ b
b c− ρ = 0

Definice: Vrcholem kuºelose£ky budeme rozum¥t pr·se£ík kuºelose£ky a os.

P°íklad 10: Sestrojte osy kuºelose£ky a její vrcholy k : 2x2− 12xy− 7y2+
8x+ 6y = 0.

Výsledek: Osy jsou o1 : x + 2y − 1 = 0 a o2 : −2x + y − 1 = 0 a vrcholy
mají sou°adnice [− 1

5 − 1
10

√
2, 35 − 1

5

√
2] a [− 1

5 + 1
10

√
2, 35 + 1

5

√
2].

2 Kvadriky

Definice: Nech´ je dána kvadratická rovnice

ax2 + 2bxy + 2gxz + cy2 + 2hyz + jz2 + 2dx+ 2ey + 2kz + f = 0

, potom mnoºina v²ech bod· X [x, y, z], jejichº sou°adnice vyhovují této rovnici
se nazývá kvadrika a rovnice se nazývá rovnice kvadriky .

Definice: Matice kvadriky :




f d e k
d a b g
e b c h
k g h j




2.1 Klasi�kace podle hodnosti matice kvadriky

Poznámka: Budeme °íkat, ºe kvadrika má hodnost n, pokud matice kvadriky
bude mít hodnost n.

• Kvadrika hodnosti 2 je tvo°ena dvojicí rovin.

• Kvadrika hodnosti 3 je kuºelová nebo válcová plocha.

• Kvadrika hodnosti 4 je regulární kvadrikou.

2.2 P°ímka a kvadrika

Uvaºujme kvadriku k : ax2 + 2bxy + 2gxz + cy2 + 2hyz + jz2 + 2dx + 2ey +
2kz + f = 0 a p°ímku p ur£enou jejím bodem M [m,n, o] a sm¥rovým vek-
torem ~u (u1, u2, u3). Hledání spole£ných bod· (pr·se£ík·) kvadriky k a p°ímky
p p°evedeme na °e²ení soustavy rovnic, podobn¥ jako kdyº jsme hledali pr·se£ík
p°ímky s kuºelose£kou.
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Pokud má p°ímka s kvadrikou spole£né t°i r·zné body, leºí celá na kvadrice.

P°íklad 11: Sestrojte pr·se£ík kvadriky k : z2+xy−yz−5x = 0 s p°ímkou
p ≡ AB. A[−1,−2,−3], B[2, 4, 6].

Výsledek: Kvadrika k a p°ímka p mají spole£né dva body C[0, 0, 0] a
D[1, 2, 3].

2.3 P°ímkové regulární kvadriky

Sou£ástí n¥kterých regulárních kvadrik m·ºe být p°ímka, tyto kvadriky nazýváme
p°ímkovými kvadrikami.

Hyperbolický paraboloid.

Obrázek 9: Paraboloid jako p°ímková plocha.

Jednodílný hyperboloid.

Obrázek 10: Hyperboloid jako p°ímková plocha
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Kuželosečky a kvadriky ve škole i kolem nás

Aneta Mirová

Příklady

1. Sestrojte průsečík přímky r a kuželosečky k v závislosti na parametru p. r : x =
p, k : x2 − 2xy + 2x+ 3y − 5 = 0.

2. Pro která p, q ∈ R je kuželosečka k : x2 + 2pxy + y2 + 2x + 2qy − 3 = 0
singulární a má jeden asymptotický směr?

3. Z bodu R[3, 4] spust’te tečny ke kuželosečce k : 2x2−4xy+y2−2x+6y−3 = 0
a zjistěte body dotyku.

4. Určete osy a vrcholy kuželosčky k : 2x2 + 4xy + 5y2 − 6x = 0.

5. Určete průsečík kvadriky k : x2+3y2− z2+1+2xy− 4x+2z = 0 s přímkou
p ≡ AB, A[ 12 ,

1
2 ,

√
2
2 ], B[2, 2,−3−

√
2].
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Příklady na procvičení

1. Sestrojte průsečík přímky p a kuželosečky k. p : x = −y − 1 k : x2 − y2 +
3x+ y + 2 = 0.

2. Pro které p ∈ R se bude kuželosečka k : p
(
x2 + y2

)
+
(
1 + p2

)
xy+(1 + p) (x+ y)+

1 = 0 skládat ze dvou různoběžných přímek?

3. Z bodu R[0, 0] spust’te tečny ke kuželosečce k : x2 − 4xy − y2 + 4x− 1 = 0 a
zjistěte body dotyku.

4. Určete osy a vrcholy kuželosčky k : x2 − 12xy − 4y2 + 5 = 0.

5. Určete průsečík kvadriky k : 2x2 − 3y2 + z2 − 2xy + 4x+ 2z = 0 s přímkou
p ≡ AB, A[2, 2,−2], B[−1,−1, 1].
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