Mnohocleny z riuznych stran

Mgr. Karel Pazourek

Kurz vznikl v ramci projektu "Rozvoj systému vzdélavacich prilezitosti
pro nadané zaky a studenty v pfirodnich védach a matematice s vyuzitim
online prostiedi”, Operaéni program Praha — Adaptabilita, registra¢ni ¢islo
CZ.2.17/3.1.00/31165.

PRAIHA
PRA|GUE

PRA|GA
PRA|G

A

EVROPSKA UNIE

Projekt A-NET je financovan Evropskym socidinim
fondem, rozpoctem CR a MHMP.

"Praha & EU: Investujeme do vasi budoucnosti.



MNOHOCLENY Z RUZNYCH STRAN

MNOHOCLENY
Mnohoclen (polynom) P(z) (kritce P) o jedné proménné x je vyraz tvaru

P(x) = apx™ + 12"V 4 -+ asx® + a1z + ao,

z M2

kde koeficienty a,,, ap—1,... a2, a1, ag jsou redlna ¢isla. Jestlize Cislo n je nejvyssi
takové, Ze koeficient a,, je nenulovy, pak fikdme, Ze n je stupen polynomu P(z).
Polynomtim 1. stupné se fikd linearni, polynomim 2. stupn¢ kvadratické, poly-
nomim 3. stupné kubické. Samotna Cisla, napt. 5, 47, jsou polynomy nultého
stupné, konstanty. Nulovému polynomu 0 pfifadime stupeni —1.

Operace s polynomy (s¢itdni, od¢itani, ndsobeni, déleni) se zavedou jako pro vyrazy.
MnoZinu polynomu s redlnymi koeficienty zna¢ime R[x].

DELITELNOST POLYNOMU
Rekneme, Ze polynom P déli polynom @, jestliZe existuje polynom R tak, Ze plati
Q=R-P

Napiiklad polynom P = z2 + 3 dé&li polynom Q = 3 — 222 + 3z — 6, protoZe
existuje polynom R = z — 2 tak, ze 2% — 222 + 3z — 6 = (v — 2)(2? + 3). Stejnd
tak @ je délitelny polynomy 2(x — 2), %(ZL‘ —2),neboil, 2, /2 atd.

JestliZze polynom P déli zaroven polynomy ()1 a D2, pak je jejich spolecny déli-
tel. Pokud je P nejvétsiho mozného stupné, pak se nazyva nejvétsi spolecny déli-
tel (N.SD) polynomt ()1, Q2. NSD dvou polynomu neni urCen jednoznacné, je
pouze jednoznacny aZ na ¢iselny ndsobek.

Pokud je NSD(Q1, Q2) konstanta, fikdme, Ze polynomy ()1 a Q2 jsou nesoudélné,
v opa¢ném piipade jsou 1 a Q2 soudélné.

JestliZze polynom je dé€litelny zaroven polynomy Q1 a D2, pak je jejich spolecny
nasobek. Pokud je P nejmensiho mozného stupné, pak se nazyva nejmensi spo-
leény nasobek (IVSN) polynomil 01, Q2. NSN dvou polynomd je urcen jedno-
znacné aZ na ¢iselny ndsobek!

VETA: Pro dvé libovolna pfirozend Cisla a, b plati ab = NSD(a,b) - NSN(a,b).
Diikaz se snadno provede pomoci prvociselného rozkladu. g
VETA: Pro libovolné dva polynomy P, Q) € R[z] se polynomy P-Q, NSD(P, Q)-

NSN (P, Q) ,rovnaji aZ na redlny nasobek”, tj. existuje néjaké ¢islo ¢ € R tak, Ze
c-P-Q=NSD(P, Q) - NSN(P, Q).



VETA: Jestlize ¢ € Ndélilislaa,b € N, a > b, pak déli i a + b, a — b a zbytek po
déleni Cisel a, b.

Diikaz: Jestlize ¢ d€li a, b, pak existuji Cisla k,l € Ntak, zea = k-c, b =1[-c. Pak
a+b=Fk-c+1l-c= (k+1)c, tedy c déli a + b. Podobné protoze a — b = (k —)c,
¢islo ¢ déli a — b.

Pokud = je zbytek po déleni a : b, tj. existuje m € N tak, Ze a = mb + z. Pak ale
k-c=m(l-¢)+zaodtudz=k-c—m-l-c=(k—m-Il)c. O

NSD dvou polynomit hleddme pomoci Eukleidova algoritmu (algoritmu po-
stupného déleni nebo téZ retézového déleni). Ten vychazi z ndsledujici véty:

VETA: Jestlize Q déli polynomy P; a P», pak déli i polynomy P; — P, a R, kde
R je zbytek po déleni P : P». Specidlné N.SD polynomt P a () déli i zbytek po
jejich délent.

Duikaz probihd podobné jako pro pfirozena ¢isla. g
PRIKLAD: Najdéme NSD polynomi P;(x) = 2z* + 1223 + 1122 — 392 — 58
a Py(x) = 223 + 1622 + 41z + 34: PouZijeme Eukleidtv algoritmus. Vychazi
z uvedeného tvrzeni, Ze N.SD dvou polynomi déli i zbytek po jejich déleni. Po-
stupné€ pak budeme sniZovat stupeii polynomu, aZ dojdeme k déleni beze zbytku:
Posledni délitel je pak hledany N.SD.

Py:Py = (2% + 1223 + 112 — 392 — 58): (2% 4 162° 4 412 + 34) = = — 2,

zbytek je Py = 222 + 9x + 10. Protoze NSD(P;, P,) = NSD(P,, P3), budeme
pokracovat v déleni:

7 1
Py : Py = (22341622 +412+34) : (222 +92410) = T+, zbytek Py = —Cz—1.

Protoze NS D je uren jednoznacné€ aZ na realny nasobek, miZzeme v dal$im kroku
pouzit (—2) - Py = x + 2:

Py ((—2)Py) = (22% 4+ 92 +10) : (z + 2) = 2z + 5, zbytek 0.

Proto NSD(Py,Py) = NSD(Py,P3) = NSD(P3,Py) = (—=2)Py = = + 2.
(Samoziejmé za N.SD(P;, P;) bychom mohli vzit i pfimo Py = —%ZL‘ - 1)

Ze jsou polynomy P;, P, ndsobky P, se snadno presvédéime: Vyjadifme je pomoci
Pyzevztahi Py = (x—2)Py+ Py, Py = (z+ 2)Ps+Pya Py = (22 +5)(—2) Py.



Dostaneme
7 7
P = (93—2)[<$+2>P3+P4]+P3=[($—2)<x+2>+1}P3+P4:

= Je-2 (a4 1) +1| orsomeri-

= P4([(x—2) (x+;> +1] (2x+5)(—2)+1),

P = <x+;>Pg+P4:P4[<x+;> (2x+5)(—2)+1]

KORENY POLYNOMU

Cislo ¢ se nazyva kofen polynomu P(x) = a,z" + an,_ 12" ' + - 4 agz® +
a1x + ag, jestlize

1

P(C) = ancn + an—lcn_ + -+ 0/2C2 + aic+ ag = 0.

VETA: Nasledujici tvrzeni jsou ekvivalentni:
1. Cislo ¢ je kofen polynomu P.
2. Polynom z — ¢ déli P(x).
3. Cislo c je feSenim rovnice P(z) = 0.
4. V bodé c protind graf funkce f : y = P(x) osu x.

Diikaz: Dokazme pouze ekvivalenci prvnich dvou tvrzeni, ostatni ekvivalence jsou
zfejmé.

Dokazme nejprve implikaci =: Mé&jme kofen ¢ polynomu P(z), tj. P(c) = 0.
Délme P(z) polynomem x — c: Pak existuje polynom Q)(x) a konstanta d tak, Ze
P(x) = (r—c)Q(x)+d. (Zbytek d po déleni je polynom mensiho stupné nez z —c,
tj. stupné 0 nebo —1.) Pak ale dosazenim ¢ dostdvime P(c) = (¢ — ¢)Q(c) + d,
tedy 0 =0+ dad =0, polynom = — ¢ déli P(x).

Obrdcend implikace <: Jestlize  — ¢ déli P(z), pak existuje Q(z) € Rx] tak, Ze
P(z) = (z—c)Q(z). Pak ale P(c) = (¢—c)Q(c) = 0 atudiZ c je kofen polynomu
P(z). O



Hodnotu polynomu v bodé ¢ miZeme zjist' ovat pomoci Hornerova schématu. To
vychdzi z pfepsani polynomu ndsledujicim zptisobem:

P(x) = apr" + anflxn_l + an—Q-Tn_z +--+ CL2£L‘2 +a1x +ag =
= x(anxn_l + an*l:pn_2 + an72xn_3 +--tar+ay)t+ag=
= -T(x(an$n_2 + 18" apga™ T az) + ai) +ap =

= ...= x(x( .. (x(xan + an—l) + an—2) cee 4 ag) + (11) + ap.

Vsimnéte si, Ze pfi dosazovéni do posledniho vyrazu nemusime umociovat dosazo-
vané Cislo. Cely algoritmus se zapisuje obvykle do nasledujiciho schématu:

PRIKLAD: Spoc¢téme hodnotu P(3) polynomu
P(x) = 22° — 52* — 2% + 42® (+0x) — 2.

Koeficienty zapiSeme do fddku, do druhého fddku vlevo zapiSeme dosazované
&islo. Do tetiho Fadku budeme zapisovat soudet &isel nad nim. Cisla na druhém
faddku vzniknou z ¢isla na tfetim fddku v pfedchozim sloupci vyndsobenim dosazo-
vanou hodnotou (v tomto pfipadé 3). Vysledek bude zapsany v poslednim sloupci
na tretim radku.

2 -5 -1 4 0 -2
3 6 3 6 30 90
2 1 2 10 30 88

Dostéavame tak P(3) = 88. Dosazovéni ve skute¢nosti probihé do tvaru polynomu
P(z) = [([2z = 5)z — Nz +4)z + 0] = — 2.

P(z)

Navic ¢isla ve tfetim fadku odpovidaji koeficientim podilu polynomi =,

tedy

88
(225 — 52t — 2% + 422 (402) = 2) : (x—3) = 2zt + 23 + 222 + 102+ 30+ ——.
x_

Obecné pokud pfi vypoétu hodnoty P(c) vyjde na poslednim misté tiettho fadku
0, ¢islo c je kofen polynomu P a ostatni Cisla ve tfetim fddku jsou koeficienty

P(z)

polynomu —=~.
ALGEBRAICKE METODY RESENI POLYNOMIALNICH ROVNIC

ResSeni obecnych algebraickych rovnic, tj. rovnic tvaru P(z) = 0, pomoci operaci
sC¢itdni, od¢itani, ndsobeni, déleni, mocnéni a odmociovani l1ze nalézt pouze pro



rovnice stupné mensiho nez 5 (stupeti rovnice P(x) = 0 je stupeil polynomu P).
Pro linedrni a kvadratickou rovnici se postupy b&Zn& pouZivaji. ReSeni obecné ku-
bické rovnice je zndmo od pocatku 16. stoleti. Dnes se této metodé fikd Cardanuv
vzorec. O pér desitek let pozdé€ji byl objeven i postup pro obecné rovnice 4. stupné.
Ve skutecnosti rovnice je velice mlady ndstroj, rodil se v Evropé az v 17. — 18. sto-
leti. Ulohy dnes fe$ené rovnicemi do té doby lidé fesili pomoci slovnich postupt.
Nékteré z nich jsou prakticky totoZné se soucasnymi metodami.

ReSeni kvadratické rovnice dipravou na &étverec. Jedna z nejzndmgjsich metod
feseni kvadratické rovnice pouZiva vzorce A2+2AB+B? = (A+B)?a A?-B? =
(A — B)(A + B). UkdZzeme si ji na piikladu:

PRIKLAD: Re$me rovnici 422 + 8z — 60 = 0. Vezméme polynom 4z2 + 8z — 60
na levé strané. Nejprve vytkneme z celého vyrazu koeficient kvadratického ¢lenu:

422 + 8z — 60 = 422 + 2z — 15] =
Poté prvni dva ¢leny v zdvorce 2 + 22 = 22 + 2 - 1 - = doplnime tak, aby byly
ve tvaru prvnich dvou &lent ve vzorci A2 + 2AB + B?, doplnéné &islo (12) jesté
odecteme, aby se hodnota vyrazu nezmeénila:
= 42?42 1-2+12 =12 - 15] = 4[(2® + 22+ 1) — 1 —15] = 4[(z+1)? — 16] =
Nyni na vyraz v zavorce pouzijeme druhy vzorecek:
=4[z +1)2 -4 =4[z +1 —4)(z + 1 +4)] = 4(z — 3)(z + 5).

Pdvodni rovnici tak miZeme upravit na tvar 4(z — 3)(z + 5) = 0 a odtud vidime
kofeny 3 a —5.

Upravou na ¢tverec miZeme odvodit i vzorec pro redlné kofeny kvadratické rovnice:

Vyjdéme od rovnice ax? + bx + ¢ = 0, a,b,c € R. Pfedpoklddejme, 7e a > 0
(jinak vyndsobime rovnici —1). Pomoci uvedeného postupu dostdvame:

ax2—|—bx+c:a[:n2+bx+1:a[x2+2.b:LIJrC}:
a a 2a a
b b\> (b ¢
2
2. — —) - ([= -
v 2ax+<2a) <2a> +a

A S LB P dac|
o 2a 2a a v 2a 4a? -

=a

=a =a




2
N b\? b2 — 4dac
x _ p— B ————— =
2a 4a?
+b b2 — 4dac +b+ b2 — 4dac
r+——\— | 2+ =— — |-
2a 4a? 2a 4a?
Z posledniho vyrazu plyne, Ze kofeny rovnice az? 4 bx + ¢ = 0 jsou tvaru

—ii /b2—4ac_—b:t\/b2—4ac
2a 4a2 2a ’

pfitom odmocnina v poslednim vyrazu ma smysl, pouze kdyz vyraz D = b — 4ac
(diskriminant) je nezaporny. Pokud D = 0, dostdvdme dvojnasobny koien —

Jestlize D < 0, mizZeme rovnici fesit v oboru komplexnich Cisel, tj. Cisel tvi?u
a + bi, a,b € R, kde pro imaginarni jednotku 4 plati vztah 2 = —1. Pak kofeny
maji tvar
—b+i-+/|b® — dac|
2a '

Tento vztah rovnéz plyne z obecné Gpravy na Ctverec.

Vietovy vztahy. Pokud zname vSech n kofenl x1, xo,. ..z, polynomické rovnice
"+ ap_12" - Fagr? +aiz+ag = 0, vime, Ze ji miizeme piepsat do tvaru
an(r — x1)(x — x2) - (¥ — zp,) = 0. Pokud zdvorky na levé strané roznasobime,
obdrZime

an (2" — (x1 + D2+ -+ 2)2 + (2132 + 2123+ -+ Ty Tp) 27+

4 (=) x1x9 - py] = 0.

Proto
an-1 = —ap(r1+ 22+ +2p),
an—2 = ap(T122 + 2123+ - + Tp_1Ty),
ag = (=1)"ap-x122- - T)"

Témto vztahlim mezi kofeny rovnice a jejimi koeficienty se fikd Vietovy. Avsak
vztahy pro kvadratickou rovnici byly vztahy zndmy uz ptfed Francoisem Vietou:
Pro kvadratickou rovnici az? + bz + ¢ = 0 dostaneme 2 = —(z1+22), & = 1120,
Z Vietovych vztaht plyne i nasledujici véta:



VETA: Mé&jme polynom P = a,z" + 12" 1+ 4 asz?® + a1 + ap n-tého
stupné s celociselnymi koeficienty. Pak pro kazdy raciondlni kofen : plati, Ze r d€li
ap a s déli a,,.

Specidlné je-li kofen celociselny, pak déli absolutni ¢len ag.

Cardanuyv vzorec pro feSeni kubické rovnice. Cardaniiv vzorec budeme chdpat
jako ur¢itou metodu feSeni kubickych rovnic neZ pouhy vzorec. Vstupem bude
rovnice s jednotkovym koeficientem u kubického Clenu. Predvedeme si ji na pfi-
kladu.

PRIKLAD: M&jme rovnici y> — 6y + 6y — 5 = 0. Nejprve se zbavime kvadra-
tického ¢lenu, a to substituci. Pokud je kvadraiticky ¢len tvaru az?, pak pouZijeme

substituci y = x — g, v naSem pitkladu y = = — S =z4+2

3
(x+2°—6(x+2)2+6(x+2) -5 = 0
234622 +120 +8 —6(2® +4x+4)+6x+12—-5 = 0
2 —6x—-9 = 0

Nyni pouZijeme tzv. polarizaci, za x dosadime soucet u + v dvou novych promén-
nych u, v a upravime:

(u+v)?—6ut+v)—9 = 0

wd + 03 + 3uPv + 3uv? —6(u+v)—9 = 0
w + 03+ 3uv(u+v) —6(u+v)—9 = 0
W+ P+ Buw—6)(u+v)—9 = 0

Nynfi upfesnime vztah mezi » a v. Nechme prostiedni ¢len vypadnout, tj. poloZme
3uv — 6 = 0, tj. uv = 2. Potom dostaneme rovnici u3 4+ v3 — 9 = 0. Umocnime-
li vztah uv = 2 na tieti, spolu s pfedeslou rovnici tvoif soustavu u® + v3 = 9,
udv? = 8.

PouZijeme Vietovy vztahy pro kvadratickou rovnici. Uvedend soustava fikd, Ze
¢isla u3, v3 jsou koteny kvadratické rovnice z? — 9z 4 8 = 0. Kofeny této rovnice
jsou z; = 1, zp = 8. PoloZme napfiklad u® = 1, v® = 8. Pak u = 1, v = 2. Odtud
uz snadno dopoéitdime z = u+v =3,y =z + 2 = 5.

Cardantv vzorec tedy nalezne jeden kofen kubické rovnice. Pokud bychom chtéli
najit i dal$f kofeny této rovnice, vydélime polynom > — 612 + 6y — 5 z levé strany
pavodni rovnice dvojclenem y — 5:

(y*—6y>+6y—5): (y—5) =y’ —y+1.

Snadno ovéiime, 7e kvadraticky polynom 3> — y + 1 nema redlné kofeny, jeho

diskriminant je —3 < 0. Komplexni kofeny tak maji tvar y; o = sz/g



ITERACNI METODY RESENI POLYNOMIALNICH ROVNIC

Iteracni metody pfistupuji k problému jinak: Jestlize P(a) - P(b) < 0, ze spoji-
tosti! piislusné polynomické funkce f : y = P(z) vyplyvd, Ze rovnice P(z) = 0
mad na intervalu (a; b) feSeni. Postupné sestrojujeme posloupnost hodnot z1, 2,
x3, ...z intervalu (a; b) tak, Ze se tyto hodnoty blizi k hodnoté kofenu. Ono
,.blizeni" nemusi byt , pfimocaré”, zalezi na konkrétnim tvaru rovnice a zadanych
podminkdch. Pfedvedeme si metody, které jsou tizce spojeny s grafem piislusné
polynomické funkce f : y = P(x).

Metoda puleni (bisekce) intervalu spocivd v postupném puleni zadaného inter-
valu. Podivejme se na ndsledujici obrazek. Je na ném graf polynomické funkce

f:y=Px).

Zacneme hledat kofen na intervalu (a; b), kde hodnoty P(a), P(b) maji rizna
znaménka. Tedy ze spojitosti funkce plyne, Ze jeji graf musi na intervalu (a; b)
alesponi jednou protnout osu x.

Ozna¢me x; stfed intervalu (a; b). Spo¢itejme hodnotu polynomu v tomto bodg.
Vidime, Ze P(x1) < 0. Tedy polynom musi mit alespon jeden kofen na intervalu
I 1 = (1'1; b)

V dal§im kroku najdeme stfed x9 intervalu I; = (x1; b) a proces zopakujeme.
Dostaneme stfed x5 intervalu Io = (z2; b). Po uritém poctu krokd se hodnota
polynomu v bodech iterace zatne zmensovat. Pak stac¢i spocitat tolik rdznych ite-
raci, az hodnota P(xy) pro néjaké k bude mensi nez pfedem dand odchylka.

Jinou moZnosti stanoveni presnosti feSeni rovnice je podminka na velikost intervalu
I, tj. absolutni hodnotu rozdilu jeho krajnich bod.

"Podstatnou vlastnosti polynomickych funkef je jejich spojitost, zjednodugené fedeno Ze jejich
graf tvoif na daném intervalu ,,nepfetrzend” kfivka. Metody zde popsané 1ze pouZit pravé pro spojité
funkce.



Metoda secen spocivd v postupné konstrukei secen grafu funkce f a jejich priseciki
xk s osou z. Jednotlivé iterace xj, pak maji tvar
o = aj - P(bk) — bk . P(ak)
P(bg) — Plag)

kde ag, b € {a,b,xr_2,x_1} jsou voleny tak, aby se interval I, = (ag; bg)
postupné zmensoval a v kazdém kroku méla ¢isla P(ay), P(by) riznd znaménka.

Y

Vzorec pro iteraci zy, 1ze snadno odvodit: Najdéme rovnici seény s grafu prochize-
jici body P(a) a P(b) a jeji prusecik 1 s osou x. Se€na s je piimka, jeji predpis
pak je y = px + ¢, p, ¢ € R. Protoze P(a), P(b) € s, musi byt splnéno

P(a) = pa +q,
P(b) = pb+q.
v . » _ _ P(a)—P(b)
Odectenim rovnic obdrzime P(a) — P(b) = p(a —b) , tedy p = —————. Odtud
dosazenim do druhého vztahu ziskame

P(a)—P(b) _ a-Pb)—b-P(a)
a—b a—b '

Rovnice se¢ny tak je

Pla)—P(b)  a-P(b)—b-Pla)

g Y= a—>b a—>b

Odtud spocitaime prusecik z; secny s a osy x dosazenim y = 0 a vyjde z-ova
soufadnice pruseciku x; stejného tvaru jako je vzorec na zacatku tohoto odstavce.



Metoda tecen (Newtonova metoda) spocivd v sestrojovani teCen ke grafu funkce
f ahledani jejich prisecikii s osou z. Tuto metodu nelze pouZit pro kazdou funkci,
f musi spliiovat dal§i podminky: Je tieba, aby derivace P’(z) polynomu byla
nenulova na intervalu (a; b) (tj. polynom P’(x) nemd na intervalu (a; b) kofen)
a druhd derivace P”(z) neménila znaménko na tomto intervalu. Jednotlivd pfi-
bliZeni z;, maji tvar

P(Ik_l)
P/(J?k_l) '

T = Tk—1 —

Kdy se algoritmus zastavi, zalezi na stanovené odchylce ¢, tj. hleddme k tak, aby
P(ay)] < e.

Odvozeni vzorce pro k-tou iteraci se provadi dplné stejné jako v metodé secen,
pouze vyuZijeme vyjadfeni teCny: Smérnice teny ¢ ke grafu funkce y = P(x)
v bodé zy_1 je P'(x)_1), tedy dostdvame t : y = P’(xy_1)x + q. ProtoZe tecna t
prochdzi bodem [x_1; P(z)_1)], dosazenim ziskdme P(xy_1) = P'(zk_1)xp_1+
gaodtud g = P(xp_1) — P'(xg_1)x_1. Tedy rovnice tecny ¢ je

Yy = P/(xk_l)SU + P(mk_l) - P,(l'k—l)ﬁk—l-
Polozime-li y = 0, zjistime, Ze prisecik teCny ¢ s osou x je v bodé zp = xp_1 —

P(xk_l)
P'(zg-1)"

vvvvvv

Jejich vyhodou je relativné snadnd implementace. Metody se Casto pro urychleni
vypocti kombinuji.
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UKOLY KE KURZU POLYNOMY Z RUZNYCH STRAN

. Najdéte pomoci Eukleidova algoritmu nejvétsiho spoleéného délitele polynomi
o5 4+ 4ot — 223 — 2222 — 112 + 30 a 2° + 42 + 22° — 1022 — 272 — 18.

. Najdéte viechna redln4 feseni rovnice 2% + 922 + 9z — 62 = 0.

. Najdéte pfibliznou hodnotu Z kofenu polynomu P = z* + 423 — 222 + 32 — 2
na intervalu [—1; 3] pomoci metody puleni intervalu (bisekce) tak, aby | P(Z)| <
0,001.

. Najdéte pfibliznou hodnotu Z kofenu polynomu P = x* — 423 + 322 — 52 + 2
na intervalu [—1; 2] pomoci metody secen tak, aby |P(Z)| < 0,001.

. Najdéte polynom P tfetiho (nebo niz§iho) stupné, pro ktery plati P(—1) = —2,
P(0) = —8, P(1) = —10, P(3) = 22.



