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Zakladni pojmy

Teorie her se zabyva rozhodovanim v konfliktnich situacich. To jsou takové situace,
ve kterych vysledek nezavisi jenom na tom, jak se zachovame my, ale i na tom, jak
se zachovaji ostatni Gcastnici (hrééi). Dobrym piikladem jsou napiiklad Sachy.

Na prednéasce se budeme vénovat pouze jedné skupiné her — takzvanym kombina-
torickym hram. Ujasnéme si hned zkraje, co musi hra spliovat, abychom ji nazvali
kombinatorickou.

(1) Hraji dva hraci proti sobé.

(2) Hradi se pravidelné st¥idaji. Neni-li uvedeno jinak, hra¢ nesmi vynechat tah.

(3) Je déno (zpravidla koneéné mnoho) pozic, ve kterych se hra mize nachéazet.

Jedna z pozic je oznacena jako startovni. Pozicim, ve kterych hra konci,

a to bud vyhrou jednoho z hré¢a a prohrou druhého, nebo remizou, se ¥ika

koncoveé.

4) Pravidla hry uréuji pro kazdého hréce vSechny piipustné tahy z kazdé pozice.
5) Ve hfe nejsou zadné ndhodné prvky.

6) Oba hraci maji dplnou informaci.

7) Oba hradi jsou racionalni.

Cx

asto se jesté pridava podminka, ze hra méa byt konecna, ¢ili ma skoncit po konec-
ném poctu kol bez ohledu na to, jak hraci hraji. Obcas se v kombinatorickych hrach
nepfiipousti moznost remizy — spolu s podminkou konec¢nosti to pak znamena, Ze hra
nutné skonci vitézstvim jednoho z hract. My tyto podminky nebudeme vyzadovat,
ackoliv vétsina her, kterymi se budeme zabyvat, je splnuje.

Strategii hrace rozumime soubor rozhodnuti, jaké tahy volit v jednotlivych po-
zicich hry.! Vyhrédvajici strategie je takova, kterd vede k vitézstvi hrace bez ohledu
na to, jak chytie hraje jeho protihraé (tedy bez ohledu na protihracovu strategii).
Obdobné, mé-li jeden z hrac¢u neprohravajici strategii, znamend to, ze pokud se ji
bude drZet, hru neprohraje, at jeho souper hraje sebelépe.

Posledni dva pojmy se mohou lisit ve hrach pfipoustéjicich remizu nebo v neko-
neénych hrach. Ujasnéme si nejprve, jak vlastné mize hra dopadnout (vSimnéte si,
Ze jsme schvalné nenapsali ,skoncit*):

(A) Vitézstvim prvniho hra¢e a prohrou druhého.

(B) Prohrou prvniho hrade a vitézstvim druhého.

(C) Remizou — hra skoncila, ale ani jeden z hra¢t nevyhral ani neprohrél.

(D) Hra neskonéi v koneéném poétu tahil, neboli nikdy se nedostane do koncové

pozice.?

L Piesnéji lze definovat strategii jako funkci, kterd kazdé mozné pozici priradi
tah hrace.

2 To se miize stat napiiklad u piskvorek hranych na nekoneéné velkém hracim
planu.



Ma3-li prvni hra¢ vyhrévajici strategii, pak umi hrat tak, aby nastal ptipad (A).
Naproti tomu, ma-li neprohravajici strategii, je v jeho moznostech , pouze* zabranit
pripadu (B). Analogicky pro druhého hréce.

Pfipady (C) a (D) nebudeme pro jednodussi vyjadfovani rozliSovat a oba budeme
shodné nazyvat remizou.

Zamérme se na chvili pouze na kone¢né hry nepfipoustéjici remizu. V takovych
hréch mtzeme kazdou pozici oznacit bud jako vyhravajici, nebo jako prohravajici.
Jak uz nézev napovida, nachazi-li se hra¢ ve vyhravajici pozici, pak (bude-li hrét,
jak nejlépe lze) hru vyhraje. Naopak, nachdzi-li se v prohravajici pozici, hru
nutné prohraje (pokud jeho soupef neudéld chybu, coz neudéld, neb jsme se jiz vyse
dohodli, Ze oba hraéi jsou racionalni).

Vyhravajici a prohravajici pozice budeme znacit symboly V a P.

Jak u konkrétni pozice v dané hire pozname, zda je vyhravajici, nebo prohravajici?
Pomohou nam k tomu nésledujici pozorovani:

(i) Jedné-li se o koncovou pozici, pak pravidla urcuji, zda je V, nebo P.

(ii) Vede-li z néjaké pozice alesponl jeden tah do P pozice, pak je tato V. Po-
kud se totiz pravé v takové pozici nachazime, mizeme svym tahem do oné
prohravajici pozice svého soupefe postavit a tim mu zarucit prohru a sobé
vyhru.

(iii) Vedou-li z néjaké pozice vSechny tahy pouze do V pozic, pak je tato P.
Af totiz z takové pozice hrajeme jakkoliv, vzdy ,pfeddme“ soupefi hru ve
vyhravajici pozici, tedy my se musime nachazet v prohravajici pozici.

Vyslovme si dtlezitou vétu o kombinatorickych hrach. Myslenka dikazu neni
nijak obtiznd — uz jsme si ji v podstaté rozmysleli spolu se zavedenim V a P pozic.

Véta (O vyhrdvajici strategii). V konecné hie nepfipoustéjici remizu mé pravé
jeden z hraca vyhravajici strategii.

Poznamka. Obdobné jako V a P pozice by se daly v koneénych hriach s moz-
nosti remizy zavést neprohravajici a nevyhravajici pozice. Rovnéz plati, ze jeden
z hrac¢a mé vzdy neprohravajici strategii, a to dokonce i v nekoneénych hrach. Staci
si rozmyslet, co znamena nemit vyhravajici strategii — pokud ji totiz nemam, pak
mi protivnik vzdy umi zabranit ve vyhfe, a tedy sdm ma neprohravajici strategii.



Metody reSeni

Kdyz uz zname vSechny podstatné pojmy, mizeme se vesele pustit do hrani rozlic¢-
nych kombinatorickych her. V nésledujicich podkapitolach si postupné pfedstavime
rizné metody hledani vyhravajicich a neprohravajicich strategii. Neni-li feceno ji-
nak, pak ,vyfeSenim“ hry se mini nejen nalezeni vyhravajici strategie pro jednoho
z hraca, ale i jeji popsani.

Zpétny rozbor

Prvni metoda je zaloZena na rozboru vyhravajicich a prohravajicich pozic. Budeme
ji nazyvat zpétny rozbor, cizim slovem backtracking, nebot hru vlastné (vy)fesime
od konce.

Hra 1 (Sedm sirek). Na stole je hromadka sedmi sirek. Dva hriéi se pravidelné
st¥idaji v tazich. Hrac, ktery je na fadé, odebere z hromadky jednu nebo dvé sirky.
Kdo nemuze tdhnout (na stole uz neni zadnd sirka), prohral.

Hra 2. Na stole lezi 15 sirek. Hrac, ktery je na fadé, mtze odebrat 1 az 4 sirky.
Kdo nemuize tdhnout, prohral. ([1], Gloha 1)

Hra 3. Pravidla jsou stejnd jako v predchozi hie, ale kdo nemiize hrat, vyhral.

Hra 4. V pravém hornim rohu Sachovnice stoji jednostrannd véz (muZe se pohy-
bovat jen doleva nebo dolti). Hradi se st¥idaji v tazich, pficemz si mohou vybrat,
o kolik poli (minimalné vsak o jedno) pohnou vézi v jednom z povolenych sméri.
Kdo nemuze tdhnout, prohral. ([1], tloha 12)

V nésledujicich dvou hréch nejde ani tolik o to, kdo vyhraje, jako (o) kolik vy-

hraje. Mohlo by se zdat, Ze se jedné o zcela jiny typ her (a v jistém smyslu tomu
tak skutecné je), nicméné metoda zpétného rozboru velmi dobfe funguje i na né.

Hra 5. Max a Mina si z Sachovnice vytezali zubatou desku a na kosmou diagonalu
napsali ¢isla — viz obréazek.

t
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Do levého dolniho rohu postavili vymyslenou figurku prince a stfidaji se v tazich —
vzdy smi s princem tdhnout o jedno pole doprava nebo nahoru. Kdyz se dostanou
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na ocislované pole, hra kon¢i. Max se snazi, aby princ skoncil na poli s co nejvétsim
¢islem, kdezto Mina se snazi vysledné ¢islo minimalizovat. S jakym ¢islem hra skon¢i,
za¢ina-li Mina? A s jakym, zac¢ina-li Max? ([1], tloha 34)

Hra 6. Max a Mina tentokrat zadnou Sachovnici nenicili, jen si jeji pole v hornim
tadku a pravém sloupci popsali ¢isly — viz obrazek.
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Do levého dolniho rohu postavili postupné

(i) prince (smi o jedno pole doprava nebo nahoru),
(ii) véz (smi o libovolny pocet poli doprava nebo nahoru),
(iii) krale (smi o jedno pole doprava, nahoru nebo doprava nahoru)

a s kazdou figurou si zahréli stejnou hru jako pred chvili — st¥idaji se v tazich, hra
konéi spocinutim figury na ocislovaném poli. Max se snazi vysledek maximalizovat,
Mina minimalizovat. Jak vSechny hry dopadnou, je-li Max galantni a nechava Minu
zacinat?

Kradeni strategii

Metoda kradeni strategii je zalozena na nasledujici tvaze: ,kdyby mél vyhravajici
strategii muj soupef, mohl bych ji okopirovat (ukrast), a tim paddem bychom méli
vyhravajici strategii oba, takze on ji mit nemohl“.

Hra 7 (Piskvorky). Na nekone¢né velky ¢tvereckovany papir kresli do prazdnych
poli dva hréici stiidavé kiizky (prvni hra¢) a kole¢ka (druhy hrac). Vyhréva ten,
ktery jako prvni vytvori nepferusenou fadu — svisle, vodorovné nebo diagonalné —
alespon péti svych symbolt.

Hra 8 (Dvojité Sachy). Pravidla jsou stejnd jako v klasickém Sachu s jedinym
rozdilem — hrac¢, ktery je na radé, déla tahy dva.

Hra 9 (Pri¢itani délitelt). Zacéind se dvojkou. V jednom tahu hraé¢ pficte k ¢éislu
jeho libovolného vlastniho délitele.? Kdo jako prvni piekro& hodnotu 5774, prohral.
Kdo méa vyhravajici strategii? A co kdyby ten, kdo prvni pfekroci 5774, vyhral?

3 Vlastni délitelé jsou délitelé ostie mensi nez ¢islo samotné. Napt. vlastni délitelé
¢isla 12 jsou dcisla 6, 4, 3, 2, 1.



Symetrie

Nasledujici technika se d& pouzit ve hrach, které jsou uréitym zpiisobem symetrické
— umoznuji hraci kopirovat souperovy tahy. Zékladni myslenka by se dala popsat
slovy ,dokud muze hrat soupef, mohu i ja“.

Hra 10 (Lamani ¢okolady). Riikka a Jussi dostali velkou (200 grami, 4 x 8 kos-
ti¢ek) finskou hruskovou ¢okolddu a rozhodli se zahrat si s ni nésledujici hru. Ve
svém tahu mutiZze hrac¢ rozlomit (l4me se rovné po vyznacenych éarach) libovolny kus
¢okolady, ktery jesté rozlomit 1ze. Kdo rozlomi posledni kousek, vyhral a mtize celou

cokoladu snist. Kdo vyhraje, zacina-li ldmat Riikka a pravidelné se s Jussim stii-
daji? ([1], uloha 5)

Hra 11 (Laméni ¢okolddy bez 1 x 1). Na Vénoce Riikka s Jussim dostali jinou
velkou (4 x 8 kosticek) finskou ¢okoladu, tentokrat peprmintovou. ProtoZe minule
se jim hra moc nelibila, pridali pravidlo, Ze se nesmi ulamovat dilky velikosti 1 x 1.
Kdo nemuze v souladu s pravidly tahnout, prohral. M4 zacinajici Riikka vyhravajici
strategii, nebo si na ¢okoladé pochutna pro zménu Jussi?

(MKS, 21. ro¢nik, 7. série, iloha 3)

Hra 12. Dva hrécdi stfidave kresli kiizky do tabulky 3 x 3. Vyhraje ten, kdo prvni
vytvoii souvislou trojici k¥izkt (vodorovné nebo svisle).

Hra 13. Je déna tabulka o rozmérech 17 x 68. Hrac si ve svém tahu vybere néjaky
podcétverec tabulky, ve kterém jesté neni vybarveno zadné policko, a cely ho vybarvi.
Dva hraci se pravidelné stfidaji v tazich. Kdo nemize tahnout, prohral.

Parovani a obarvovani

Neni-li mozné nalézt ve hte takovou symetrii, ktera by nam dovolila pouzit predchozi
metodu, mizeme zkusit metodu parovani. Myslenka je stale stejnd — ,,dat hraci do
ruky odpovéd na kazdy protihractv tah“. Casto se tak déje rozdélenim pozic do pard,
odtud také nazev metody. Zahraje-li soupef na jednu z pozic v paru, ja zahraji na
druhou. Dalsi moznosti je rozdéleni pozic/tahit do obecnéjsich skupin.

Hra 14 (Trojuhelnikové piskvorky). Dva hraci hraji piskvorky na nekonecné vel-
kém trojihelnikovém papite a stiidaji se v tazich. Ten, kdo je na tahu, vzdy nakresli
svou znacku do nékterého volného policka. Vyhraje hrac, ktery ma jako prvni ne-
prerusenou rovnou fadu (sméfujici jednim ze t¥{ moznych smért podél ¢ar trojihel-
nikové sité) alespon n svych znaki, kde n je néjaké pfirozené ¢islo. V zévislosti na
n urcete, kdo ma vyhravajici nebo neprohravajici strategii.
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Pro upfesnéni jesté dodejme, Ze vyobrazena posloupnost kiizkti neni fadou, zatimco
posloupnost koleéek je fadou. (MKS, 27. ro¢nik, 2. série, iloha 8)

Hra 15 (Piskvorky do &tverce). LukdSe s Viktorem uz pfestalo bavit hrat pfi
hodinach obycejné piskvorky, a tak vymysleli obménu — hraji na ctvereckovaném
papire 10 x 10. V kazdém tahu hrac¢ nakresli sviij symbol do volného pole. Lukas
vyhraje, pokud vytvori ze svych symbol ¢tverec 2 x 2, a Viktor vyhraje, kdyz se mu
v tom podafi zabranit. V tazich se pravidelné stiidaji, Lukas zac¢ina. Ktery z nich
mé vyhravajici strategii?

Hra 16 (Prouzek ¢isel). Na prouzku papiru je za sebou napséno 2n ¢isel, kde n
je libovolné pfirozené c¢islo. Miso s Hanou ¢isla postupné odstiihavaji — ten, ktery
je na tadé, si vybere jeden ze dvou koncti a ¢islo na ném si ustfihne. Na konci oba
seCtou vSechna c¢isla, ktera si pro sebe ustfihli, a kdo mé vétsi soucet, vyhral. Je-li
soucet stejny, nastava remiza. Ktery z nich ma neprohravajici strategii, kdyz Hana
zacina a pravidelné se v tazich st¥idaji?

Smeés prikladi

Podstatnou ¢asti feseni byva prijit na to, kterou metodu pouzit — v nasledujicich
prikladech vam nikdo pfedem neprozradi, jakou metodou se maji fesit. Obcas to
bude metoda probrana v pfedchozich odstavcich, jindy bude nutné vymyslet novy
zpusob, jak se s danou hrou vyporadat.

Ulohy jsou pfiblizné sefazené podle obtiznosti.

Hra 17. Na stole lezi hromadka n sirek, kde n je libovolné piirozené ¢islo. Hraci
z ni sirky stfidavé odebiraji, a kdo nemuze hrat, prohral. Tentokrat ale miize hrac
v jednom tahu odebrat 1, 2, nebo 4 sirky. Ktery hra¢ ma (v zavislosti na n) vyhréa-
vajici strategii? A co kdyby se smély odebirat vSechny mocniny dvojky?

([1], tloha 11)

Hra 18 (Mince na stole). LoupeZnici Kenny a Jarda ukofistili truhlu plnou zlatjch
kulatych minci a rozhodli se zahrat si o né hru. Odnékud vytahli ¢tvercovy stul a
postupné na néj pokladaji mince. Ten, kdo je zrovna na fadé, na stil polozi jednu
minci tak, aby (ani z¢4sti) nelezela na jiné minci a nepfesahovala okraj stolu. Zaé¢ina
Kenny. Prohraje ten, kdo uz na stil nemuze polozit dalsi minci. Kdo méa vyhravajici
strategii? ([1], dloha 20; MKS, 27. ro¢nik, 2. série, iloha 5)

Hra 19 (Délitelnost 7). Dva hraci pisi dvaceticiferné ¢islo tak, ze zleva doprava
st¥idavé pripisuji jednu cifru. Prvni hra¢ vyhraje, pokud vysledné ¢islo nebude déli-
telné sedmi. Druhy vyhraje, pokud délitelné sedmi bude. ([1], tloha 6)

Hra 20 (Délitelnost 13). Stejnd hra jako pfedchozi, pouze vymeénime 7 za 13.
([1], tloha 7)



Hra 21. V pravém hornim rohu Sachovnice stoji jednostranny kral (smi se pohy-
bovat pravé o jedno pole dolti, doleva nebo doleva dold). Hradi jim stf¥idavé tdhnou,
a kdo nemize hrat, prohral. ([1], tloha 13)

Hra 22 (Plus minus). V fadé za sebou je napsano nékolik minusti. Matéj s Jona-
Sem stfidavé prekresluji jeden az dva sousedni minusy na plus. Vyhraje ten, ktery
prekresli posledni minus. ([1], dloha 22)

Hra 23 (Plus minus podruhé). Ema se rozhodla pfedchozi hru mirné pozménit
— minusy napsala do kruhu (tedy kazdé znaménko mélo na zacitku dva sousedy),
zbyla pravidla ponechala stejna. ([1], dloha 23)

Hra 24 (Razitka). Vejtek se z dlouhé chvile pustil do nésledujici hry. Postupné
dava na prazdné Sachovnicova pole razitka, stfidavé cervené a zelené, a to tak, ze
nové orazitkované pole musi hranou sousedit s polem, které bylo orazitkovano tésné
pfed nim. Prvni — zelené — razitko mutze dat Vejtek kamkoliv. Prohrava ta barva,
jejiz razitko uz Vejtek nikam dat nemutze. Béhem celé hry Vejtek samoziejmé hraje
co nejlépe podle toho, kterou barvu zrovna zastupuje — je-li na tahu zelené razitko,
hraje Vejtek v jeho prospéch, a je-li na tahu razitko ¢ervené, pak hraje ve prospéch
¢erveného.

Hra 25. V fadé za sebou je napsano n jedni¢ek (n > 1) a mezi kazdymi dvéma
sousednimi jednickami je otaznik. Dva hraci se pravidelné st¥idaji v tazich — hrac,
ktery je na tahu, prepise libovolny z otazniki na znaménko 4+ nebo x. Na konci
hry, kdy uz je vSech n — 1 otaznikii zménéno na jedno ze znamének, se cely vyraz
vyhodnoti (klasicky — ndsobeni méa pfednost pied séitdnim). Je-li vysledné ¢islo sudé,
vyhrava prvni hrac, je-li liché, tak druhy hrac.

V zavislosti na n urcete, ktery z hract ma vyhravajici strategii.

Hra 26. Dvé sachu znald PraSatka — Kuba a Anicka — stfidavé pokladaji jezdce své
barvy na Sachovnici tak, aby se zadna dvojice zneptatelenych jezdcti neohrozovala.
Kdo nemiiZe polozit daliho jezdce, prohral. Kuba je galantni a nechd Anicku zacinat.

([1], dloha 21)

Hra 27 (Mazani déliteld). Na tabuli jsou napséna vSechna pfirozend ¢isla od 1 do
16. Hrac, ktery je na tahu, smaze néjaké c¢islo a spolu s nim vSechny jeho délitele,
ktefl na tabuli jesté zbyli. Prohrava hrac¢, ktery nemiize tdhnout — tedy ten, na
kterého zbyla cista tabule.

Hra 28 (Sestitthelniky). Heléa s Aléou se neznamo kde dostaly k ¢okoldddm ve
tvaru pravidelného Sestitihelniku. Kazda cokoldda je rozdélena na trojuhelnikové
dilky. Na obrazku jsou ¢okolady o hrané délky 2 a 3.
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Hracky si vybraly jednu ¢okolddu o hrané délky n a hraji s ni néasledujici hru. Ta,
kterd je na tahu, rozlomi (ldme se rovné po vyznacenych ¢arach) ¢okolddu na dvé
Casti, z nichz jednu sni a druhou pfeda zpatky soupefce. V tazich se pravidelné
stfidaji, za¢ind Hel¢a. Kdo nemtize tahnout, prohrava. Reste postupné pro n = 2,
n = 3, libovolné n € N.

Hra 29 (Dvé hromadky). Savlik s Mon¢ou maji dvé (ne nutné stejné pocetné)
hroméadky kavovych bonboéna. Hrac, ktery je na tahu, sni vSechny bonbény z jedné
hromadky a druhou hromadku rozdéli na dvé — dle vlastniho uvézeni, ale v obou
novych hroméadkéach musi byt alespon jeden bonbén. Pravidelné se stridaji v tazich.
Kdo nemiize tdhnout (coz nastane pravé tehdy, bude-li na obou hromédkach po
jednom bonbénu) prohral. ([1], tloha 18; [2], strana I — 6)

Hra 30. Martina a Olin stfidavé (Olin za¢ind) vybarvuji policka tabulky 5 x 5.
Olin ve svém tahu vzdy vybarvi jeden ctverecek, Martina libovolné natocené tri-
omino. Jednou vybarvené policko jiz nelze vybarvit znovu. Pokud Martina uz ne-
miuZe tdhnout, dovybarvi Olin zbytek. Vyhrava ten, kdo vybarvil vice policek. Ktery
z hract ma vyhravajici strategii, pokud Martina smi vybarvovat

(i) pouze triomina typu I. [T 17
(ii) pouze triomina typu L: ?

Hra 31 (Chomp). Tabulka ¢okolddy je rozldmana na kosticky. Kosticka v levém
dolnim rohu je otravena (kdo ji sni, prohraje). Hra¢ si ve svém tahu vybere kosticku,
sni ji a spolu s ni sni rovnéz vSechny kosticky v pomyslném obdélniku, jehoz le-
vim dolnim rohem je pravé vybrana kosti¢ka.? Hradi se pravidelné st¥idaji v tazich.
V zévislosti na rozmérech urcete, kdo zvitézi, je-li ¢okolada

(i) ¢tvercové,

(ii) obdélnikova. ([2], strana I — 6)

Hra 32 (Barveni bodi). Pepa a Mirek obarvuji body v roviné. Za¢ina Pepa obarve-
nim jednoho bodu oranzové, poté Mirek obarvi 100 bodt zlut€, Pepa jeden oranzove,
Mirek 100 zluté, ... Pfebarvovat jiz jednou obarvené body neni mozné. Dokazte, ze
Pepovi se podafi vytvorit rovnostranny trojihelnik s oranzovymi vrcholy.

([1], tloha 26)

Hra 33 (Piskvorky 2 : 1). Majkl s Ancou hraji piskvorky na nekonecéné velkém
papiie s nasledujici apravou pravidel. Zac¢inajici Anca v kazdém svém tahu nakresli
jeden kfizek, zatimco Majkl nakresli v kazdém tahu dvé kolecka. Majkl vyhraje,
kdyz vytvor{ nepferusenou fadu sta kolecek — bud svisle, nebo vodorovné. Anéa se
mu v tom samoziejmé snazi zabranit. Dokazte, ze Majkl ma vyhravajici strategii.’®

([1], tloha 25)

4 Tedy véetné kosti¢ky samotné a kosticek p¥imo napravo a nahoru od ni.
5 Jak vime, obecné méa u nekoneénych her jeden z hra¢a pouze neprohravajici

strategii. V této hfe si ale Majkl umi zajistit vyhru.
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Binarni vsuvka

V nasi civilizaci jsme zvykli zapisovat ¢isla v desitkové soustavé. Zapis 5702 je ve
skuteénosti zkracenim rozpisu 5-10%47-10%2+0-10 4+2-10°, z ¢ehoz je hned patrné,
pro¢ mu fikame desitkovy — vyuziva rozloZeni ¢isla na soucet mocnin desitky. Neni
to ovsem jediny mozny zapis. Nam se bude hodit binarni zapis, neboli zapis ¢isla ve
dvojkové soustavé, ¢i cheete-li v bazi o zakladu dva.

Plati, Ze kazdé ptirozené ¢islo x 1ze jednoznacné rozepsat pomoci mocnin dvojky
s koeficienty 0 nebo 1. Jinymi slovy, ke kazdému x existuje pravé jedno m € Ny a
jednoznaéné uréend X, Tm—1, ..., € {0,1}, kde z,, = 1, takova, Ze

T=Tm 2"+ Type1 - 2" b by - 28 g - 20,

Binarnim zapisem ¢isla © pak rozumime vyraz (€, Tm—1 - .. 120)2. Nulu zapisu-
jeme jako (0)q2. Zévorku budeme ob¢as vynechédvat, bude-li bez ni zapis pfehlednéjsi.
Tedy naptiklad

26=1-16+1-8+0-441-24+0-1=(11010)2 = 110105.

Jak prevadét ¢isla do binarniho zapisu. Na pfevod ¢isel z desitkové soustavy
do dvojkové mtzeme pouzit nasledujici algoritmus. Vznikajici bindrni zapis piSeme
zprava doleva!
(i) Je-li ¢islo sudé, zapis si nulu. Je-li liché, zapis si jedni¢ku a odeéti ji od svého
Cisla.
(ii) Vydél éislo dvéma a déle pracuj s novym ¢islem.
(iii) Opakuj kroky (i) a (ii), dokud ti nezbude nula.

Cviéeni 1. Prevedte ¢isla 7, 11, 38 a 325 do dvojkové soustavy.
Cviceni 2. Pfevedte ¢isla (1010)3, (10111)2 a (100101); do desitkové soustavy.

K feseni hry Nim (viz dale) se ndm bude hodit specialni operace na nezipornych
celych cislech — takzvany Nim-soucet. Abychom jej odlisili od klasického souctu,
budeme misto symbolu + pouzivat symbol ®.

Definice (Nim-soucet). Nim-souctem ¢&isel (2, ... 2Z0)2 a (Ym - - - Yo)2 je takové ¢islo
(Zm - .- 20)2, e pro kazdé k = 0,1...,m plati z = z + yr (mod2), neboli 2z, = 1,
pokud z; + yr = 1, a z; = 0 jinak. PiSeme

(J?m.. .1‘0)2 D (ymy0)2 = (Zm~--ZO)2~

Tvrzeni. Pro Nim-soucet libovolnych t¥i nezapornych celych disel xz,y, z plati
(i) 2@ (y@z2)=(x®y) Dz (asociativita),

(i) c@y=y@a (komutativita),

(iii) 0@z ==z  (neutrdlni prvek),

(iv) x@x =0 (opacny prvek),

v) 2@y =0< x =y (jednoznacnost opacného prvku).
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Tvrzeni (Pravidlo kréceni). Pokud pro nezdpornd celd ¢isla x,y, z plati rovnost
T @y =ax Oz, potom nutné y = z.

Cviceni 3. Kolik je 41 @ 13?7 Kolik je 5 @ 14 @ 247

Cviceni 4. Naleznéte x, pro které plati, Zze 57 @ = = 42.
Cvicéeni 5. Naleznéte z, pro které plati, ze x & 7 @ 20 & 25 = 10.
Cvic€eni 6. Pro jaka z, y plati, ze t dy = x + y?

Hra Nim

Hra Nim je jednou z nejznaméjsich kombinatorickych her. Nejde o nic jiného, nez
o0 odebirani® sirek, jehoz obmény jsme potkali v pfedchozich hrach. Zakladni varianta
hry je nasledujici:

Hra 34 (Nim). Na stole je n hromadek (n € N) obsahujicich postupné z; az z,,
sirek. Dva hraci se stridaji v tazich. Ve svém tahu si hra¢ vybere jednu hromadku
a odebere z ni libovolny pocet sirek, minimalné vSak jednu. Hrac, ktery nemtze
tahnout (na stole uz neni zadna sirka), prohral. Pro hru s n hromédkami a pocty
sirek 1, ..., x, budeme pozice zapisovat ve tvaru (z1,...,Zy).

Jak vyhrat Nim

Nasledujici vétu dokazal v roce 1902 Charles L. Bouton. Na prvni pohled neni jasné,
jak spolu souvisi Nim a bindrni zapis Cisel, ale nenechte se tim zmast. Funguje to!

Véta (Bouton). Ve hie Nim s n hromédkami je pozice (x1,x2, ..., Z,) prohravajici
praveé tehdy, kdyz je Nim-soucet jednotlivych hromadek roven nule, ¢ili x1 @& xo &
N EB mn — 0

Cviceni 7. Je pozice (12,9, 8,3) prohravajici? Pokud neni, naleznéte tah vedouci

do P pozice.

Cviceni 8. Je porzice (12,19, 27) prohrévajici? Pokud neni, naleznéte vSechny vi-
tézné tahy c¢ili tahy vedouci do P pozice.

Cviceni 9. Znéte-li pozice ve hie (3,5,6) a nyni hrajete hru (3,5,6,9,13,21), je
nutné rozebirat celou hru, nebo by stadilo zjistit, jak se hraje (9,13,21) a ,hrat
kazdou hru zv143t“? Fungovalo by to i v pfipadg, Zze by pozice (3,5,6) nebyla pro-
hréavajici?

6 Vsak také samotny nazev hry nejspis pochazi z némeckého ,Nimm!“, tedy
Ber!“.
bl
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Nim v prevleku

Hra 35 (Zelvy). V fadé za sebou stoji/lezi n zelv. Kazda Zelva bud stoji, tedy je
nahoru krunyfem (zna¢ime pismenem K), nebo je vzhiru nohama (zna¢ime pisme-
nem N). Jedna z moznych pozic pro deset Zelv je v nasledujici tabulce.

K KNKNNNUKNK
1 23 456 7 8 910

Dva hraci stfidavé zelvy obraceji. V jednom tahu si hra¢ vybere zelvu, ktera je
vzhiiru nohama, obrati ji nahoru krunyfem, a pokud chce, miize jesté prevratit jednu
libovolnou Zelvu nalevo od ni — af uz je nahoru krunytfem, nebo nohama. Hraé, ktery
uz nemiize prevratit zddnou Zelvu (v8echny stoji na nohou), prohral.

([2], strana I — 12)

Hra 36. Me¢jme pések poli ocislovanych 0,1,2,3,... a na pasku konecny pocet
minci. Kazda mince je na néjakém policku, pficemz na jednom policku jich mtize
byt i vice — tfeba jako na obrazku.

L el s&lol [ 9] ]
012345067809

Dva hraci se stfidaji v tazich. Ve svém tahu si hra¢ vybere néjakou minci a posune
ji na libovolné pole nalevo od ptuvodniho. S mincemi, které lezi na nultém poli, uz
nejde hrat. Kdo nemize tdhnout, prohral. ([2], strana I — 12)

Hra 37. Anca s LukaSem hraji hru na schodisti s 2013 schody. Na zacatku je na
stupnich schodisté rozmisténo koneéné mnoho minci (nemusi byt na kazdém schodu,
na jednom schodu jich mize byt vice). V kazdém tahu si hra¢ vybere jeden schod
a z néj presune libovolny pocet minci (nejméné jednu, nejvyse vSechny) o schod
nize. S mincemi, které se po presunu z prvniho schodu ocitnou na podlaze, uz se
dal nehraje. Anca zacina, oba se pravidelné stfidaji v tazich, kdo nemuze tahnout,
prohral.

Hra 38 (Northcott). Northcottova hra se hraje na Sachovnici, na jejimz kazdém
rfadku je umistény pravé jeden bily kdmen a pravé jeden cerny kdmen. Dva kameny
nikdy nesméji lezet na stejném poli. Jedna z moznych pozic je na nasledujicim ob-

razku.
[ ] @)
O @
[ ) O
® O
O @
[ ) @)
@) o
O [ ]
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Dva hraéi — Bily a Cerny — se pravidelné stiidaji v tazich. Hrag, ktery je na tahu,
pohne jednim svym kamenem o libovolny pocet poli doprava nebo doleva, pricemz
nesmi opustit Sachovnici ani pfeskocit soupeirav kamen. Kdo nemiize hrat, prohral.

([2], strana I — 12)

Hra 39 (Nimg). Méjme pevné dané éislo k. Hra je podobnd jako Nim — na stole je
n hromadek sirek, dva hradi z nich stfidaveé odebiraji. Tentokrat smi ale hrac¢ ve svém
tahu odebrat sirky az z k riznych hromadek. Z kazdé hromadky muze vzit libovolné
mnozstvi, celkem vSak musi odebrat alespon jednu sirku. ([2], strana I — 13)

Sprague—Grundyho funkce

Pozice a tahy v konefné kombinatorické hie si muzeme nakreslit jako ,puntiky*
a odpovidajici ,Sipky“ mezi nimi. Naptiklad pro Nim (1,2) dostaneme nésledujici

schéma.
1,2)

AN

.4—.

Ny

())

Takovému rozkresleni fikame graf hry, ony ,,puntiky“ nazyvame vrcholy, ,Sipky“
urcujici mozné tahy nazyvame orientované hrany. Nasledniky vrcholu p rozumime
v8echny vrcholy, do kterych vede z p hrana (¢ili vSechny pozice, do kterych se lze
z pozice p dostat jednim tahem). MnoZinu nésledniki vrcholu (pozice) p budeme
znacit N(p). Pro koncové pozice je N(-) prazdnd mnozina.

Na kone¢nou kombinatorickou hru se tedy mtizeme divat i jako na dvojici (X, N),
kde X je mnozina vSech pozic a N je funkce pfifazujici pozici jeji nasledniky (pfesné
podle pravidel hry).

Definice. Sprague—Grundyho funkce hry (X, N) je funkce g pfifazujici pozici p €
X nejmensi celé nezaporné cislo, které neni Sprague—Grundyho hodnotou Zadného
z jejich néslednik, neboli

g(p) =min{n € Z:n > 0,n # g(x) prox € N(p)}.

Namisto celého nazvu Sprague-Grundy budeme pro zkraceni psat casto jen SG.
Cvi€eni 10. Naleznéte SG funkci pro Nim s poéateéni pozici (1, 2).

Cviceni 11. Naleznéte SG funkci pro Nim o jedné hroméadce velikosti n.
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Cviceni 12. Naleznéte SG funkci pro Hru 2.

Cviceni 13. Naleznéte SG funkci pro hru s nasledujicim grafem.

([2], strana I — 18)

Scitani her

Definice. Hram, ve kterych prohravd hria¢ nemajici tah (neboli vSechny koncové
pozice jsou prohréavajici) fikdme normalni (anglicky under the normal play rule). Po-
kud naopak hra¢ nemajici tah vyhréva (koncové pozice jsou vyhravajici) nazyvame
hru bidnou (anglicky under the misére play rule).

Pozorovani. Pro normalni hru plati, Ze prohravajici pozice piesné odpovidaji po-
zicim, ve kterych je SG funkce nulova.

A7 do konce prednasky budeme hrou vzdy rozumét normélni kombinatorickou
hru, aniz bychom to explicitné vypisovali.
Definice (Soucet her). Meéjme n her Hy az H,, ve formé grafu, tedy H; = (X1, Ny),
Hy = (X9, Ns), ..., H, = (X, N,,). Souctem her Hy az H, je takovd hra H =
(X, N), pro kterou

(A) mnozina vSech jejich vrcholt je kartézsky soudin X = X; x Xo X -+ X X,

¢ili mnozina vSech uspofddanych n-tic x = (z1,22,...,2,), kde x; € Xy,
T € Xo, ... ,.’Enan,
(B) naslednici vrcholu z = (21,2, ...,2,) € X jsou prvky mnoziny

N(z) = N(z1,xa,...,2,) = Ni(x1) x {2} x -+ x {2}
U {.%‘1} X NQ(LL‘Q) X oo X {xn}
U--
U {:1?1} X {372} X oo X Nn(a:n)
Soucet her znac¢ime také H = H; + Hy +--- + H,,.

Pfiklad. Na Nim s n hromadkami (z1, zo, ..., z,) miZeme nahliZet jako na soucet
n Nimi s jednou hroméadkou postupné o velikosti x1 az x,,. Z toho je patrné, ze acko-
liv jednotlivé hry mohou byt trividlni (nad tim, jak vyhrat jednohromadkovy Nim,
neni tieba se néjak zvlast zamyslet), jejich soucet mize byt vyrazné komplikovanéjsi.
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Véta (Sprague-Grundy). Bud'g; SG funkce hry H; proi = 1,...,n. Potom soucet
her H=H, + Hy +---+ H, ma SG funkci

g(z1,22,...,2n) = g1(x1) B g2(z2) D - -+ D gn ().

Dusledek. Kazda normélni hra je ekvivalentni néjaké nimové hromédce.

Naleznéte SG funkce (a tim padem i vyhravajici strategie) v nasledujicich hrach
— pokud ne pro celou hru, tak alesponl pro mald n. VSechny hry jsou normaélni, neboli
kdo nemtize tdhnout, prohral.

Hra 40. Na stole je hromadka n sirek, dva hraci se stfidaji v tazich. V jednom tahu
Ize z hromadky odebrat bud libovolny sudy podcet sirek, ne vSak celou hromdadku,
nebo vsechny sirky, pokud jich je lichy pocet. Kdo nemutze tdhnout, prohral.

Hra 41. Na stole je n€kolik hroméadek sirek. V jednom tahu lze odebrat libovolny
sudy pocet sirek z jedné hromadky, nebo libovolnou hromadku, na které uz je jen
jedna sirka.

Hra 42. Na stole je nékolik hromédek sirek. V jednom tahu lze bud odebrat li-
bovolné mnozstvi sirek z jedné hroméadky, nebo jednu hroméadku rozdélit na dveé
neprazdné hromédky (v takovém ptipadé hra¢ zddné sirky nebere).

Hra 43. Na stole je hromadka sirek, dva hraci se postupné st¥idaji v tazich, kdo
nemuze tahnout, prohral. Ve svém tahu musi hra¢ odebrat alespon jednu sirku a
zaroven smi z hromadky o n sirkdch odebrat ¢ sirek pouze tehdy, je-li ¢ délitelem n
(véetné 1 a n).

Hra 44 (Vlocka). Hra zaéina s vloc¢kou V,, o n ramenech — na obrézku je vlocka
se sedmi rameny.

V7

Jedna se vlastné o graf na n + 1 vrcholech. V jednom tahu hra¢ smaze jeden vrchol
a vSechny hrany s nim spojené. V kazdém tahu musi byt smazana alespon jedna
hrana, ¢ili nelze smazat vrchol, ktery jiz neni ,spojeny“ s zddnym jinym.

([2], strana I —27)

Hra 45 (Cesta). Hra je stejnd jako ta pfedchozi, ale poc¢ateénim grafem neni
vlocka, nybrz cesta C),, coz je n + 1 vrcholu pospojovanych ,za sebou* n hranami.
Na obrazku je priklad cest C3 a Cs.

Cs
Cs

([2], strana I —27)

Obdobné lze hrat dalsi hry — vymysleni novych a kombinovani starych se meze
nekladou!
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Literatura a zdroje

Cela prednaska je zalozena na mé diplomové praci Teorie her pro nadané zaky stfed-
nich skol, kterd je — na rozdil od tohoto textu slouziciho ,,pouze® jako podklad
k prednasce — uzptisobena k samostudiu, v dtsledku ¢ehoz obsahuje jednak nezkra-
cené vykladové pasaze, jednak feSeni drtivé vétsiny zde zadanych tloh. V soucasné
dobé&” ji lze nalézt na adrese http://atrey.karlin.mff.cuni.cz/~alcas/TH.pdf.

vvvvvv

Pro posluchaée bazici po pivodnich zdrojich uvedme dva nejdulezitéjsi — jsou
jimi ruské sbirka
[1] Sen A.: Igry i strategii s tocki zrenija matematiki, Izdatelstvo MCNMO,
Moskva, druhé vydani, 2008,
http://www.mccme.ru/free-books/shen/shen-games.pdf

a anglicky psana skripta
[2] Ferguson T. S.: Game Theory, University of California,
http://www.math.ucla.edu/"tom/Game_Theory/Contents.html

V neposledni fad€ nesmi mezi zdroji chybét Matematicky korespondencni semindr
MFF UK uréeny pro studenty stfednich Skol (viz http://mks.mff.cuni.cz).
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