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DERIVACE A JEJICH POUZITI

M. ZELENY

Jednim z dilezitych pojmi moderni matematiky je pojem derivace. Objev tohoto pojmu, ktery
je spojen se jmény Isaaca Newtona (1643—1727) a Gottfrieda Wilhelma Leibnize (1646-1716),
ma pro moderni matematiku a jeji aplikace zdsadni vyznam. V tomto textu se pokusime tento
pojem pribliZit a ukdzat jeho pouziti. Text ma popularizacni povahu a nejednd se o rigordzni
vyklad. Tento by totiz vyzadoval fadu dalSich matematickych pojmi a vét. Piesny vyklad lze
nalézt naptiklad v publikacich [2], [3] nebo také v [1], kterd byla vyuZzita pfi ptipravé tohoto
textu.

.

OBRAZEK 1. I. Newton OBRAZEK 2. G.W. Leibniz

1. DEFINICE DERIVACE A JEJI GEOMETRICKY VYZNAM

Na nésledujicim obrazku vidime, Ze pokud se priblizuji hodnoty proménné x k a, blizi se
f(x) k funkéni hodnoté f(a). V takovém piipadé fikame, Ze funkce f je v bodé a spojita. Tuto
vlastnost nemd kazda funkce, jak ukazuji dalsi dva obrdzky.

| | y
a a a
OBRAZEK 3. OBRAZEK 4. OBRAZEK 5.

10 historii tohoto objevu se lze vice do&ist v zajimavé knize [4].
1
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O funkci definované na otevieném intervalu fekneme, Ze je spojita, jestlize je spojitd v kaz-
dém bodé svého defini¢niho oboru. Funkce sinus, kosinus, exponencidlni funkce, polynomy, lo-
garitmus — vSechny tyto funkce jsou spojité. Také plati, Ze spojitost se zachovava aritmetickymi
operacemi a sklddanim. Spojité funkce jsou dilezitym systémem funkci a v naSem vykladu bu-
deme tento pojem potifebovat. Nyni ale pfejdéme k hlavnimu pfedmétu naseho zdjmu — k pojmu
derivace.

Uvazujme funkci f definovanou na R % s hodnotami opét v R. Zvolme pevné bod a € R. Nyn{
zvolme libovoln€ bod b € R rizny od a. Body [a, f(a)] a [b, f(b)] ved’'me piimku p. Pfimka p
ma nésledujici analytické vyjadieni

= —f(bz AC) (x—a)+ f(a).
—a
Smérnice pfimky p je rovna W. Piimka p i jeji smérnice obecné zdvisi na volbé bodu
b. Na nasledujicich obrazcich je nékolik takovych voleb zndzornéno. Vidime, Ze s pfibliZujicim
se b k bodu a se odpovidajici primky v jistém smyslu pfibliZuji k tecné ke grafu funkce v bodé
[a, f(a)] a podil w se blizi ke smérnici teCny. Smérnici teCny pak nazyvame derivaci
funkce f v bodé€ a a znaCime ji f'(a). Zpravidla se pouziva nasledujici zapis

f(®) - f@)

/ :l
S = e

Symbol limp_,, znaci, Ze hodnotu f”(a) obdrzime tak, Ze sledujeme chovani daného vyrazu pro
b jdoucik a.

S ()1 g f(b)
Jfb) = f(a)

f(a)] f(a)

a b a b
OBRAZEK 6. OBRAZEK 7.

2Symbol R znaci mnoZzinu vSech redlnych Cisel.
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S ()1

f(a)1 f(a)1

OBRAZEK 8. OBRAZEK 9.

Situace nemusi byt vZdy tak prehlednd jako v pravé uvedeném piikladu. Funkce totiZ nemusi
v bod€ a te¢nu viibec mit. Podivejte se na ndsledujici dva obrazky, kde takova situace nastava.

f@t -\

f(@)1

OBRAZEK 10. OBRAZEK 11.

Dalsi obrdzek ukazuje pfipad, kdy derivace v bod€ a neni rovna redlnému cislu, ale je rovna
+00. Derivace miiZe byt rovna i —oo. Je-li derivace 400 nebo —oo, pak hovorime o nevlastnich
derivacich. Derivace je vlastni, pokud je rovna redlnému Cislu. V dalsi Casti textu se budeme
pro jednoduchost zabyvat pouze funkcemi, které maji vlastni derivaci v kazdém bodé svého

defini¢niho oboru.
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™

flayp——

|
a

OBRAZEK 12.

2. POCETNI PRAVIDLA PRO DERIVACE

2.1. Derivace elementarnich funkci. Necht’ o € R. UvaZujme konstantni funkci f(x) = «.
Zvolime-li libovolné body a, b € R, a # b, potom obdrZime

fb) - f@) _a—a

= 0.
b—a b—a

Odtud dostavame, Ze derivace funkce f je v bodé a rovna 0, tj. f'(a) = 0.
Uvazujme nyni komplikovanéjsi funkci, konkrétné f(x) = ax + B. Podobné jako v predcho-
zim piipadé pocitejme

fb)—fla@) (eb+p)—(ea+p) alb—a) Y
b—a N b—a  b—a

Zde opét derivacni podil % nezavisi na b, takze mtizeme snadno uzaviit, ze f'(a) = a.
Ukazme si jesté jedno odvozeni vypo&tu derivace funkce a to pro funkci f(x) = x2. Pro
b # a je prislusny podil roven

fb)—fl@) _b*—a’

b—a b—a =bta

Pokud se nyni hodnota b pribliZuje k hodnoté a, bude se hodnota a + b bliZit k 2a. Mame tedy
f’(x) = 2x. Derivace funkce f je tedy napiiklad v bodé 1 rovna 2. Rovnice teCny v bodé
[a, f(a)] ma obecné tvar

y = fl@)(x—a)+ fla).

V nasem pripad¢ ma te¢na ke grafu funkce f vbodé[1, 1] rovnici y = 2(x—1)+1,tj. y = 2x—1.
Na obrazku je graf funkce f a graf pravé vypoctené teCny.
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y=x?

y=2x—1

OBRAZEK 13.

Takto by bylo moZzné pokracovat i v ptipadé dalSich funkci, vypocty by ale byly jiz sloZitéjsi.

Zde jsou uvedeny derivace nékterych dilezitych funkei:

fx) =,
fx) =x,
flx) =e",
f(x) =Inx
f(x) =sinx,
f(x) =cosx,

f(x) =x",neN,
f(x)=x,peR,x >0,

f'(x) =0,
fx) =1,
f'(x) =e”,
f'(x) = 1/x,
f'(x) = cosx,
f'(x) = —sinx,
£y = e,
f'x) = px?7.

Zajimavy je vysledek, ktery fikd, Ze derivace funkce e* je opét e*. Tento fakt neznamena nic
jiného nez, ze smérnice te¢ny ke grafu exponencialni funkce v bod¢ [x, e*] je rovna e*.

2.2. Aritmetika derivaci a derivace slozené funkce. Pro vypocet derivace funkce jsou uZi-
te¢nd nasledujici pravidla, kterd ndm umoZznuji vypocitat derivaci souctu, soucinu a podilu funkci.

Tvrzeni 1. Predpokiddejme, Ze v bodé x € R maji funkce f a g vlastni derivace. Potom plati:

(f +8)(x)= f'(x) +g'(x),

(f8)'(x) = f(x)g'(x) + f'(x)g(x),

(f/g)/(x) — f ('x)g(x)z_ f(x)g ()C)
g2(x)

, pokud g(x) # 0.
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Odvozeni téchto vztaht, zde provadét nebudeme. Ukazme si na konkrétnich prikladech, jak
uvedené vztahy aplikovat pfi vypoctu.

Priklad 2. Zderivujte funkci f(x) = a,x" + ap_1x" ' + -+ a,x + ag, kde a, ..., a, € R.
Reseni. Potitejme podle véty o derivaci souctu:
f'(x) = (@nx") + (an—1x""1) 4 - + (@1x) + (ao)’
=na,x" '+ —Da,_1x" 2 +---4+a, +0.

OJ
Priklad 3. Zderivujte funkci f(x) = e*sinx + 7.
Reseni. Pocitejme
/ 2 2\/
. X , , (x)'(1+x*)—x(1+ x%)
e* sin x + = (¢*)'sinx + e*(sinx)’ +
( ) =@ (sin x) TEwer
. . 1 4+ x%2—2x?
=e'sinx +e cosx + ——————
(1 + x2)?
1 —x2
= e*(sinx + cosx) + ————.
Postupné jsme pouZili pravé uvedend pravidla pro derivovani a také vztahy uvedené v predcho-
zim paragrafu. 0

Dalsim uzite¢nym vzorcem je vztah, ktery ukazuje jak pocitat derivaci slozené funkce.

Tvrzeni 4 (derivace slozené funkce). Necht’ funkce f md vilastni derivaci v bodé yy € R. Necht’
funkce g md vlastni derivaci v bodé xo € R a yo = g(xg). Potom

(f 08)(x0) = f'(yo) - &'(x0)-
VySe uvedené vysledky umoZziiuji pocitat derivaci pro funkce z pomérné rozsahlé tfidy funkci.
Priklad 5. Zderivujte funkci 7 (x) = e"~.

Reseni. Funkce h je sloZenim funkci f(y) = e” a g(x) = sin x. Derivace téchto funkci maji
tvar f'(y) = e” a g’(x) = cos x. Podle predchozi véty potom plati

h’(x) — (esinx)/ — esinx . COS X.

Piiklad 6. Zderivujte funkci /: (0, 00) — R definovanou piedpisem z(x) = x*.

Reseni. Funkci h nemiZeme derivovat ani jako polynom (exponent neni konstantni), ani jako
funkci exponencialniho typu (zdklad neni konstantni). Je ale moZné postupovat nasledovné.

1
B(x)=(x*) = (") =" (xInx) =x" - (Inx +x-—) =x"-(Inx + 1).
X
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3. POUZITI DERIVACI

3.1. Hledani extrému funkci. Jednou z duilezitych tdloh, ve kterych se derivace pouzivaji, je
hledani extrému funkci. Nésledujici tvrzeni ukazuje jaky je vztah mezi znaménkem derivace a
monotdnii funkce.

Tvrzeni 7 (znaménko derivace a monotonie). Necht' f md v kazdém bodé intervalu (a, b) deri-
vact.

e Je-li f'(x) > 0 provSechna x € (a,b), pak f je rostouci na (a,b).
o Je-li f'(x) <0 provsechna x € (a,b), pak f je klesajici na (a, b).
e Je-li f'(x) > 0 provsechna x € (a,b), pak f je neklesajici na (a, b).
e Je-li f'(x) <0 provsechna x € (a,b), pak f je nerostouci na (a, b).

Nasledujici obrazek ilustruje pfedchozi tvrzeni. Porovnejte intervaly monoténie funkce f s
intervaly, kde derivace neméni znaménko.

OBRAZEK 14.

Uved’ 'me jesté jedno tvrzeni uzite¢né pii hledani extrému funkce.

Tvrzeni 8 (nutnd podminka lokdlntho extrému). Necht’ xo € R je bodem lokdlniho extrému
funkce f. Jestlize existuje f'(xq), pak je f'(xo) = O.

Pravé uvedenému tvrzeni je tieba spravné rozumét. Pokud ma funkce v néjakém bodé€ nulovou
derivaci, pak to jeSté¢ neznamend, Ze je v tomto bodé lokdlni extrém funkce. Podivejte se na
nasledujici obrazek, kde v bodech a, b, ¢ je derivace nulov4, ale pouze v bodech a, ¢ ma funkce
f lokdlni extrémy. V bod¢ b extrém neni.
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OBRAZEK 15.

Piiklad 9. Naleznéte lokdlni extrémy funkce f(x) = x> + 2x? + 2x.

Reseni. Uréime nejprve derivaci uvaZované funkce:
f'(x) = x> +3x + 2.
V dal8im kroku vyfeSenim kvadratické nerovnice uréime, kde je derivace kladnd a kde zdporna:
f'(x) >0 < x € (—o00,—2) U (-1, 00),
f'(x) <0 xe(=2,-1).
Funkce je tedy rostouci na intervalech (—oo, —2), (—1,00) a klesajici na intervalu (-2, —1).

Diky spojitosti funkce f pak dostivdme, e f md v —2 a —1 lokalni extrémy. Zadné dalsi
extrémy funkce nema.

OBRAZEK 16.
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O

Derivace mohou byt pouZity i k diikazu nékterych nerovnosti, jak ukazuje nasledujici priklad.

Priklad 10. Necht’ a,b € (0,00), p,q € (1,00), 1/p + 1/g = 1. Potom plati
a? b4
ab < — + —.
P q
Diikaz. Necht b > 0. Definujme pomocnou funkci ¢: (0, 00) — R predpisem
x? b4
o(x) = — + — — xb.
p q

Pro derivaci funkce ¢ plati
@' (x) = xP"1 —b, x > 0.
Podivejme se nyni na znaménko derivace funkce ¢. Zde plati

¢'(x) <0< x € (0,bYP7D)
¢'(x) >0 e xe (/P ),
¢'(x) =0 x = b7V,

To tedy znamend, Ze funkce ¢ je na intervalu (0, b/ (P~D) klesajici a na intervalu (b= o0)

rostouci. Odtud a ze spojitosti funkce ¢ vyplyvé, Ze ¢ nabyvd v bodé x = b'/@~D gyého
minima. Dile plati ¢(b'/(P~1D) = 0. Odtud tedy plyne, Ze ¢(x) > 0 pro kazdé x € (0, o), cozZ
dokazuje nas$i nerovnost. O

3.2. Malthusav popula¢ni model. Pro Newtona byly v jeho vyzkumu hlavni motivaci fyzi-
kalni problémy. Existuje obrovské mnozstvi fyzikélnich tloh, které pracuji s pojmem derivace.
Fyzika ale neni jedinou disciplinou, kterd ve svych modelech pouZiva derivace. Podobné je tomu
napiiklad v chemii nebo ekonomii. My si na zavér ukdZeme dva modely z biologie.

Uvazujme néjakou izolovanou populaci, necht’ p(t) je pocet jedinctli této populace v Case .
Slovem izolovand minime, Ze nedochdzi ke st¢hovani z a do vnéjSiho svéta. Takovou populaci
miZe byt napiiklad kultura bakterii ve zkumavce. Predpokladejme, Ze pfirtistek populace v krat-
kém Case je pfimo umérny velikosti populace (tj. pocCet bakterii, které se rozd€li je pfimo imérny
jejich celkovému poctu, eventudlné pocet narozenych déti je pfimo umérny poctu obyvatel). To
znamena, Ze existuje konstanta a > 0, Ze prirtstek Ap za kratky Casovy tsek At je priblizné
roven a - p - At. Pokud At — 0, pak % — p’. Tato pfiblizna Gvaha vede na rovnici
(1) p =a-p.

Zde jde o tzv. diferenciélni rovnici. Hleddme funkci p, kterd by vyhovovala rovnici (1). Vyklad

metody, jak nalézt vSechna reSeni takové rovnice, jiz pfesahuje rdmec tohoto textu. Uved me tedy
bez odvozeni, Ze feSeni maji tvar

2) p() = p(0)-e”.
Neni ov§em obtiZné ovérit, Ze funkce tvaru (2) opravdu fesi (1). Pocitejme

p'(t) = p(0)ae® = ap(t).
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Protoze jde o populaci, ma smysl jen pripad, kdy p(0) > 0, a navic nds zajima vyvoj predevsim
do budoucna, tj. pro ¢ > 0. Néktera feSeni (pro a = 1 a rizné hodnoty p(0)) jsou zndzornéna na
obréazku.

<
(%))

OBRAZEK 17. Malthustiv popula¢ni model

Samozfejmé, Ze se mizeme divat i do minulosti, tj. ptat se, jak velka byla populace pred
hodinou ¢i pred deseti lety. I to se mizeme dovédét z naseho feseni.

3.3. Logisticky populacni model. Ukazuje se, Ze Malthusiv model dobfe popisuje skute¢nost,
pokud populace nenf pfilis§ velka (Ci presnéji prilis hustd). V hustych populacich se objevuje dalsi
faktor — konkurence. Tato skutecnost se projevi zpomalenim rtstu. Proto zahrneme do rovnice
dalsf ¢len, ktery bude pifmo imé&rny moZnému podtu stfetd, tj. p2. To vede k diferencidlni rovnici

3) p' =ap—bp>

kde a, b jsou kladné parametry. Parametr b byva obvykle velmi maly vici a. Tentokrat ma feSeni
populacniho modelu tvar

_ ap(0)
bp(0) + (a —bp(0)e=""

p(1)

Tento vzorec opét ukazuje vyvoj populace v zavislosti na pocateCnim stavu. Néktera feSeni (pro
rizné hodnoty p(0) aproa = 1, b = 1/10) jsou zndzornéna na nésledujicim obrazku.
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0 5 10

OBRAZEK 18. Logisticky populacni model

V tomto modelu je chovéni feSeni komplikovanéjsi. Pokud je velikost populace v Case 0 rovna
a/b, potom je p(t) = a/b pro vSechna ¢t > 0. V tomto piipadé se tedy populace nachazi
v rovnovdzném stavu.

Pokud je ale pocatecni stav populace mensi nez a/b, potom populace roste a limitné se blizi
k rovnovazné hodnoté. Na obrazku vidime porovndni Malthusova a logistického modelu. Pro
malé (¢i presnéji nepfili§ husté) populace tyto dva modely priblizné souhlasi.

0 5 10

OBRAZEK 19. Srovnani populacnich modeld
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Pokud je pocatecni velikost populace vétsi nez a/b, potom populace klesa k rovnovazné
hodnoté. K témto zavérim muzZeme ale dospét i bez toho, Ze bychom nasi diferencidlni rov-
nici explicitné vyftesili. Lze totiZ postupovat také tak, Ze zkoumdme znaménko derivace. Je-li
p(t) € (0,a/b) pro jisté t > 0, pak ap(t) — bp?(t) > 0, a tedy p’(t) > 0. Podobné je-li
p(t) > a/b,pak ap(t) — bp?(t) <0, atedy p'(¢) < 0.

Na zavér tohoto oddilu uved’me pro zajimavost, Zze v piipadé prvoka trepky velké (parame-
cium caudatum), ktery patii mezi nélevniky, jsou konstanty v logistickém modelu (za jistych
podminek) rovny a = 2.309, b = a/375.°

e

OBRAZEK 20. Trepka velka
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—_—

. Spoctéte derivaci funkce f(x) = x2 + x*.

\S)

. Spoctéte derivaci funkce f(x) = e* sinx.

W

. NapiSte rovnici tecny ke grafu funkce f(x) = sinx v bodé [%, % 3].
4. Naleznéte maximum funkce f(x) = %x3 + %xz + 2x + 1 naintervalu [-2, 3].

5. Napiste feSeni diferencidlni rovnice y’ = y spliiujici po¢dte¢ni podminku y(0) = 2.

RESENI
1. f'(x)=2x+4x3, x € R
2. f/(x) =e*sinx +eXcosx,x € R
3.yr—>%(x—%)+% 3, x€eR

4. Funkce f je polynom, takZe nabyva na intervalu [—2, 3] svého maxima. Po jeji derivaci plati
f'(x) = x? 4 3x + 2. Derivace f je rovna nule v bodech —2 a —1. Oba tyto body patif do intervalu
[—2, 3]. Maxima se tedy musi nabyvat v nékterém z téchto bodl nebo v krajnich bodech intervalu
[—2, 3]. Porovndnim funk¢nich hodnot zjistime, Ze maxima se nabyva v bodé 3 a f(3) = %.

5. ReSenim je funkce y(x) = 2e*. (Tvar feSeni rovnice y’ = y byl uveden v pfednésce.)



