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Motivace

Uloha 1.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
X* 4y’ 4+z=2,
v+ 22+ x=2,
Z2+xP+y=2.



Uvod

Co bychom tak mohli s soustava délat?

1.

© N o s WD

Dosadit

Seclist nebo odetist

Upravit na ¢tverce

Rozlozit na soudin

Odhadnout to n&jakou zndmou nerovnosti - (K)AG(H), CS
PYedstavit si, co se tam tak d&je geometricky (analytika)
Podivat se, co se dé&je v extrémnich bodech

Udélat n&jakou hezkou/divnou substituci



Zname nerovnosti - (K)AG(H)

Ukazme, Ze pro kladna a, b, plati

32-5b2 > a-gb >

o =
Jr

I o



Zname nerovnosti - (K)AG(H)

Ukazme, Ze pro kladna a, b, plati

a2+ b? at+b / 2
> > > > ab > 141
=K =A =G =H

Je moZné rozsi¥it analogicky roziifit na vice prvki (viz dal¥i slide).
Pojd' me to tedy vy¥edit pro AG (analogicky pro ostatni).



Zname nerovnosti - (K)AG(H)

Ukazme, Ze pro kladna a, b, plati

I S C T -

o =

I
I ol

Je moZné rozsi¥it analogicky roziifit na vice prvki (viz dal¥i slide).
Pojd' me to tedy vy¥edit pro AG (analogicky pro ostatni).

a;rbZ b

a+b>2Vab
(a+ b)* > 4ab
a> +2ab+ b > 4ab
a’ + b® > 2ab
(a—b)>>0




Uvodni piklady

Uloha 2.
Pro kladnd a, b ukazte, Ze § + g > 2.



Uvodni piklady

Uloha 2.
Pro kladnd a, b ukaZte, Ze %—i-g > 2.

a b
— 4+ >0
b+a_

a2—|—b222ab~-



Uvodni piklady

Uloha 3.
Pro kladnd a, b, ¢ ukaZte, 7e a2 + b? + ¢2 > ab + bc + ca.



Uvodni piklady

Uloha 3.
Pro kladnd a, b, ¢ ukaZte, 7e a2 + b? + ¢2 > ab + bc + ca.

22+ b>+c®>>ab+ bc+ca
2a% + 2b% + 2¢? > 2ab + 2bc + 2ca
(a—b)?+(b—c)’+(c—a)3*>0



Bonus

Uloha (KAGH nerovnost)

o\ NG ~ s Vi 2 2 2
MiZeme n&jak uspotadat tyto vyrazy? |/ Z+2te  atbic /apc,
Stete

w

Sl

UkaZme, Ze pro kladna a, b, ¢ plati

2 2 2
/a+%+c > a+§+c > ¥ ab

¢ 2 i

a rovnost nastava, pravé kdyZz a=b = c.

DokaZeme postupné.



Bonus
AG nerovnost. Pro dvé& proménné:

(V3 VoY
a+b—2vVab>0,
2
Pro &tyfi proménné:
atbtctd P+ \/ + Ved
4
> \/Vab = Vabcd.

Pro t¥i prom&nné, necht m = 2b+¢:

3
b b o—
m_a+ +c:a+ +c—|—m> ~bem

m_\/7_3/m 3abcm \/QT




Bonus

GH nerovnost. Aplikujeme AG na (%, %, %)

1 1 1
i+t 1111
C

> 3/Z. 2.2 = ,
3 ~Va b v/ abc
3
T 1 S Vabe
atete

KA nerovnost. Ekvivalentn& (mame nezdporné vyrazy) upravime:

a2 + b? + 2 Latbre
3 - 3 ’

3(2+ b +cH)>(atb+c)=
= (a® + b? + c?) + 2(ab + bc + ca),
2>+ b%>+c® > ab+ bc + ca.

To je ale jen soutet AG pro (a°, b?), (b%, c?), (c?, a%).



Zname nerovnosti - CS

Pro kazdé dvé n-tice a1, ..., a, € a by, ..., b, € plati
(af + -+ a) (b + -+ b3) > (arby + - - + a,bp)?

Rovnost nastdva pravé tehdy, kdyZz a; = Aby, ..., a, = Ab,.



Zname nerovnosti - CS

Uloha 4.

Pro kladna redlnad a; dokazte

1

(a4 b a4+

1



Zname nerovnosti - CS

Uloha 5.

Pro kladna redlna a; dokaZzte

n(ai+---+ay) > (ar+-+ap)’



Zname nerovnosti - CS

Uloha 5.

Pro kladna redlna a; dokaZzte

n(ai+---+ay) > (ar+-+ap)’

(24t 12 o 22) > (oo + an)?



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥edte (cyklickou) soustavu rovnic
x? 41 =2y,
y2+1=2x.



Uvod

Co bychom tak mohli s soustava délat?

1.

© N o s WD

Dosadit

Seclist nebo odetist

Upravit na ¢tverce

Rozlozit na soudin

Odhadnout to n&jakou zndmou nerovnosti - (K)AG(H), CS
PYedstavit si, co se tam tak d&je geometricky (analytika)
Podivat se, co se dé&je v extrémnich bodech

Udélat n&jakou hezkou/divnou substituci



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic

x> 41 =2y,
y2+1=2x.



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x> 41 =2y,
y2+1=2x.

y = %(x2+1)



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x> 41 =2y,
y2+1=2x.

y = %(x2+1)

2 1 2

<X2+ > 11 =2x
x*+2x2 - 8x+5=0

(x —1)2(x*+2x+5)=0

(x;y) =(1;1)



Soustavy
Uloha 6.
V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic

x> 41 =2y,
y24+1=2x.



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
+1= 2y,
y24+1=2x.

x? —y? =2y —2x
(x =y)(x+y)=2(y —x)
(x=y)x+y)+2(x—y)=0
(x—y)x+y+2)=0



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
+1= 2y,
y24+1=2x.

x? —y? =2y —2x
(x =y)(x+y)=2(y —x)
(x=y)x+y)+2(x—y)=0
(x—y)x+y+2)=0



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
+1= 2y,
y24+1=2x.

x? —y? =2y —2x
(x =y)(x+y)=2(y —x)
(x=y)x+y)+2(x—y)=0
(x—y)x+y+2)=0

Dx=ya2)x+y+2=0&y=—x-2



Soustavy
Uloha 6.
V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic

x> 41 =2y,
y24+1=2x.



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
+1= 2y,
y24+1=2x.

x? —y? =2y —2x
(x =y)(x+y)=2(y —x)
(x=y)x+y)+2(x—y)=0
(x—y)x+y+2)=0



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
+1= 2y,
y24+1=2x.

x? —y? =2y —2x
(x =y)(x+y)=2(y —x)
(x=y)x+y)+2(x—y)=0
(x—y)x+y+2)=0



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
+1= 2y,
y24+1=2x.

x? —y? =2y —2x
(x =y)(x+y)=2(y —x)
(x=y)x+y)+2(x—y)=0
(x—y)x+y+2)=0

Dx=ya2)x+y+2=0&y=—x-2



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥edte (cyklickou) soustavu rovnic

x2+1:2y,
y2+1=2x.



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥edte (cyklickou) soustavu rovnic
x> +1= 2y,
y2+1=2x.

(X2+1)+(y2+1)—2y+2x
(x®—2x+1)+(?-2y+1)=
2

(x—12+(y—-1)=0



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥edte (cyklickou) soustavu rovnic
x> +1= 2y,
y2+1=2x.

(X2+1)+(y2+1)—2y+2x
(x®—2x+1)+(?-2y+1)=
2

(x—12+(y—-1)=0



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic

x? 41 =2y,
y2+1=2x.



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x2+1=2y,
y2+1=2x.

Kladna ¢&isla?



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x2+1=2y,
y2+1=2x.

Kladna ¢&isla? AG?



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x2+1=2y,
y2+1=2x.

Kladna ¢&isla? AG?

o2x < x24+1=2y,
2y <y*41=2x.



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x2+1=2y,
y2+1=2x.

Kladna ¢&isla? AG?

o2x < x24+1=2y,
2y <y*41=2x.

X>y>x



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x2+1=2y,
y2+1=2x.

Kladna ¢&isla? AG?

o2x < x24+1=2y,
2y <y*41=2x.

X>y>x

X=y



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic

x> 41 =2y,
y24+1=2x.



Soustavy

Uloha 6.

V oboru redlnych &isel ¥este (cyklickou) soustavu rovnic
x2+1=2y,
y24+1=2x.

Obrazkém?



Paraboly




Soustavy

Uloha 7.

V oboru redlnych &isel vyFeSte soustavu rovnic

x> —3y+4+3=z,
y? —3z44=x,
22 —3x+5=y.



Soustavy

Uloha 7.

V oboru redlnych &isel vyFeSte soustavu rovnic

x> —3y+4+3=z,
y? —3z44=x,
22 —3x+5=y.

Rozdil?



Soustavy

Uloha 7.

V oboru redlnych &isel vyFeSte soustavu rovnic

x> —3y+4+3=z,
y? —3z44=x,
22 —3x+5=y.

Rozdil? Sou&et?



Soustavy

Uloha 7.

V oboru redlnych &isel vyFeSte soustavu rovnic

x> —3y+4+3=z,
y? —3z44=x,
22 —3x+5=y.

Rozdil? Sou&et?

(P —ax+4)+ (Y —dy +4)+ (22 —4z+4) =0
(x=2+(y—2)°+(z-2?*=0



Soustavy

Uloha 8.
V oboru nezdpornych redlnych &isel vyfeste (cyklickou) soustavu
rovnic

a+b=c?

b+c=d?

c+d=¢é

d+e=a,

e+a= b



Soustavy

Uloha 8.
V oboru nezdpornych redlnych &isel vyfeste (cyklickou) soustavu
rovnic

a+b=c?

b+c=d?

c+d=¢é

d+e=a,

e+a= b’

Co ten extremalni princip?



Soustavy

Oznatme K = max{a, b, ¢, d, e} a analogicky
L =min{a, b,c,d, e}.



Soustavy

Oznatme K = max{a, b, ¢, d, e} a analogicky
L =min{a, b,c,d, e}.

KP=xi+xp1 <K+K=2K L>=xi+x41>L+L=2L



Soustavy

Oznatme K = max{a, b, ¢, d, e} a analogicky
L =min{a, b,c,d, e}.

KP=xi+xp1 <K+K=2K L>=xi+x41>L+L=2L

K(K—2)<0 L(L—2)>0



Soustavy

Oznatme K = max{a, b, ¢, d, e} a analogicky
L =min{a, b,c,d, e}.

KP=xi+xp1 <K+K=2K L>=xi+x41>L+L=2L

K(K—2)<0 L(L—2)>0

Co kdyZ je jedno nula?



Soustavy

Oznatme K = max{a, b, ¢, d, e} a analogicky
L =min{a, b,c,d, e}.

KP=xi+xp1 <K+K=2K L>=xi+x41>L+L=2L

K(K—2)<0 L(L—2)>0

Co kdyZ je jedno nula?



Soustavy

Uloha 9.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic

xX+y+z=3,
x4 y? 22 =3.

(9)
(10)



Soustavy

Uloha 9.
V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
xX+y+z=23, (9)
X2 +y? 422 =3 (10)

X2 —2x+14y? =2y +1+22—-224+1=0
(x =12+ (y-1P2+(z-1)*=0



Soustavy
Uloha 9.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic

x+y+z=3,
x*+y? 422 =3

(11)
(12)



Soustavy
Uloha 9.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic

x+y+z=3,
x*+y? 422 =3

Co geometrie?

(11)
(12)



Soustavy
Uloha 9.

V oboru redlnych C&isel ¥este soustavu rovnic

x+y+z=3,
X*+y? 422 =3.

Co geometrie?

(11)
(12)



Soustavy

Uloha 9.

V oboru redlnych &isel ¥eSte soustavu rovnic

x+y+z=3
X +y?4 22 =3

(13)
(14)



Soustavy

Uloha 9.

V oboru redlnych &isel ¥eSte soustavu rovnic

x+y+z=3
X +y?4 22 =3

Co nerovnosti?

(13)
(14)



Soustavy

Uloha 9.

V oboru redlnych &isel ¥eSte soustavu rovnic

x+y+z=3
X +y?4 22 =3

Co nerovnosti? Co CS?

(13)
(14)



Soustavy

Uloha 9.
V oboru redlnych &isel ¥eSte soustavu rovnic
X+y+z=3, (13)
P +y?+ 22 =3 (14)

Co nerovnosti? Co CS?

(C+y?+2) (1P +17P4+1%) > (x+y + 2)°



Soustavy

Uloha 9.
V oboru redlnych &isel ¥eSte soustavu rovnic
X+y+z=3, (13)
P +y?+ 22 =3 (14)

Co nerovnosti? Co CS?
(C+y* +22) 1P+ 12+ 1%) > (x+y + 2)°

Co z toho plyne?



Soustavy

Uloha 9.
V oboru redlnych &isel ¥eSte soustavu rovnic
X+y+z=3, (13)
P +y?+ 22 =3 (14)

Co nerovnosti? Co CS?
(C+y* +22) 1P+ 12+ 1%) > (x+y + 2)°

Coztohoplyne? x=XA-1,y=XA-1,z=XA-1



Soustavy

Uloha 9.
V oboru redlnych &isel ¥eSte soustavu rovnic
X+y+z=3, (13)
P +y?+ 22 =3 (14)

Co nerovnosti? Co CS?
(C+y* +22) 1P+ 12+ 1%) > (x+y + 2)°

Coztohoplyne? x=XA-1,y=XA-1,z=XA-1
x=y=z=1.



Soustavy
Uloha 10.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
4 2
X'+ y°+4=>5yz,

y*+ 2% + 4 =b5zx,
z* 4+ x% + 4 = 5xy.



Soustavy
Uloha 10.
V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
x* +y? 4+ 4 =5yz,
y4—|—22—|—4:5zx,
A xP 4= 5xy.

Co nerovnosti?



Soustavy
Uloha 10.
V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
x* +y? 4+ 4 =5yz,
y4—|—22—|—4:5zx,
A xP 4= 5xy.

Co nerovnosti? Co AG?



Soustavy
Uloha 10.
V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
x* +y? 4+ 4 =5yz,
y4—|—22—|—4:5zx,
A xP 4= 5xy.

Co nerovnosti? Co AG?
x4 >2VxA 4= 4x°



Soustavy

Uloha 10.
V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic

x* +y? + 4 =5yz,

y*+ 2% + 4 =b5zx,
z* 4+ x% + 4 = 5xy.

Co nerovnosti? Co AG?

XY 4> 2VXA 4 = 4x°P

4x* +y? < x* +y? +4=5yz,
4y? + 22 < y* + 7% + 4 =52z,
422 4+ x® < z2* + x* + 4 = 5xy.



Soustavy
Uloha 10.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
4 2
X'+ y°+4=>5yz,

vyt + 22 44 =5zx,
2* 4+ X% + 4 =5xy.



Soustavy
Uloha 10.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic

x* +y? + 4 =5yz,
y* 4+ 2% +4 =5zx,
z4+X2+4:5xy.

4% +y? <x* +y? + 4 =5yz,
4y2+z2§y4+22+4:52x,
422 4 x® < 72* + x> + 4 = 5xy.



Soustavy
Uloha 10.
V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
x* +y? + 4 =5yz,
vyt + 22 44 =5zx,
A4 x244= 5xy.

4% +y? <x* +y? + 4 =5yz,
4y2+z2§y4+22+4:52x,
422 4 x® < 72* + x> + 4 = 5xy.

5x2 4 5y? + 522 < bxy + 5yz + 5zx
X2+y2+22§xy—|—yz—|—zx



Soustavy

Uloha 11.

Necht a, b, ¢, d, e jsou redlna &isla, kterd vyhovuji rovnicim

at+b+c+d+e=38
P+ +P+d>+e2=16



Soustavy

Uloha 11.

Necht a, b, ¢, d, e jsou redlna &isla, kterd vyhovuji rovnicim

at+b+c+d+e=38
P+ +P+d>+e2=16

Co ten CS jako minule?



Soustavy

Uloha 11.

Necht a, b, ¢, d, e jsou redlna &isla, kterd vyhovuji rovnicim

at+b+c+d+e=38
P+ +P+d>+e2=16

Co ten CS jako minule?

(P+12+ 12+ 1)+ B2+ 2+ d?) > (a+ b+ c+d)?



Soustavy

Uloha 11.

Necht a, b, ¢, d, e jsou redlna &isla, kterd vyhovuji rovnicim

at+b+c+d+e=38
P+ +P+d>+e2=16

Co ten CS jako minule?

(P+12+ 12+ 1)+ B2+ 2+ d?) > (a+ b+ c+d)?

416 —e*) > (8—e)®  e(5e—16) <0



Soustavy

Uloha 11.

Necht a, b, ¢, d, e jsou redlna &isla, kterd vyhovuji rovnicim

at+b+c+d+e=38
P+ +P+d>+e2=16

Co ten CS jako minule?

(P+12+ 12+ 1)+ B2+ 2+ d?) > (a+ b+ c+d)?

416 —e*) > (8—e)®  e(5e—16) <0

0<e<i



Soustavy

Uloha 11.

Necht a, b, ¢, d, e jsou redlna &isla, kterd vyhovuji rovnicim
atb+ct+d+e=38
P+ b+ +d? e =16

Co ten CS jako minule?

(P+12+ 12+ 1)+ B2+ 2+ d?) > (a+ b+ c+d)?

416 —e*) > (8—e)®  e(5e—16) <0

0<e< P (abecde)=(33558%)



Soustavy

Uloha 12.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
(x+y) =z
(v +2)° =x,
(z4+x)3=y.

(15)
(16)
(17)



Soustavy

Uloha 13.

V oboru redlnych &isel YeSte soustavu rovnic
X* 4y’ 4+z=2,
v+ 22+ x=2,
Z+xP+y=2.

(18)
(19)
(20)



Zdroje

» Cauchy-Schwarzova nerovnost
» Zdolavani nerovnosti
» Soustavy rovnic a délitelnost


https://prase.cz/library/CauchySchwarzAS/CauchySchwarzAS.pdf
https://prase.cz/archive/29/9.pdf
https://kag.upol.cz/ucitprir/texty/MetResSousAR_JS.pdf

	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	
	


