Domace kolo A: dlohy 2, 4, 5

Jozef Rajnik, 22. 10. 2021

Uloha 4 — stistavy rovnic

Uloha 1 (D3, MO 69-A-1I-1). Najdite vietky redlne rieSenia stistavy rovnic

+ 2z =1,
x+y
+x =1,
Y+ z
=1.
z+x+y

Uloha 2 (N2). V tlohe 4 mame v obore realnych &isel riesit sistavu rovnic

:cy+1:z2,
yz 42 =22,
2z +3 =y

Dokézte, ze z prvych dvoch rovnic vyplyva, Ze ¢isla z — x a © + y 4 z st rdézne od nuly.
Uloha 3 (N1b). V obore realnych &isel vyrieste ststavu

3zy — 10 = 222,
2zy + 15 = 3y

Uloha 2 — LichobeZniky, pomery, rovnol'ahlost

Uloha 4 (N1). Dokézte, ze dotyénice vedené z bodu A ku kruznici so stredom O st stimerne zdruZzené
podla priamky OA.

Uloha 5 (N2). Dokazte, ze v l'ubovolnom lichobeZniku je spojnica stredov jeho ramien rovnobezné s
jeho zakladiami.

Uloha 6 (N3). Uhlopriecky lichobeznika ABCD so zéakladiiami AB a C'D sa pretinaja v bode P a
priamky AD, BC v bode Q. Dokézte, ze stredy zakladni AB, CD lezia na priamke PQ.

O rovnolahlosti si méZete pozriet prednasku z Online letnej koly Trojstenu:
https://www.youtube.com/watch?v=ms3sIT4ckaA.


https://www.youtube.com/watch?v=ms3sIT4ckaA

Uloha 5 — Svrékov bod

Ako ukazovat, Ze sa tri priamky (prip. iné tri objekty) pretinajt v jednom bode?

e Zobrat si prieseénik dvoch priamok a ukazat, Ze nim prechadza aj tretia priamka.

e Ukazat, Ze dané tri priamky st nejaké tri zndme priamky, o ktorych vieme, Ze sa v jednom bode
pretinaju (vysky, osi uhlov, osi stran, taznice, chordaly, symediény, ...).

Tvrdenie 1 (O asekovom uhle). Nech ABC' je trojuholnik vpisany do kruZnice k a T bod doty¢nice
kruznice kv bode B v polrovine opa¢nej k polrovine BC'A. Potom plati |[<T'BC| = |<BAC|. (Uhol
TBC je tzv. tdsekovy uhol prisluchajuci tomu obliku BC' kruznice k, ktory neobsahuje bod A.)

Tvrdenie 2 (O Svrékovom bode). V Tubovolnom trojuholniku ABC' os uhla BAC, os strany BC' a
kruznica opisana trojuholniku ABC' prechadzaju jednym bodom.

Tento spolo¢ny bod sa nazyva Svrckov bod (prislichajici k vrcholu A). Naj¢astejSia sa zvykne definovat
ako stred oblika BC kruznice opisanej, ktory neobsahuje bod A.

Tvrdenie 3 (O troch prstoch). V trojuholniku ABC oznacéime I stred vpisanej kruznice a S Svrekov
bod prisluchajuci bodu A. Dokézte, ze |SB| = |SI| = |SC|.

Tvrdenie 4. Nech BC je tetiva kruznice k a S stred oblika BC. Potom BS je osou tusekového uhla
tetivy BC' s doty¢nicou v bode A.

(Pozndmka. Na toto turdenie sa vieme pozerat ako na limitny pripad turdenia o Svrckovom bode — akoby
sme mali trojuholnik BBC vpisany do kruznice k), ktorého prvy a druhy bod splyvaji. Za jeho stranu
BB tak povazujeme dotycnicu ku kruznici k v bode B.

Uloha 7. Dokaite, 7e SpS. je osou strany Al
Uloha 8. Dokazte, 7e I je prieseénik vysok trojuholnika S,S,S.

Uloha 9 (IMO 2006, tloha 1). Nech ABC' je trojuholnik so stredom vpisanej kruznice I. Vnttri
trojuholnika ABC' lezi bod P, pre ktory plati

|<PBA|+ |<PCA| = |<PBC|+ |<PCB|.
Ukézte, ze plati |AP| > |AI|, pricom rovnost nastava prave vtedy, ked P = I.
Dalsie zaujimavé materialy:
e O Svrekovom a jeho kolegovi AntiSvrékovom bode pozri PraSe seridl Geometrie Trojuholnika
(str. 29 n.): https://prase.cz/archive/36/serial.pdf
e Mocnost bodu ku kruznici, Online letné skola Trojstenu: od pomalého tivodu k naroénym tloham:
https://www.youtube.com/watch?v=9JhA9sQ5F78
Aplikidciu mocnosti a chordal si mézete vyskusat v nasledovnej tlohe.

Uloha 10 (MO 63-A-II1-5). Dany je ostrouhly trojuholnik ABC. Ozna¢me k kruznicu s priemerom
AB. Kruznica, ktora sa dotyka osi uhla BAC v bode A a prechadza bodom C, pretina kruznicu k v
bode P, P # A. KruZnica, ktora sa dotyka osi uhla ABC v bode B a prechadza bodom C, pretina
kruznicu k v bode @, Q # B. Dokézte, ze priesecnik priamok AQ a BP lezi na osi uhla AC'B.


https://prase.cz/archive/36/serial.pdf
https://www.youtube.com/watch?v=9JhA9sQ5F78
https://skmo.sk/dokument.php?id=1071

Korespondenc¢né seminare

Ak sa chcete zlepsit v rieSeni tloh, ktoré vas mozu ¢akat na MO, odporuc¢ame Vam zapojit sa do
korespondencénym seminarov:

e PraSe (Prazsky seminar): https://prase.cz/

o KMS (Slovensky seminar): https://kms.sk/

o KS (éesko—slovensky seminér zamerany hlavne pre tych, ¢o maju ambicie zic¢astnit sa medzina-
rodnych olympiadach): https://iksko.org/

e Hocijaké iné daldie seminare, prip. iné sutaze, kurzy, ... sta¢i hladat.


https://prase.cz/
https://kms.sk/
https://iksko.org/

