3. Kolik trojmistnych ¢isel ma tu vlastnost, ze vyskrtnutim nékteré cislice dostaneme
dvojmistné ¢islo, které je druhou mocninou néjakého celého ¢isla? (Zapisy typu 07
nepovazujeme za dvojmistna ¢isla.) (Tomds Bdrta, Tomas Jurik)

Reseni. Oznac¢me ¢dislici, kterou z hledaného trojmistného ¢isla Skrtame, jako x
a vysledné dvojmistné ¢islo jako ab (a # 0). Dvojmistna éisla, kterd jsou druhymi
mocninami celych ¢isel, jsou pouze ¢isla z mnoziny

M = {16, 25, 36, 49, 64, 81}.

Pokud jsme vyskrtli prvni éslici, tedy z ¢isla zab jsme dostali éislo ab, hodnota &islice
muze byt od 1 po 9 (puvodni ¢islo je trojmistné, proto x # 0). Takovych ¢isel je 9 - 6,
protoze mame 9 moznosti pro &islici z a 6 moznosti pro éslo ab z mnoziny M. Pokud jsme
vyskrtli prostfedni nebo posledni ¢islici, mame v obou ptipadech 10 - 6 moznosti, nebot
¢islice = muze byt v téchto pfipadech libovolna od 0 do 9. Celkové to je (9 + 10 + 10) - 6 =
= 174 moznosti, kterymi miizeme z néjakého trojmistného c¢isla dostat dvojmistné cislo
z mnoziny M.

Uloha se ale pté na podet trojmistnych ¢isel a my jsme néktera éisla mohli zapodcitat
vicekrat. Jedno ¢islo mtzeme zapocitat nejvyse trikrat, protoze mame pouze tfi moznos-
ti, kterou cislici vyskrtneme. Prozkoumejme nejprve, kolik ¢isel jsme zapocitali dvakrat,
jako napriklad c¢islo 116, v némz dvéma moznostmi mtzeme vyhovujicim zptisobem
skrtat cifry (prvni a prostfedni).

Dvakrat jsme mohli zapoéitat pouze ¢isla tvaru aab, abb nebo takové ¢&islo abce
s riiznymi éislicemi, ze dvé z vyslednych ¢isel ab, @, be lezi v mnoziné M. Protoze kazdé
¢islo ab z mnoziny M mé rizné &islice, je z néj mozné vytvorit dvé takova ¢isla — aab
a abb. Téchto ¢isel je dohromady 6 - 2. Cisel typu abe je 6, nebot to jsou ta &isla, ktera
ve svém zapisu obsahuji dvé rtizna ¢isla z mnoziny M se spole¢nou ¢islici, a postupnym
probranim takovych dvojic z M zjistime, ze jde o ¢isla 816, 649, 136, 316, 164 a 364.

Nyni jesté ukdZeme, Ze jsme zadné c¢islo nemohli zapocitat trikrat, tj. ze bychom
po vyskrtnuti libovolné jeho c¢islice dostali néjaké ¢islo z mnoziny M. K tomu si staci
uvédomit, Ze jedinymi kandidaty na trojnasobné zapocitani je 18 ¢isel nalezenych v pred-
chozim odstavci, nacez vyskrtanim cislic zjistime, Ze Zadné z nich nevyhovuje. Anebo
muzeme neexistenci takového trikrat zapocteného c¢isla dokézat sporem:

Pfipustme existenci ¢isla def (nékteré jeho éislice mohou byt stejné) s vlastnosti,
7e Cisla de, ef i df lezi v mnoziné M. Cislice d a e se nemohou rovnat, protoze ¢islo de
se dvéma stejnymi ¢islicemi se v mnoziné M nenachazi. Tedy dvé rtzné ¢isla ef a df
z mnoziny M maji posledni ¢islici stejnou, coz jak vidime, mtze byt pouze cislice 6.
Jedinou moZnosti v tom p¥ipadé je, ze ¢isla ef a df jsou v néjakém potadi ¢isla 16 a 36.
Nakonec by &islo de muselo byt 13 nebo 31, ani jedno vSak do mnoziny M nepatii. Zadné
¢islo jsme tedy nemohli zapocitat tiikrat.

Hledany pocet cisel je 174 — 12 — 6 = 156.

Jiné feSeni. Dvojmistna c¢isla, kterd jsou druhymi mocninami celych ¢isel, jsou
pouze ¢isla z mnoziny
M = {16, 25, 36, 49, 64, 81}.

Pro zvolené dvojmistné ¢islo nazveme jeho potomkem trojmistné cislo, které vznikne
pridénim jedné cislice. Hledana trojmistné c¢isla jsou potomky ¢isel z M. Nejdrive spo-
¢itame pocet potomkti jednoho ¢isla z M, napriklad cisla 16.
Pocitani potomk cisla 16 rozd€lime na tti kroky podle toho, kam ¢islici pridavame.
V kazdém kroku najdeme 9 novych potomkit, coz nam da celkové 3 - 9 = 27 potomkii.
1. Pridavame pred dvojcisli 16 — muzeme pouzit kteroukoliv z ¢islic 1 az 9.



2. Pridavame mezi cislice 1 a 6 — muzeme pouzit kteroukoliv z cislic 0 az 9 kromé

C¢islice 1, protoze potomka 116 uz jsme zapocitali v predchozim kroku.

3. Priddavame za dvojcisli 16 — miizeme pouzit kteroukoliv z ¢islic 0 az 9 kromeé

Cislice 6, protoze potomka 166 uz jsme zapoditali v predchozim kroku. (Potomek

z tohoto kroku se jisté lisi od potomka z 1. kroku, protoze maji riiznou prostiedni

Cislici.)

Zopakovanim analogické tivahy najdeme 27 potomki ke kazdému cislu z M, coz
dohromady dava 6 - 27 = 162 potomki. Nékteri potomci ovS§em mohou mit vice nez
jednoho rodice z M. Naprtiklad ¢islo 816 ma za rodice jak ¢islo 16, tak ¢islo 81. Pokud maji
nékterd dve cisla z M stejného potomka, maji spolecnou aspon jednu cislici. Nakreslime
schéma, v némz jsou c¢isla z M spojena, pokud sdileji ¢islici.
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Pro kazdou spojenou dvojici spo¢itame pocet spoleénych potomki. Dvojice (81, 16),
(16,64), (36,64), (64,49) maji spole¢ného jednoho potomka (postupné 816, 164, 364
a 649), protoze nutné sdileji jeho prostiedni ¢islici. Dvojice (16,36) mé spoleéné dva
potomky (136 a 316), protoze nutné sdili jejich posledni ¢islici. Uréenych Sest spole¢nych
potomkt je navzajem riznych, a proto zadny z nich nema vice nez dva rodice, tudiz
se kazdy z nich v po¢tu 162 potomkii objevi dvakrét (jednou za kazdého rodice), takze
celkem mame 162 — 6 = 156 rtiznych potomkd.

Za Gplné feseni udélte 6 boda.

P¥i postupu z prvniho feSeni ohodnotte 3 body tiplné zdtvodnéni 174 moznosti pro konstrukci éisel
bez tuvahy, Ze nékterd z nich jsou zapocitana vicekrat, z toho 1 bod dejte za spravné urceni 6prvkové
mnoziny M dvojmistnych ¢isel a zbylé 2 body za vypocet (9 + 10 + 10) - 6 = 174. Zbyvajici 3 body
rozdélte na 1 bod za 12 cisel typu aab a abb, 1 bod za Sest trojmistnych ¢isel s riznymi cislicemi, z nichz
je mozné dvéma zpusoby dostat druhou mocninu celého ¢isla, a posledni bod za zdvodnéni, ze zadné
¢islo nemohlo byt zapocteno tiikrat, a dokonceni vypoctu.

P#i postupu z druhého fesSeni ohodnotte 4 body tplné zdivodnéni 162 moznosti pro konstrukci
potomkt bez tvahy, Ze jsou zapocitani podle poctu svych rodi¢d, z toho 1 bod za urceni mnoziny M
a 3 body za vypocet 6 - (9 4+ 9+ 9) = 162. Zbylé 2 body udélte za vyhledani vSech 6 potomku, ktefi
maji vice nez jednoho rodice, konstatovani, ze jde vzdy o rodice dva, a dokonceni vypoctu.



