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Nerovnosti a nerovnice

1 Zakladni nerovnosti

Vedle prace s rtiznymi rovnostmi a feSsenim rovnic hraji v matematice vyznamnou roli i nerovnosti
a rizné odhady chyb pri pfibliznych feSenich tloh. K tomu je nékdy tfeba fesit rizné nerovnice.

Reélna cisla jsou uspofadand, o dvou riznych redlnych ¢islech vzdy plati, ze pravé jedno z nich
je mensi nez druhé, napi. iikame, ze ¢islo a je mensi nez ¢islo b, coz zapisujeme a < b nebo také
b > a (¢islo b je vétsi nez ¢islo a). Cisla vétsf nez nula (0) se nazyvaji kladna, ¢isla mensf nez 0 jsou
¢isla zdpornd (¢islem budeme vzdy rozumét ¢islo redlné). Cisla kladnd a nula tvoti dohromady
¢isla nezdporna. Pridame-li k zapornym c¢islim nulu, dostaneme ¢isla nekladnéa. Reélna cisla si
znazornujeme

zdpornd Cisla kladna cisla
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Obrazek 1:

na tzv. ¢iselné ose. Druhd mocnina nenulového ¢isla je vzdy ¢islo kladné, druha mocnina nuly je
nula, takze druha mocnina kazdého realného ¢isla je ¢islo nezaporné. Pro kazdé ¢islo a tedy plati:

a’>>0 (1)

coz je takova prvni nerovnost, kterd plati pro vsechna redlna c¢isla. Z ni pak mizeme odvodit

patii pfedevsim tato:

Pro v8echna a,b,c,d, ... plati:

a<b = a+c<b+ec,
a<bc>0 = ac<be
a<bcec<d = at+c<b+d.

Pro zéporné ¢islo d je ¢islo —d kladné, proto z a < b plyne a(—d) < b(—d), tedy —ad < —bd,
odkud bd < ad neboli ad > bd. Nasobime-li tedy obé strany spravné nerovnosti a < b zapornym
¢islem d, dostaneme spravnou nerovnost ad > bd pokud soucasné obratime znak nerovnosti.

To je zatim vSe, co budeme pro pocitani s nerovnostmi a nerovnicemi potiebovat.

Pro kazda dvé ¢isla a, b plati podle (1)
(a - b)2 Z Oa

tedy a?+b? > 2ab, pfi¢emz rovnost plati pravé kdyz a = b. To je nerovnost, kterou ¢asto pouzijeme.
1

V piipadé kladnych ¢isel a, b dostaneme vynasobenim ¢islem - nerovnost
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kterou muzeme formulovat také takto:

Soucet ¢+ % libovolného kladného ¢isla ¢ a jeho prevracené hodnoty je vidy vétsi
nebo roven 2, rovnost plati pouze v pripadé c = 1.

Pro kazda dvé kladn4 ¢isla a, b plati podle (1)
<\/7 - \/5)2 Z 07

kterou mtzeme podle uvedenych pravidel upravit na tvar

a;—bz\/%,

rovnost plati pouze pro a = b. Cislo “TH’ znate; vite, Ze je to tzv. aritmeticky prumér disel
a, b; vyraz v ab se nazyvi geometricky prumér ¢isel a, b. Dokézali jsme, Ze geometricky priamér
kazdych dvou kladnych ¢isel se nejvyse rovna jejich aritmetickému primeéru a oba prameéry se sobé

rovnaji pravé tehdy, kdyz se ¢isla sobé rovnaji.

Piiklad 1 Kladna c¢isla a,b spliuji podminku a + b = 12. Dokazte, Ze jejich soucin ab neni vétsi
nez 36.

Reseni: Podle odvozené nerovnosti mezi aritmetickym a geometrickym primérem (tzv. AG-
nerovnosti) je vVab < “;‘b = 6, takze ab < 36. Pritom ab = 36 pouze v piipadé a = b = 6. Bez
pouziti AG-nerovnosti mizeme tlohu fesit takto:

b=12—a, ab=a(12 — a) = —a® + 12a = —(a*® — 12a) = —(a — 6) + 36,

takze ab < 36, rovnost plati pouze v ptipadé (a — 6)%2 = 0, tj. a = 6,b = 6. Koneéné bychom
mohli také Fici, Ze z a + b = 12 plyne a = 6 + =, b = 6 — = pro néjakou hodnotu = € (—6,6) a je
tedy ab = 36 — 22 < 36. Rovnost plati pouze pro = 0, a = b = 6. Ulohu mtizeme interpretovat
geometricky: Obdélnik o strandch a,b s obvodem 24m = 2(a + b)m nemlZe mit obsah vétsi nez
36m? a ma obsah 36m? pravé tehdy, kdy# je to étverec o strané 6m (étverec povazujeme za zv1astni
pfipad obdélniku).

Piiklad 2 Soucin dvou kladnych cisel a,b je 16. Existuje dolni a horni odhad pro soucet a + b?

Reseni: Dolni odhad jisté existuje, napiiklad uréité plati a + b > 0, protoZze obé ¢isla jsou
kladnd. Neni to vSak nejlepsi odhad. Pouzijeme-li AG-nerovnost, dostaneme “T'"b > Vab = 4,
takze a+b > 8. Bez uziti AG-nerovnosti mizeme postupovat takto: Z ab = 16 plyne b = % a tedy

2
a+b= a+% = (\f— %) + 8, proto je a+b > 8. Nebo muzeme z ab = 16 odvodit, ze a = 4c,
b= % pro vhodné ¢ > 0 a tedy a + b = 4(c—|— %) > 8, nebot ¢ + % > 2 pro kladné c. Odhad
a+ b > 8 se uz neda zlepsit, jak ukazuje priklad a = b = 4. Horni hranice pro a + b pfi podmince
ab = 16 neexistuje. Zvolime-li totiz jakékoliv kladné ¢islo k a polozime-li a = k, b = % je ab =16,

a+b>k.

Ukéazeme si jesté dalsi praméry, zatim jen dvou kladnych ¢isel. Harmonicky praumér kladnych
Cisel a, b se definuje jako prevracend hodnota aritmetického prumeéru prevracenych hodnot cisel
a, b, tedy jako ¢islo:

2 2ab

P b
Snadno dokazemne, Ze se harmonicky primér dvou kladnych ¢isel nejvyse rovna jejich geome-

trickému priméru. Cheeme dokézat, Ze % < Vab. Opét vyjdeme z nerovnosti (v/a — v/b)? > 0,

upravime na tvar a + b > 2v/ab, posledni nerovnost vynasobime kladnym ¢islem ﬂv dostaneme

vab > % Rovnost plati pravé tehdy, kdyz je a = b.



Piiklad 3 Pojedete-li z mésta A do s km vzddleného mésta B primérnou rychlosti a kmh™' a
2pét prumérnou rychlosti b kmh ™1, jakou primérnou rychlosti jste jeli z A do B a zpét do A?
Reseni: Celkem ujedete vzdalenost 2s km za (£ + 7) hodin, pramérnd rychlost je tedy
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kmh™!,

3
w

Sl

2|

tedy harmonicky primeér hodnot a, b.

Uvedeme jesté jeden primeér, pramér kvadraticky. Pro kladna ¢isla a, b definujeme kvadraticky
prumeér jako
a? + b2
5
Vime, 7ze a® + b2 > 2ab, a tedy 2a? + 2b*> > (a + b)2. Délenim ¢tyimi a odmocnénim dostaneme
vysledek:

Kvadraticky prameér ¢tyt kladnych cisel je vzdy vétsi nebo roven jejich aritmetickému priméru
a rovnaji se pravé tehdy, kdyz jsou Cisla stejna.

Odvozené vysledky mutzeme shrnout: Pro kazda dveé kladnéa ¢isla a, b plati

2 2
2ab <\/£<a+b< a +b7
a+b~ -2 —V 2

pfiemz pro riznd isla a, b plati viude ostrd nerovnost (<), v pfipadé b = a se vSechny ¢&tyfi pri-
méry rovnaji ¢islu a. VSechny ¢tyfi priméty si mizeme znézornit geometricky. Pfedpokladejme
b < a. Na polopfimku s po¢ate¢nim bodem O naneseme tsecku OB délky b a tisecku O A délky a.
Sestrojime polokruznici k s primérem |BA]|, jeji stfed ozna¢ime S. Je pak |OS| = ‘%rb Daéle ozna-
¢ime T bod dotyku tecny vedené bodem O. Z Pythagorovy véty plyne |OT| = Vab. Oznacime-li P
patu kolmice vedené bodem T' na piimku O A, plati podle Euklidovy véty o odvésné v pravotihlém
trojhelniku OT'S vztah |OP| = 2ab
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Obréazek 2:

Vedme jesté bodem S kolmici k AB, kterd protne polokruznici k v bodé K. Je pak |OK| =

2 2 v . « ’
%. Ziejmé plati

|OB| < |OP| < |OT| < |0S] < |OK| < |04,

2 2 2
b < Clb<\/ab<a+b<\/a +b < a.
a+b 2 2

tj.




P¥iklad 4 Kladné raciondini ¢islo p se nemiZe rovnat \/2, protoze \/2 je ¢islo iraciondlni (nedd
se napsat jako pomer dvou celyjch cisel). Je tedy bud p < /2 nebo p > /2. Dokazte v kaZdém
piipadé, ze /2 lezl mezi Cisly p a g—ﬁ, t. plati p < V2 < g—ﬁ nebo % <V2<p.

Reseni: Predpokladejme nejdiive p < /2. Chceme dokézat, ze v/2 < z—ﬁ nebo ekvivalentni

nerovnost p(\/§ -1 <2- V2 < ﬁ(ﬂ —1). To je vSak nerovnost p < V2 vynasobena kladnym
¢islem /2 — 1. Zcela obdobné postupujeme i v piipadé p > /2.
Jiny postup: Upravime soucin

(\/i—p)p+2_p\[_\/§ _

(V2-p) <p+2 \/5>

p+1_ p+1
_(V2-p(V2-DHp-v2) _  (V2-1(V2-p)?
p+1 p+1
Vidime, ze vysledek je vidy zaporny. Proto maji vzdy ¢isla v/2 — p, g—ﬁ — v/2 opa¢na znaménka

(jedno je kladné, druhé zéporné), coz jsme vlastné méli dokdzat.

Piiklad 5 Jestlize pro redlnd ¢isla a, b, ¢ plati soucasné abc > 0, ab+bc+ca >0, a+b+c¢ >0,
jsou cisla a, b, c kladnd.

Reseni: Protoze abc > 0, jsou bud ¢&isla a, b, ¢ kladné a neni co dokazovat, nebo je jedno kladné
a zbyvajici dvé zaporna. Muzeme bez Gjmy na obecnosti predpokladat a > 0,b < 0,¢ < 0. Je pak
be > a(—b—c) a také a > (=b — ¢) odkud a(—b —c) > (=b — ¢)? a tedy bc > (b + c)?. Po tpravé
0>0b>+bc+c?= (b + %0)2 + %02, coz je vSak spor. Druhy pfipad tedy nemiiZe nastat.

Priiklad 6 Dokazte, Ze pro kladnd c¢isla a, b, ¢ vZdy plati nerovnost

a n b n c >3
b+c c+a a+b~ 2

Reseni: Vynéasobenim kladnym soucinem vsech ¢tyf jmenovateltt dostaneme ekvivalentni ne-
rovnost
2(a® +b* + ) > a?(b+¢) + b*(a+c) + A(a+b),

kterou mame dokézat. Uz z dané nerovnosti je vidét, ze v pfipadé a = b = ¢ plati rovnost. Proto
zkusime, zda dokazovanou nerovnost muzeme dostat jako soucet kladnych nasobkti nerovnosti
(a—b)2 >0, (b—c)? >0, (c—a)? > 0. Pak uz snadno zjistime, Ze dokazovanou nerovnost mtizeme
napsat ve tvaru

(a+b)(a—0b)*+b+c)(b—c)*+ (c+a)(c—a) >0,

kterd evidentné plati pro vSechna kladné cisla a, b, c. Rovnost plati pouze v pripadé a = b = c.
Jiny dikaz dostaneme zavedenim novych proménnych v = b+ ¢, v = c+a, w = a + b. Je pak
a=3(v+w—u),b=3(w+u—v),c=%(u+v—w)amame dokdzat nerovnost

v+w—u+w+u—v+u+v—w
2u 2v 2w

1 /v wu 1/ w wu 1/ w v
S+ 45 E+2)+5 (B +2) 2
2\u v 2\u  w 2 \v w

Platnost této nerovnosti plyne okamzité z toho, ze soucet kladného ¢isla a jeho prevracené hodnoty
je vétsi nebo roven dvéma.

3
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Uloha 1 Je-lia>0,b>0 aab=2, pak (a +1)(b+2) > 8. Dokaste.
Uloha 2 Dokazte, Ze a® + 3 > 2V a2 + 2 pro kaZdé redlné a.

Uloha 3 Dokazte, e pro libovolnd kladnd ¢&isla a, b, ¢, d plati

1 1

Uloha 4 Rozhodnéte, zda nerovnost
1
ab+1)+blc+1)+c(d+1)+da+1) > 5(a+ DO+ (c+1)(d+1)

plati pro libovolnd ¢isla a, b, ¢, d vyhovujici podmince a) ab=cd =1, b) ac =bd = 1.

Uloha 5 Je ddno prirozené ¢islon (n > 2) a redlnd ¢éisla x1, s, ..., 2,, pro kterd plati
T1To = ToX3 = ... = Tp_1Ty = Tpr1 = 1.

Dokazte, Ze plati
i a2t >0

Uloha 6 Dokaste,ze pro dvojici ¢isel z, y plati 2% + y* < 12, jestlize |x| + |y| < r. Dokaste, Ze
obrdcend implikace neplati. Plati v$ak trochu slabsi implikace: Je-li |x| + |y| < r, je 2% +y? < 2r?,

tedy /22 + 32 < rv/2.

2 Prameéry cisel

Vysledky uvedené v tvodu, tj. pfiklady prameért dvou ¢isel, mizeme zobecnit na vice ¢isel. Arit-

metickym primérem cisel aq,as, ..., a, rozumime ¢islo
ay+az+...+an
A(ai,az,y...,a,) = ,
n

geometrickym primérem kladnych cisel aq,as, ..., a, je ¢islo

G(ai,az2,...,a,) = Va1 -az-...-an,
tedy n-t4 odmocnina ze soucinu ¢isel aj -as - .. .- a,. I zde plati, Ze se geometricky prumeér nejvyse
rovnd aritmetickému a rovnost obou priamért plati pravé tehdy, kdyz jsou ¢isla aq,as,...,a,

stejnd, coz si nyni dokdzeme. V piipadé n = 2 jsme uz tvrzeni dokézali. DokadZeme nerovnost pro
n = 4. Plati

a1 +ay as+a ataz 4 astas o4 oot azta
\4/a1'a2'a3'a4=\/\/alaz'\/a3a4<\/12 2. 32 4§ 2 5 PR 24 3 )




Tim jsme dokézali nerovnost mezi G a A pro n = 4, pouzili jsme pfi tom t¥ikrat nerovnost pro
n = 2. PouZijeme-li nerovnost mezi G a A pro ¢tyfi ¢isla aq, as, ag, %, dostaneme po Upraveé
nerovnost mezi G a A pro ¢isla a1, as,as. Podobné postupujeme déle, z nerovnosti pro 4 ¢isla
dokézeme nerovnost pro 8 Cisel, pak pro 16 Cisel, 32 ¢isel atd. Pro Sest ¢isel to plyne z nerovnosti
pro 8 ¢isel ay,az, ..., a5, ag, Brptos, Gtetds Podobné postupujeme v pripadé tieba 13 &isel.
Vyjdeme z platnosti nerovnosti pro 16 cisel, za kterda zvolime danych tfinact cCisel a doplnime
tfemi Cisly, ktera se vSechna rovnaji aritmetickému primeéru téch 13 &isel.

Napiseme-li nerovnost mezi geometrickym a pritmetickym priimérem kladnych ¢isel %

ai’az’ "' an

a prejdeme-li k pfevracenym hodnotam téchto pruméri, dostaneme ihned, Ze harmonicky prumér

1 1

1 1\ 1
L4+ L
H(ay,az,...,a,) = <ala"
n
je mnesi nebo roven geometrickému praméru G(ay,as,...,a,). Vyuzili jsme implikaci

1 1
a<b=—-—>-
a b

ktera plati pro kladna ¢isla a, b.

Priklad 7 Pro strany a, b, ¢ trojuhelniku, pro jejich vysky w, v, w prislusejici po Tadé strandam
a, b, ¢, pro jeho obsah S a polomér p vepsané kruznice plati zndmé vztahy au = bv = cw = 25 =
(a+b+c)p, takZe 25 = (% + % + %) p, odkud plyne % + % + % = %. Na zdkladé této rovnosti
dokazte, Ze 9p < u—+ v+ w.

Reseni: Rovnost % + % + % = % délime tfemi a pfejdeme k prevracenym hodnotam. Dostaneme
tak rovnost H (u,v,w) = 3p, kde H zna¢i harmonicky priamér hodnot u, v, w. Jejich aritmeticky
primér neni mensi nez H(u,v,w), takze “+4E% > 3p, u+ v 4w > 9p.

Sectenim nerovnosti (a; — aj)2 > 0 pro v8echny dvojice (i,75), pro které plati i < j < n,
dostaneme nerovnost

(n—1)(a?+...+a2) > 2(aras + a1a3 + ... + an_1a,),

po tpraveé
a% +...+ ai

" Z(a1+a2—|—...—|—an)2.

Omezime-li se na nezaporna ¢isla, mizeme psat

a?+...+a? St tan

n n

(Aritmeticky prameér nezapornych ¢isel se nejvyse rovna jejich kvadratickému prameéru, rovnost
obou nastava pouze v piipadé rovnosti vSech ¢el jejichz priméry porovnévame).

Priklad 8 Dokazte, Ze pro kladnd cisla a, b, c vidy plati § + % + £ > 3 a urcete, kdy plati rovnost.

Reseni: Je to krasny piiklad na uziti AG nerovnosti podle niz je

2_‘_94_5 :323E.Q.E:1
b ¢ a Vb ¢ a



Uloha 7 Je-li soucin kladnyjch ¢&isel a, b, ¢ roven 1, pak plati

a

b ¢
+-+->a+tb+tec
b ¢ a

Dokazte.

Uloha 8 Dokazte, %e pro libovolnd kladnd é&isla a, b plati nerovnost

ﬁ%gwﬁw(;;).

Zjistéte, kdy nastane rovnost.

3 Trojuhelnikova nerovnost

vz

Nejznaméjsi je asi nerovnost trojuhelnikova. Kazdy vi, Ze nejkratsi cesta z bodu A do bodu C je
kratsi, nez cesta z bodu A do bodu B a z bodu B do bodu C s vyjimkou pfipadu, kdy bod B lezi
mezi body A a C, tedy kdy bod B je bodem tsecky AC, tj. vzdy plati

|AC| < |AB| + |BC|

a rovnost plati pravé jen v piipadé kdyz je B bodem tsecky AC. Tvoti-li body A, B, C vrcholy
trojuhelniku, pak pfi obvyklém oznaceni délek stran trojahelniku a = |BC|, b = |CA|, ¢ = |AB]
plati

a<b+e b<c+a, c<a+b. (2)

A obrécené, plati-li pro kladné ¢isla a, b, ¢ tyto nerovnosti, existuje (pfi zvolené jednotce délky)
trojuhelnik, jehoz strany maji délky a, b, c. Kromé toho je takovy trojuhelnik az na shodnost
jediny.

P¥iklad 9 Jsou-li a, b, ¢ délky stran trojihelniku, je a® + b% + ¢2 < 2(ab + be + ca). Dokazte.

Reseni: Vyse uvedené nerovnosti (2) postupné vynasobime a, b, ¢ a seCteme.

Priklad 10 Ukazte, Ze platnost nerovnosti (2) je ekvivalentni s platnosti jediné nerovnosti

2bc > |b2+02—a2 .

Reseni: Z platnosti (2) postupné plyne b — ¢ < a, ¢ — b < a, tedy |b— c| < a. Zaroven plati
a < b+ec proto (b—c)® < a? < (b+¢)?, takie b2 + 2 — a2 < 2bc a a® — b% — 2 < 2be,
odkud Lbz +c2 - a2| < 2bc. Obracené plyne z této nerovnosti 2bc > b? + ¢ — a? a soucasné
2bc > a? —b? — c?, tj. a®> > (b—c)? ataké (b+c)? >a?atedya>b—c,a>c—b, b+c> a, coy
jsou vlastné nerovnosti (2).



Priiklad 11 Oznacéme s poloviéni obvod trojuhelniku, t,, ty, t. délky téznic tohoto trojuhelniku,
tedy délky usecek spojujicich wvrchol trojuhelniku se stiedem protéjsi strany. Odhadnéte soucet
t =1, + ty + t. zdola i shora pomoci vhodnych ndsobkid hodnoty s.

Reseni: Ozna¢me a, b, ¢ obvyklym zptisobem délky stran trojthel- A
niku. Z trojihelnikové nerovnosti (viz obr.) okamzité plyne t, < ¢+ §
a cyklicky t, < a + g, t. < b+ 35, seCtenim téchto tii nerovnosti do-
staneme ¢ < %(a + b+ ¢) = 3s. Podobné plyne z trojihelnikové nerov- c b
nosti ¢ < § +t, a cyklicky a < % +1tp, b < § + t., seCtenim mame
2s < s+ t.Dostali jsme tak pro t dolni odhad s a horni odhad 3s, tedy

s<t<3s. B

AT
LY

Jsou to vsak nejlepsi odhady? Nesel by dolni odhad zvétsit a horni odhad zmensit? Ukazeme,

ze to Ize. K tomu staci védét, ze se vSechny tfi téznice trojuhelniku

A protinaji v jednom bodé, v tézisti T', ktery déli téznici v pomeéru 2:1,

dva dily od vrcholu trojuhelniku a jeden dil od stfedu protéjsi strany

(viz. obr.). Ozna¢me U, V stiedy stran BC, CA. V trojihelniku ABT

c v plati ¢ < 2(ta +ty), cyklick4y plati tgké a < %gtb + tc),.z,) < %(tc +t4).

SeCtenim dostaneme 2s < 3t, tedy 5s < t. Déle v trojuhelniku BUV

plati |[UV| = %c, protoze UV je stfedni pticka trojuhelniku rovnobézna s

AB, |BV| < |BU|+|UV]|, tj. t, < (a+c). Opét napiSeme i nerovnosti,

B U C které dostaneme z této cyklickou zdménou, se¢tenim dostaneme ¢ < 2s,
takze %s <t < 2s.

Dostali jsme tak lepsi odhad dolni i horni. Ukéazeme, ze tyto A
odhady se uz nedaji zlepsit. Uvazujme rovnoramenny trojihelnik
se zakladnou a a rameny délky b, a < 2b. Pro takovy trojihelnik

(SYSH

jes =b+ 5, tg = /0% — %42, délka kazdé ze zbyvajicich dvou

t&Znic (viz. obr.) se rovna a

; 9a2 b2 a? b2 a2 ly
=1 T \77.) VT T
takze B

2
N Y s = R

2 4

(1SS

Nl
ENNY
ENN

Pro a blizici se k hodnoté 2b se %s i t blizi ke stejné hodnoté 3b, proto se dolni odhad %5 neda
zvétsit. Podobné pro a blizici se k nule se t i 2s blizi ke stejné hodnoté 2b, neda se tedy horni

odhad 2s zmensit.

Priklad 12 P je wvnitini bod rovnostranného trojihelniku ABC. Do-
kazte, Ze délky isecek PA, PB, PC jsou délkami stran trojihelniku,
Q tedy, Ze kaZdd je mensi, neZ soucet zbyvagicich dvou.

Reseni: P¥imka AP protne stranu BC v bodé @ (viz obr.). Proto
je |[PA| < |AQ| a |AQ| < |AC| = |BC| < |PB| + |PC|, takze |PA| <
A B |PB|+ |PC|. Analogicky dokézeme i dalsi dvé nerovnosti.




Uloha 9 Dokaste,Ze pro délky a, b, ¢ stran libovolného trojihelniku plati
(a2 + %) — (a? — b?)?
abc?

Pro kterétrojihelniky nastane v predchozim vztahu rovnost?

<2.

Uloha 10 Je-li S obsah trojihelniku o strandch a, b, ¢ a T obsah trojihelniku o strandch a+Db,
b+c, c+a, pak plati T > 4S. Dokazte a zjistéte, kdy nastane rovnost.

4 Cauchyova nerovnost

(Augustin Louis Cauchy, 1789-1857, francouzsky matematik, ¢ti kési, késiova nerovnost)

Ve tfetim ro¢niku matematické olympiady byla tato tloha:
Dokazte, Ze pro libovolna ¢tyfti Cisla uq, us, v, ve plati nerovnost

(urv1 + ugv2)? < (uf + u3)(vf + v3).

Dnes by vétsina Fesitelti illoh MO fekla, Ze to neni tfeba dokazovat, ze to je znama Cauchyova ne-

rovnost. A méli by pravdu. Ulohu miiZeme je§té zobecnit, pro libovolna realna éisla uy, us, . . ., Uy,
v1,V2,..., VU, plati

(urv1 +uava + .o+ uvn)? < (WF + 03+ up) (0] + 03+ o) (3)
Dikaz dostaneme se¢tenim vsech nerovnosti 0 < (u;v; — ujvi)2 pro vSechny dvojice ¢ < j. Odtud
ihned vidime, Ze rovnost v nerovnici (3) plati pravé tehdy, kdyz jsou vSechna &isla uq, usa, ..., uy,
nulové, nebo je uspofddand n-tice (v1,va, ..., v,) ndsobkem n-tice (u1, ua, ..., un), tedy kdyZz exis-
tuje Cislo k tak, ze v1 = kuq, vo = kug, ..., v, = kuy,
Priklad 13 Ukazte, Ze pro redlnd ¢isla a1, aq, ..., a, vZdy plati

(a1 +ag+ ...+ a,)? <n(a?+a2+... +d2).

Reseni: Pro viechna i < j plati (a; — a;)? > 0. Se¢tenim téchto rovnic dostaneme
(n—1)(a} + a3+ ... +a2) > 2(aras +araz + ... + an,_1a,).

Pfi¢teme-li k obéma strandm soucet a? + a3 + . ..+ a2, dostaneme pozadovanou nerovnost. Ditkaz
plyne ovSsem také z Cauchyovy nerovnosti, staci polozit u; = ugs = ... = up, v1 = a1,V =
asg, ...,V = ap. Rovnost plati pravé jen pro ay =ag = ... = ay,.

Priklad 14 Dokazte, Ze pro kladnd cisla x1, x2, ..., T, plati vidy

11 1 )
(t1+220+ - F2p)|—+—+...+— | >n

X1 o Tp

a ze rovnost plati praveé jen pro x1 = To = -+ = Ty.

Reseni: V Cauchyové nerovnosti polozime u; = z1,...,U, = Ty, V1 = e Un = i Bez
uziti Cauchyovy nerovnosti upravime levou stranu na tvar n + V', kde V je soucet ¢lent tvaru

z; T . . vz -« . “ixs P n(n—1) 5
(:T_,» + f), i < j. Kazdy ten ¢len je vétsi nebo roven 2, je jich —5—, takze
n(n —1
n+V2n+2¥ =n2



Priiklad 15 Z Cauchyovy nerovnosti plyne, Ze pro kazdd tii kladnd éisla x, y, z plati xy+yz+zax <
22 + 9% + 22. Dokaste. Ddle jsme si jiZ ukdzali, Ze pro délky x, y, z stran libovolného trojuhelniku
plati x® + y? + 22 < 2(zy + yz + 2x). Ukaste, Ze kladnd Cisla @, y, z nemusi byt délkami stran

trojuhelniku, i kdyz pro né plati uvedend nerovnost. Najdéte nejvétsi cislo m tak, aby z nerovnosti
22+ 9%+ 22 < m(xy+yz+ zx) plynulo pro kladnd cisla x, vy, z, e jsou délkami stran trojuhelniku.

Reseni: Pro splnéni prvni ¢asti tlohy sta¢i napsat Cauchyovu nerovnost pro trojice (x,y, 2),
(y,2,7). Polozime-lix =2, y = z = 1, je 2% + 4% + 2% = 6, zy + yz + zx = 5, takie 2% + 3> + 22 <
2(xy + yz + zx), aviak 2, 1, 1 nejsou délkami stran trojihelniku. Tim jsme dokazali druhou ¢ast
Glohy. Prox =2,y =z = lje 22 +3%+22 = g(xy—l—yz—&—zx). Zkusime proto dokazat, ze z platnosti
2?+y? + 22 < $(zy+yz+2x) uz plyne, Ze x, y, z jsou délky stran trojihelniku. Ditkaz provedeme
sporem. Budeme predpokladat, Ze kladna ¢isla x, y, z spliuji tuto nerovnost, ale nejsou to délky
stran trojuhelniku, Ze alesponl jedno z nich, tfeba ¢islo z, neni mensi nez soucet zbyvajicich dvou,
tedy ze plati z > = + y. Budeme tedy predpoklddat z = x 4+ y + p, kde p > 0. Dosazenim za z do
predpokladané nerovnosti dostaneme po tupraveé

52+t +a? + 2y + P+ 2@ +y)p+p°) <6(zy + (z+y)(z+y+D)),
tj.
4z —y)* +4p(z +y) + 5p* <0,

coz je spor, soucet nezapornych ¢isel nemutze byt zaporny.

Uloha 11 Necht P(z) = ax? + bx + ¢ je kvadraticky trojclen s nezdpornymi redingmi koeficienty.
Dokazte, Ze pro libovolné kladné cislo x plati

PP (1) = Py

T

5 Nerovnice

Protoze pro kazda dvé redlna &isla a, b, plati (a — b)? > 0, plati pro né také a? + b? > 2ab. Tuto
nerovnost jsme uz nékolikrat vyuzili. Zvlasté tedy plati pro kazdé realné ¢islo  nerovnost

z2+9> 6z

s rovnosti pravé jen pro x = 3. Uz viak neplati, Ze pro viechna reilné ¢isla z je 22 +9 > 10z.
Hledame-li mnozinu viech hodnot z, pro ktera plati 22 + 9 > 10z, ¥ikdme, Ze feSime nerovnici
22 4+ 9 > 10z. Resime ji tak, Ze ji upravime postupné na tvar

22— 10z > —9

22 —102425>25—-9
(z —5)* > 16

a tedy |x — 5| > 4, kterd plati pravé tehdy, kdyz « — 5 > 4 nebo 5 — = > 4. Mnozinou vSech
feSeni nerovnice x2 + 9 > 10x je proto sjednoceni intervali (—oo, 1) a (9,00). Resenim nerovnice
| — 5| < 4 je doplnék v R pfedchézejici mnoziny feseni, tedy vSechna x z intervalu (1,9). Obecnéji:
Resenfm nerovnice |z — al < b je pro b > 0 mnoZina vSech x z intervalu (a — b, a + b), v pfipadé
b < 0 nemé rovnice 7adné feseni. Uvadime to proto, Ze nerovnice tvaru |z —a| < b se hodné
pouzivaji v definicich limity.

10



Linedrnimi nerovnicemi tvaru az < b,ax > b a stejné tak kvadratickymi nerovnicemi (napi.
ar?® +bx +c > 0,a # 0) se zde nebudeme zabyvat, vsichni je dovedete fesit. Pouze obéas se stane,
7e nékdo z faktu, Ze rovnice ax? 4+ bx + ¢ > 0 nemé 7adny realny koien, diskriminant b? — 4ac je
zéporny, tvrdi, Ze ani piislusna nerovnice nems 7adné feseni. Spravné je pak az? + bz + ¢ kladné
¢islo pro vSechna x v pfipadé a > 0 nebo je zaporné pro vSechna z v pripadé a < 0. Je totiz

2 _ 1 b\2 _ b2—dac . - Sy . C
ar®+br+c= 3 [(aa: + 5) - ] , vyraz v lomené zavorce je pfi zaporném diskriminantu pro

viechna x kladny a cely vyraz az? + bz 4 ¢ ma pro kazdé z stejné znaménko jako &islo a.

Vsimnéme si ted nerovnic tvaru p(z) - ¢(z) > 0 a % > 0, kde p(z), ¢(z) jsou mnohocleny v
x(linedrni, kvadratické i vyssiho stupné). Je ihned vidét, Ze ob& nerovnice jsou exvivalentni, tedy

pro kazdé z je p(z) - g(x) > 0 pravé tehdy, kdyz % > 0. Je totiz soudin dvou éisel kladny pravée

tehdy, kdyz jsou obé kladna nebo obé zaporna, a totéz plati pro jejich podil, takze plati

p(x)

p(z) - q(x) >0 & @ >0< (p(xr) >0Aq(x)>0)V (p(xr) <0Ag(x) <0).
Ale pozor!
p(x)-q(z) 20 & (p(z) 2 0 A g(z) 2 0) V (p(x) < 0Ag(x) <0)
ale
p(x)
o) > 0 (p(x) =0Ag(x) >0)V(p(z) <0Ag(z) <0).
Oznacime-li po fadé K, L mnozinu vSech feSeni nerovnic p(x) - ¢(x) > 0, % > 0 a M mnozinu
vsech kofent rovnice ¢(z) =0, je L=K — M.
Piiklad 16 Reste nerovnici
(x4 2)(x —3)
-— = >0(.
(z—4)2(@z+1) ~
Reseni: Nutné musi byt = # 4 a = # —1. Uré¢ité vyhovuji éisla x = —2 a x = 3. Déle vSechny

ty hodnoty z, pro které je (x + 2)(x — 3)(z + 1) > 0, tedy pravé ta x, kterd patii do mnoziny
(—2,—1) U (3,00). ReSeni dané nerovnice dostaneme, kdy# z této mnoziny vyndame jesté ¢islo 4,
feSenim jsou tedy vSechna x € (—2,—1) U (3,4) U (4, 00).

Priklad 17 Reste nerovnici
(x —4)2(22 —9)
> 0.
(2 42z +2)(z—3) —

Resenf: Vyraz 22 + 22 + 2 = (z + 1)2 + 1 je kladny pro kazdé x. Nutné musi byt = # 3.
Uréité vyhovuje x = 4 a « = 4,5. Déale pak ty hodnoty, pro které je (2z — 9)(x — 3) > 0 tedy
x € (—00,3) U (4,5;00). Mnozinou vSech feSeni dané nerovnice je (—o0,3) U (4,5;00) U {4}.

Uloha 12 Reste nerovnici
(3 —z)(2z — 4)

Gro@—3 ="

V matematické olympiadeé byla zafazena tloha trochu opac¢na, tloha, v niz mame urcit nerovnici
tak, aby mnozinou vsech feseni byla dand mnozina.

11



Priklad 18 Najdéte realnd c¢isla a, b, c, d tak, aby mnozinou véech TeSeni nerovnice

2
ar® +br +c <2
a-+dr — 22

byla mnozina 0 U (4, c0).
Reseni: Nerovnici nejprve upravime na tvar

0< —22% + (2d — a)z? + (2a — b)x — ¢
- a+dx — 2? '

Protoze 0 ma byt fesenim, musi byt ¢ = 0. Jelikoz 0 mé byt izolovanym feSenim, musi byt 0
dvojnisobnym kofenem dcitatele, tedy 2a = b, avSak 0 nesmi byt kofenem jmenovatele, a # 0.
Resime tedy nerovnici

22(2r + a — 2d)

0<
22 —dr —a

Citatel zlomku se rovna nule v bodé 0 a v bodé z = d — 5. Kdyby byl jmenovatel kladny pro
viechna z € R, tj. kdyby d?+4a < 0, byla by feSenim vSechna z € {0}U(d — %, 00), coZ je ve sporu
s tim, Ze interval v mnoziné vSech feseni je otevieny. Proto se musi dat jmenovatel rozlozit a jednim
kofenem jmenovatele musi byt kofen ¢itatele, tj. éislo d — %. Musi tedy platit a(a — 4 — 2d) = 0.

2
Kdyby a = 0, byla by 0 kofenem jmenovatele, to jsme uz vyloucili. Je-li a = 4+ 2d, feSime nerovnici

0 < - 2x+2)  2?
“(r—-d-2)(xz+2) z-d-2

feSenim jsou vSechna = € (d + 2,00) U {0}, tedy d = 2,a = 8,b = 16. Ptivodni nerovnice musela
tedy mit tvar
8z2 + 16
x° + 1ox < 2%,

8+2x — a2 —
po upravé
2
0 2@+2)
(x—4)(z+2)

Uloha 13 Urcete viechny dvojice celijch cisel (z, y), které jsou Fesenim nerovnice

x 6 5y

= —= < 2

Voo oyvroy
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6 Reseni uloh
Vétsina tloh a nékolik pfikladd je pfevzato ze starsich rocnikt matematické olympiady.

1. Pomoci ekvivalentnich Gprav s vyuzitim pfedpokladi 1ze nerovnost (a+1)(b+2) > 8 upravit
napi. na nerovnost (a — 1)? > 0, kterd je splnéna pro viechna a.

2. P1i feSeni vyuzijte jiz zndmou nerovnost ¢ + % > 2 proc=+va*+2.
3. Po roznasobeni pouzijeme dvakrat nerovnost c + % > 2 resp. § + 3 > 2.

4. a) Postupnymi ekvivalentnimi dpravami a nahrazovanim soudinti ab resp. cd ¢islem 1 upra-
vime zadanou nevnost do tvaru
ad + bec > ac+ bd,

kterou lze jesté prevést na
(a—=0b)(c—d)<O0.

Tato nerovnost obecné splnéna neni, snadno nalezneme protipiiklad (napf. a =c=3,b=d = %)
b) Stejné jako v pfipadé a) upravami a nahrazovanim soudini ac resp. bd ¢islem 1 pfevedeme
zadanou nevnost do tvaru

ab + bc + cd + da > 4,

kterou lze jesté upravit na
(a+c)(b+d) <4

Tato nerovnost plati pro vSechna kladna ¢isla a, b, ¢, d, ktera spliuji podminku ac = bd = 1,
jelikoz a = % resp. b = % a soucet kladného ¢isla a jeho prevracené hodnoty je vzdy vétsi nebo
roven 2.

5. Ze zadani ulohy plyne, Ze vSechna ¢isla x1,...,x, jsou nenulovi. VSechna ¢isla s lichymi
indexy se rovnaji témuz nenulovému ¢islu m, vSechna ¢isla se sudymi indexy se rovnaji témuz
nenulovému ¢islu % Resme nyni tlohu zvlast pro n liché a pro n sudé.

a) Je-li n liché, z rovnice x129 = z,x; plyne rovnost x9 = x,,. VSechna z; jsou tedy stejna a
rovnaji se 1 nebo -1 (nebof musi platit m = %) Soucet druhych mocnin ¢isel z; je tedy roven n.

b) Je-li n sudé, pak soucet druhych mocnin ¢isel 2; bude sou¢tem % hodnot m? a souctem 5
hodnot # Jiz vime, ze soucet kladného ¢isla a jeho pivracené hodnoty je vétsi nebo roven ¢islu
2, tj. plati

x%—i—x%—i—...—i—xi:ﬁmQ—&—ﬁL:ﬁ (m2+1> > o=n
2 2m2 2 m?2 2

6. Je-li |z| + |y| < 7 jea?+9y? < a?+2ayl+9% = (2| +y)2 <r2. Prox =y = 7 Je

sice 22 + 52 = 72, ale |z| + |y| = rv/2 > r. Pro z, y splitujici podminku 22 + 32 < r? ale plati
(|2 + |y))? = 2% + 2|zy| + 32 < 222 + 2% = 2(2? + y?) < 2r% a proto |z| + |y| < rv/2. Vyuzili jsme
znédmou nerovnost 2|xy| < 22 + 32, kterd plati pro viechny dvojice z, .

a

b’%’
Tfa a bY  ofa ab_sfa2_ sfa®
3\ " )TNV e Ve Ve *
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7. Z AG nerovnosti pro trojici ¢isel % a z podminky abc = 1 plyne



Plati tedy odhad

2a n b S
3 3¢~
Stejnym zptsobem lze odvodit odhady
2b n c 2c n a
3¢ 3¢~ 3a 3=°

Sectenim téchto t¥i odhadu dostavame dokazovanou nerovnost.

8. Umocnime-li obé strany na tfeti, dostaneme ekvivalentni nerovnost

b b b
2430 a+3{’/>+§4+2a+2.
b b a a b a

Uzitim A-G nerovnosti na kladnd ¢isla §,1,1 (resp. %, 1,1) dostaneme nerovnost

c‘+1+123\3/E resp.b+1+1z3§ﬁ .
b b a a

Rovnost nastane, pravé kdyZz a = b. Sectenim poslednich dvou nerovnosti a drobnou tpravou jiz
ziskdme nerovnost hledanou.

9. Nerovnost pievedeme na ekvivalentni tvar 0 < (a? — b?)? — (a? — 2ab + b?)c? a dale na tvar
0 < (a—b)%- [(a+b)* — c?]. Tato nerovnost plati pro délky stran libovolného trojthelniku (plyne
z trojuhelnikové nerovnosti a + b > ¢), rovnost plati pro rovnoramenné trojihelniky se zdkladnou

¢ (a=0b).

10. K vyjadfeni hodnot S a T pouzijeme Herontuv vzorec. Podle néj

S:%\/(a—i—b+c)(b+c—a)(a+c—b)(a+b—c),

1
T = Z\/(Qa + 2b + 2¢)(2a)(2b)(2¢) = \/abc(a + b + ¢).
Dokazujeme tedy nerovnost

Vabela+b+¢) > (a+b+e)b+c—a)(a+c—b)(a+b—c).

Upravenou ekvivalentni nerovnost mezi odmoctiovanymi vyrazy abc > (b+c—a)(a+c—b)(a+b—c)
miizeme dokazat napf. tak, Ze nerovnost z ptivodnich proménnych a,b,c pfepiSeme do novych
proménnych u =a+b—c>0,v=a—b+c¢c>0,w=—a+b+c>0do tvaru

(u~+v)(u+w)(v+w) > 8uvw.

Platnost této nerovnosti snadno odvodime slozenim AG nerovnosti

u—2&—v > Tw,

u—+w v+ w

5 > Vuw, — > ow.

Rovnost nastane pouze v piipadé v = v = w, tj. a = b = ¢, tj. rovnost nastane pouze pro
rovnostranny trojuhelnik.

el

11. Pfi feSeni uzijeme ”‘zobecnénou”’ Cauchyovu nerovnost.

P(x)-P<1) = (ax® +br +¢) (a;+bi+c) —

T
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= ((van)* + (Vi) + (") (ﬁ)2+( ”)2+<«6>2 >
z(ﬁx~‘f+@~\/§+ﬁ~ﬁ>2—(a+b+c)2—(P(1))2

12. x € (—o00, —5) U (2,3) U (3,00).

13. Je ziejmé, ze x > 0, y > 0, tedy Ze z,y jsou prirozend c¢isla. Vynasobime-li obé strany
nerovnice kladnym éislem y+/z, dostaneme ekvivalentni nerovnici zy 4+ 6 < 5,/xy, kterou miizeme
déle upravit do tvaru (\/zy — 3)(y/zy — 2) < 0.
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