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Geometricka zobrazeni

1 Osova soumérnost
a zobrazeni sloZena z osovych soumérnosti

Zvolme v roviné pfimku o. Osova soumérnost s osou o (nebo podle osy o) je zobrazeni, které
kazdému bodu X roviny pfifadi bod X’ podle téchto pravidel:

a) Je-li X bodem osy o, je X = X’. Rikdme, Ze bod X se zobrazi na sebe, nebo také ze bod X je
v této osové soumérnosti samodruzny.

b) Neni-li X bodem osy o, zobrazi se na bod X’ tak, Ze pfimka X X’ je kolm4 na osu o a stfed
usecky X X’ je bodem osy o (obr. 1).

Obréazek 1:

Rikédme pak, ze body X, X’ jsou soumérné sdruzené podle osy o. Z uvedené definice ihned
vidime, Ze pokud se bod X zobrazi na bod X’, zobrazi se bod X’ na bod X. Takovému zobrazeni
fikdme zobrazeni involutorni.

O geometrickém objektu fikdme, Ze je osové soumérny, existuje-li osa o tak, ze kazdy bod
objektu se pfi osové soumérnosti podle o zobrazi na bod tohoto objektu. Naptiklad kazdy c¢tverec
je osové soumérny podle kazdé své thlopricky a také podle osy kazdé své strany. Obdélnik, ktery
neni ¢tvercem, je osové soumérny podle osy kazdé své strany, neni vSak osové soumérny podle své
uhlopficky (obr. 2).
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Obréazek 2:



Jaké zobrazeni dostaneme slozenim dvou osovych soumeérnosti podle os o1, 02, kdy nejdiive
kazdému bodu X prifadime bod X’ podle osy 01 a bodu X’ pfifadime bod X" soumérné sdruzeny
s bodem X’ podle osy 02?7 Budeme nejdiive pfedpoklddat osy 01,02 rovnobé&zné (obr. 3). Je-li
Z € o1, je Z' = Z a vzdélenost |ZZ"| se rovnd dvojnasobku vzdalenosti rovnobéznjch os 01, 0s.
Zvolme bod X ¢ 01 a také mimo pfimku ZZ". Pak je X ZZ" X" rovnobéznik a zobrazeni, které
kazdému bodu X prifadi bod X", je posunuti ve sméru kolmém na osy o1, 02 0 dvojndsobek jejich
vzdalenosti, a to ve stejném orientovaném sméru, jakym je orientovany smeér od o1 k 0o kolmy na
01. Vsimnéte si, ze stejné posunuti bychom dostali, kdybychom rovnobézné osy o;, 02 nahradili
osami, které bychom z os 01, 05 dostali libovolnym posunutim (samoziejmé stejnym pro obé osy).

Obrazek 3:

Tim jsme si vysvétlili, co je zobrazeni slozené ze dvou osovych soumérnosti s rovnobéznymi
osami. Zcela korektni dikaz by vyzadoval uziti metod analytické geometrie. Pfejdeme k pripadu
os ruznobéznych, prusecik os oznac¢ime S. Bod S je samodruzny pii obou osovych soumérnostech
a je tedy samodruzny i pfi zobrazeni sloZzeném (obr. 4).

Obrazek 4:

Zvolme na ose 01 bod Z(Z # S). Je pak Z' = Z. Oznac¢ime-li ¢ tihel 0s 01, 02, je |[<<ZSZ"| = 2¢,
ale i pro kazdy dalsi bod X (X # S) je |<XSX"| = 2¢ a zobrazeni slozené z osovych soumérnosti
podle os 01, 02, které sviraji odchylku ¢, je otoceni kolem bodu S o thel 2¢p. I v tomto pfipadé
zélezi na poradi v jakém soumérnosti sklddame. Smysl otoceni pfimky X .S na pfimku XS o thel
2¢ je stejny, jako smysl otoceni prvni osy o1 o tthel ¢ do osy 0z. (Pouze v pfipadé kolmych os jde o
otoCeni o p¥imy thel, tedy o tzv. stfedovou soumérnost.) V§iméme si, Ze stejné otoéeni o tihel 2¢



dostaneme, nahradime-li osy o1, 02 osami, které dostaneme z os 01, 02 libovolnym otocenim kolem
jejich pruseciku S.
Na nékolika prikladech si ukadZeme uziti osové soumérnosti.

Priklad 1 V roviné je ddna primka p a body A, B v téZe poloroviné s hraniéni primkou p. Najdéte
na piimce p bod X tak, aby soucet vzddlenosti |AX| o |BX| byl minimdlni.
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Obrazek 5:

Reseni: K bodu A sestrojime bod A’ soumérné sdruzeny s bodem A podle osy p. Za bod
X zvolime priseéik piimky p a tseéky A’B (obr. 5). Pro kazdy jiny bod Y pfimky p je pak
|AY |+ |YB| = |A'Y| + |Y B| vétsi nez |A'B| = |A’X| + | X B| podle trojihelnikové nerovnosti.

Priklad 2 V roviné je ddna primka p a bod F neleZici na primce p. Vime, Ze mnoZina vsech
bodu X roviny, které maji od bodu F' a od primky p stejnou vzddlenost, vytvori kiivku - parabolu.
Bod F je jejim ohniskem, primka p Tidici pFimkou. Sestrojte alesporn jeden bod M této paraboly
jako prisecik kruznice se stredem F a polomérem r s primkou rovnobézZnou s p v poloroviné pF,
jejiz vzdalenost od primky p je v (obr. 6). Patu kolmice vedené bodem M na piimku p oznacime
P, takZe trojuhelnik PFM je rovnoramenny. UkaZte, Ze na ose usecky PF mnelezi kromé bodu M
Zadny dalst bod dané€ paraboly.

Obréazek 6:

Reseni: Zvolme na ose o bod X # M, patu kolmice vedené bodem X na pfimku p oznadime
Z. ProtoZze X je bodem osy o tsecky PF, je |[PX| = |FX|. A protoze X # M, je Z # P a
|XZ| < |XP| = |XF|, takZe X neni bodem paraboly a pfimka o je proto teénou uvazované
paraboly.



Priklad 3 V roviné jsou nesoustiedné kruznice k(S,r) a l(T,r) shodné, tj. maji stejnyg polomér.
Na kruznici k je ddn bod A, na kruznici l bod B. Zjistéte, zda existuje otoceni, které zobrazi kruz-
nici k na kruznicil a bod A na bod B.

Reseni: Jestli existuje otodeni s danymi vlastnostmi, musi se pii ném bod S zobrazit na bod T
a bod A na bod B. Stf¥ed otoceni musi proto lezet na ose tsecky ST a také na ose tsecky AB (obr.
7). Jsou-li tyto dvé osy riiznobézné s prusec¢ikem O, pak osovd soumérnost podle osy o usecky ST
zobrazi kruznici k na kruznici | a bod A na bod A’ # B a je |OA| = |OA’| a |OA| = |OB|, tedy
|OA’| = |OB|. Za osu o0y zvolime piimku OT. Osové soumérnost podle osy oy zobrazi kruznici
[ na kruznici [ a bod A’ na bod B. Otodeni sloZené z osovych soumérnosti podle os 0; a 0, ma
pozadované vlastnosti a je jediné. Je uréeno stiedem O a dvojici S, T jako vzor a obraz.

Obrazek 7:

Jsou-li osy useCek ST a AB rovnobéZné a rizné, nemuze existovat otoceni pozadovanych
vlastnosti (obr. 8), existuje ale posunuti v némz se kruZnice k zobrazi na kruznici [ a bod A na
bod B.

Obréazek 8:

Posledni ptipad nastane, kdyz jsou osy tsecek ST a AB dokonce totozné. Pak zalezi na tom,
zda se pfimky SA a T' B protnou nebo ne. V prvnim piipadé existuje otoceni kolem priseciku O
pfimek SA a T B, které zobrazi k nal a A na B (obr. 9), a to i v pfipadé, kdy body S, T, A, B
lezi na pfimce a bod O je stiedem tseéek ST a AB (jde pak o otodeni o thel 180). Ve druhém
pripadé je ST BA obdélnik, use¢ky SA a T'B jsou rovnobézné, stejné orientované. Otoceni danych
vlastnosti neexistuje, muselo by to byt otoceni o nulovy thel, tedy identita, avsak T # S.

Priklad 4 V rovin€ jsou ddny body A, A’ a B # A. UvaZujme viechna moznd otoéenti roviny, pti
nichz se bod A zobrazi na bod A’. Jakou mnoZinu vytvori obrazy bodu B pri vech téchto otocenich?

Reseni: ProtoZe kazdé otoceni je zobrazeni shodné (zobrazi kazdou tisecku na tsecku stejné
délky), je |AB| = | A’ B'|, kde jsme oznagcili B’ obraz bodu B pfi oto¢eni, v némz se bod A zobrazi



Obrézek 9:

na A’. Je tedy urc¢ité B’ bodem kruznice k se stfedem A’ a polomérem |AB| (obr. 10). Vyplni
body B’ celou kruznici k? Je-li A’ # A, nedostaneme timto zptisobem bod C, ktery je obrazem
bodu A’ v posunuti, které zobrazi bod A na bod B. Neexistuje totiz otoéeni, které by zobrazilo A
na A’ a B na C. Je-li B’ bod kruznice k, B’ # C, pak se osy tsecek AA’ a BB’ vidy protnou v
bodé O, a otoceni kolem bodu O, které zobrazi A na A’, zobrazi bod B na bod B’. Je-li A = A,
vyplni body B’ celou kruznici k, pokud povazujeme identitu (kazdy bod je samodruzny) také za
otoceni (o nulovy thel).

Obrézek 10:

Osova soumérnost, posunuti a otoceni patii mezi shodnosti, tj. vzijemné jednoznacéna zob-
razeni roviny, kterd zachovavaji délky tsecek a tedy i velikosti thli. Samoziejmé je shodnosti i
identita, zobrazeni v némz je kazdy bod samodruzny. Existuji dalsi shodnosti roviny? Ano, jedina
dalsi shodnost je tzv. posunuta osova soumeérnost, coz je zobrazeni slozené z osové soumeérnosti a
posunuti ve sméru osy osové soumérnosti (obr. 11).
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Obrézek 11:

Protoze posunuti se da slozit ze dvou osovych soumérnosti, da se posunuta osova soumérnost
slozit ze tii osovych soumeérnosti. Udélejme si piehled vSech shodnosti roviny:



Identita vSechny body jsou samod- | vSechny pfimky jsou samodruzné

ruzné
Otoceni jediny samodruzny bod =|zvlastnim pripadem je stfedova sou-
stfed otoceni mérnost, vSechny primky prochazejici
stfedem otoceni jsou samodruzné
otoceni, které neni stfedovou soumér-
nosti, nema zadné samodruzné primky
Posunuti zadné samodruzné body samodruzné primky jsou pfimky ve

sméru posunuti

Osova soumérnost |samodruzné body vytvori|kromé osy jsou samodruzné vsechny
osu soumérnosti primky kolmé k ose

Posunuta  osova|zadné samodruzné body jediné osa je samodruznou pfimkou
soumeérnost

Poznamka: Identita, otodeni a posunuti jsou tzv. pfimé shodnosti. Je-li A’B’C’ obraz troju-
helniku ABC, pak smysl obihani trojuhelniku od A k bodu B, k vrcholu C a zpét k bodu A je
stejny jako obihani trojihelniku A’B’'C’" od A’ ptes B’, C' k bodu A’ (obr. 12).
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Obrézek 12:

Osova soumérnost a posunuta osova soumérnost jsou shodnosti nepfimé (obr. 13), smysl obihani
je v trojuhelniku a v jeho obrazu opacny, jednou ve sméru otaceni hodinovych rucicek, po druhé
proti otaceni hodinovych rucicek.
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Obrazek 13:

Poznamka: Slozenim posunuti, v némz se bod A zobrazi na bod B s posunutim, v némz se
bod B zobrazi na bod C, je posunuti, které zobrazi bod A na bod C'. Jestlize vSak bod C splyva



s bodem A, je vysledné zobrazeni identitou. Vznika tedy otdzka, zda mame identitu povazovat za
zvlastni pripad posunuti. Mtzeme pak tvrdit, Ze slozenim kazdych dvou posunuti je opét posunuti.
Podobné se identita povazuje také za otoceni kolem libovolného bodu o nulovy thel, aby slozeni
dvou otoceni kolem pevného bodu bylo opét otoceni. V predchazejicim prehledu pak musime u
otocCeni a posunuti pridat doplnéni "rtzné od identity” a v definici posunuté soumérnosti pridat
podminku, Ze jde o osovou soumérnost slozenou s posunutim ve sméru osy, které neni identitou.

Mluvime-li 0 posunuté soumérnosti, minime tim osovou soumérnost sloZenou s posunutim ve
sméru osy soumérnosti. Co vSak kdyZz posunuti neni ve sméru osy? V tom ptipadé rozlozime
posunuti v posunuti ve sméru kolmém k ose a v posunuti ve sméru osy soumérnosti (obr. 14).

Obrazek 14:

Posunuti ve sméru kolmém k ose soumérnosti rozlozime na dvé osové soumérnosti podle os o1,
09, pricemz muzeme predpokladat, ze o1 splyva s osou o osové soumeérnosti. Vysledné zobrazeni je
pak slozeno z osové soumeérnosti podle osy oz a z té ¢asti posunuti, ktera ma smér os o1, 0s.

Podobné nemluvime o posunutém otoceni, protoze zobrazeni slozené z otoc¢eni a posunuti je
otoceni. Dokazte si to. Sta¢i dané otoceni rozlozit na osové soumérnosti podle os 01, 02 a posunuti
rozloZit na osové soumérnosti podle os 03, 04. Miizeme totiz volit tyto osy tak, ze oo = 03. Vysledné
zobrazeni je pak slozeno pouze z osovych soumeérnosti podle os 01 a 04, coz je otoceni.

2 Stejnolehlost

Kromé shodnosti roviny je vyznamnym zobrazenim roviny stejnolehlost. Stejnolehlost je dana
svym stiedem S a koeficientem X # 0 a kazdému bodu X roviny pfifazuje bod X’ podle téchto
pravidel:

a) stfed S je samodruzny, tj. S’ = 5,
b) pro X # S jsou poloptimky SX, SX' totozné pii A > 0 a opacéné pii A < 0,
c) [SX'| =[Al-[5X].

Thned vidime, ze v piipadé A = 1 je stejnolehlost identitou. Proto néktefi autori pozaduji A # 1.

Stejnolehlost zobrazi kazdou usecku na tsecku rovnobéznou a pro délky plati |A’'B’| = |A|-|AB|,
kde M je koeficient stejnolehlosti. Stejnolehlost je ddna také svym stfedem S a dvojici (A, A"), kde
A # S, A # 8 abody S,A, A’ lezi na jedné ptimce (obr. 15). Jsou-li polopfimky SA,SA’
totozné, je koeficient stejnolehlosti kladny, rovnd se |SA’| : |SA|, jsou-li polopfimky SA,SA’
opacné, je koeficient stejnolehlosti zaporny, jeho absolutni hodnota je opét rovna |SA’| : |SA|.
7 vyse uvedeného vztahu pro délky tsecky a jejiho obrazu ihned plyne, Ze obrazem kruznice je
ve stejnolehlosti opét kruZnice, stied kruznice se zobrazi na stfed kruZnice a pro poloméry r,r’
kruznice a jejiho obrazu plati ' = |A| - r.



Obrazek 15:

Priklad 5 V roviné jsou ddny riznobézné primky p,q se spolecnym bodem S a bod A, ktery nelezi
na zZddné z nich. Sestrojte kruznici, kterd prochdzi bodem A a dotykd se primek p, q.

Obrézek 16:

Reseni: V tihlu piimek p,q, ve kterém lezi bod A sestrojime libovolnou kruznici, ktera se
dotyké piimek p,q (obr. 16). Ozna¢ime A’ jeden z pruseciki p¥imky SA se zvolenou kruznici,
kterou oznacime k' a jeji stied O’. Stejnolehlost se stiedem S, pii které se bod A’ zobrazi na bod
A, zobrazi kruZnici k' na kruznici k, kter4 je feSenim daného piikladu, jeji stfed O dostaneme jako
obraz bodu O’. Uloha ma dvé feSeni, protoze za A’ jsme mohli zvolit i druhy priseéik piimky SA
a kruznice £’.

Priklad 6 Rovnoramenny trojiuhelnik ABC se zdkladnou BC zobrazime ve stejnolehlosti se stie-
dem A a koeficientem \ > 1 na trojuhelnik A'B’'C’ a ten zobrazime v 0sové soumérnosti podle osy
o= BC. Ktery bod je pri sloZeném zobrazeni samodruzny?

A:

Obrézek 17:



Reseni: Zobrazi-li se body X,Y (X # Y) v dané stejnolehlosti na body X', Y”, je

| X'Y'| = A XY| > |XY|. Pro obrazy X”,Y" bodta X', Y’ v osové soumérnosti podle osy o plati
[ X"Y"| = |X'Y'| > |XY]|. Slozené zobrazeni tedy nemize mit dva samodruzné body, nejvyse
jeden. Ozna¢me P stied zakladny BC (obr. 17). Je-li X samodruzny bod slozeného zobrazeni, musi
nutné lezet na primce AP, protoze pro kazdy bod Z mimo primku p = AP plati, ze vzdalenost jeho
obrazu Z" od pfimky d se rovné vzdalenosti bodu Z’ od piimky d a je A-krat vétsi nez vzdalenost
bodu Z od pfimky d. Je-li bod X pfimky d samodruzny, tj. X" = X, jsou body X a X’ soumérné
sdruzené podle bodu P (P je stfedem tsecky X X') a ptimky CX a C’ X’ jsou rovnobé&zné. Jinymi
slovy X X'C'C je lichobé&znik, bod P je stfedem ramene X X'. Proto je tisec¢ka D P stfedni prickou
tohoto lichobéZniku, kde jsme D oznagcili stied tsecky CC’. Odtud uz plyne konstrukce bodu X,
bodem C vedeme piimku rovnobéznou s D P, pruseéik s pfimkou p je bod X. Bod X’ je prusecik
piimky p s pfimkou vedenou bodem C’ rovnobézné s DP. Stfedem tsecky X X’ je pak bod P a
X"=X.

Vime jiz, ze obrazem kruznice ve stejnolehlosti je opét kruznice. Ptejme se obracené, zda ke
dvéma kruznicim existuje stejnolehlost, kterd zobrazi jednu na druhou. Zvolme tedy v roviné
kruznice k(O,r) a (0’ s) (obr.4), necht je ddle A € k, A’ €l a OA||OA’.

Obrazek 18:

Existuje-li stejnolehlost zobrazujici k na I (a tedy bod O na bod O’), musi se zobrazit bod A
na bod A’ nebo na bod A” soumérné sdruzeny s A’ podle stfedu O'. Jeji stfed S lezi nutné na
pfimce OO’, v ptipadé O = O’ (k,l soustfedné) je S = O. V ptipadé O # O’ lezi stfed hledané
stejnolehlosti nutné také na spojnici AA’ nebo AA”. Mizeme predpokladat, Ze jsme oznaceni zvolili
tak, ze prusecik I piimek OO’, AA” lezi mezi body O,0’, I je tzv. vnitini stied stejnolehlosti
danych kruznic. Stejnolehlost se stfedem I zobrazujici bod A na bod A” (tim je stejnolehlost
déna) zobrazi kruznici k na kruznici [. Priseéik E pfimek OO’ a AA’ existuje pouze v pfipadé,
kdy maji kruznice k, [ rizné poloméry a je stfedem stejnolehlosti, kterd zobrazi k na [l a bod A na
bod A’, nazyva se vnéjsim stiedem stejnolehlosti danych kruznic. Stejnolehlost se stfedem I ma
koeficient zdporny, stejnolehlost se stfedem E m4 koeficient kladny, rizny od 1. V ptipadé O = O’
oba stredy splyvaji. Pfedchéazejici vysledky shrneme do tohoto piehledu:

kruznice k,l jsou|jsou totozné existuji dvé stejnolehlosti zobrazujici k£ na [,
soustfedné identita a stfedova soumérnost
jsou ruzné existuji dvé stejnolehlosti zobrazujici k na
l, stfedem stejnolehlosti je vzdy stfed obou
kruznic

kruznice k,l nejsou|maji stejny polomér |existuje pravé jedna stejnolehlost zobrazujici
soustiedné kruznici k na kruznici [, je to stfedova sou-
meérnost

maji rizné poloméry | existuji praveé dvé stejnolehlosti zobrazujici k
na [




SloZenim dvou stejnolehlosti se stejnym stfedem je stejnolehlost s tymz stfedem, koeficient
vysledné stejnolehlosti je soucinem koeficientti stejnolehlosti z nichz je stejnolehlost sloZena. Vse
plyne prfimo z definice stejnolehlosti. Muzeme dokonce tvrdit, Ze vSechny stejnolehlosti s danym
stfedem tvori pii skladani grupu izomorfni s multiplikativni grupou nenulovych redlnych ¢isel. Tim
tvrdime pouze toto:

Jestlize stejnolehlosti h, [ se stejnym stiedem S maji po fadé koeficienty A, u, pak stejnolehlost
l o h mé koeficient j - A\, zobrazeni h™! (inverzni zobrazeni k h) je stejnolehlost se stiedem S
a koeficientem % Zde jsme vSak museli mezi stejnolehlosti zahrnout i identitu, které odpovida
koeficient 1.

Jiné situace nastane, maji-li stejnolehlosti h, [ s koeficienty A, p rizné stfedy. Jejich slozenim
dostaneme stejnolehlost pouze v ptipadé A - p # 1, stfedy vSech tii stejnolehlosti lezi na pfimce.
Je-li M- p = 1, je slozené zobrazeni posunuti ve sméru piimky spojujici stfedy danych stejno-
lehlosti. VSechny stejnolehlosti roviny (vCetné identity) a vSechna posunuti roviny tvoii grupu,
tzv. Mongeovu grupu (Gaspard Monge, francouzsky matematik, zakladatel deskriptivni geomet-
rie, 1746-1818). S kazdymi dvéma zobrazenimi této grupy patii do ni i zobrazeni sloZené z nich
a s kazdym zobrazenim patii do Mongeovy grupy i zobrazeni inverzni. Mongeova grupa je tvo-
fena vSemi zobrazenimi roviny, které maji tu vlastnost, Ze obrazem kazdé tisecky je tisecka s ni
rovnobézna.

Priklad 7 V rovnobézniku ABCD se stredem S oznacime po tadé U, V, W, Z stredy stran AB,
BC, CD, DA. Stejnolehlost se stiedem A a koeficientem 2 sloZime se stejnolehlosti se stredem C
a koeficientem % Sestrojte obraz trojuhelniku AU Z pti sloZeném zobrazend.

Obrazek 19:

Reseni: P¥i prvni stejnolehlosti se trojthelnik AUZ zobrazi na trojuhelnik ABD, pii druhé
se trojuhelnik ABD zobrazi na trojihelnik SVW. Slozené zobrazeni je posunuti, které je dano
napfiiklad usporadanou dvojici U,V jako dvojice vzor, obraz.

Priiklad 8 V trojuhelniku ABC je H prusecik vysek, P pata vysky vedené bodem C ma stranu
AB a U, V, W, Z jsou paty kolmic vedenijch bodem P na primky AH, AC, BC, BH. DokaZte,
Ze tyto Ctyri paty leZi na jedné primce.

Reseni: Ozna¢me jesté R, paty vysek trojihelniku na stranidch AC, BC (obr. 20). Stejnoleh-
lost se stfedem C, ktera zobrazi H na P, zobrazi R na V a Q) na W (pfitom vSak pfedpokladdme
H # C). Proto je RQ||VW. Stejnolehlost se stfedem A zobrazujici P na B zobrazi U na Q a V
na R. Proto je UV||RQ. Odtud uz plyne, ze body U, V,W lezi na pfimce rovnobézné s pfimkou
RQ. Analogicky stejnolehlost se stfedem B zobrazujici P na A zobrazi Z na R a W na @, takze
i ZW||RQ, takze i body V, W, Z jsou kolinedrni (lezi na pfimce) a tedy jsou kolinedrni vSechny
¢tyti body U, V., W, Z. V pripadé pravouhlého trojihelniku s pravym thlem pfi vrcholu C, kdy
splyvaji body H a C, je ditkaz trividlni, nebot pak splyvaji body U, V a také body Z, W.
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Obréazek 20:

Priklad 9 Ze znamé véty o stredovém a obvodovych uhlech plyne, Ze kruznice k opsand trojuhel-
niku ABC' prochdzi také body A1, Bi, C1, které odpovidaji pruseciku vysek H v osovych soumér-
nostech s osami BC, CA, AB (obr. 21). Prochdzi také body As, Ba, Ca, které jsou obrazy bodi
Ay, B1, C1, ato As je obrazem A; podle isecky BC' a analogicky Ba, Cy. Stejnolehlost se stiedem
H a koeficinetem % zobrazi kruznici k na kruznici l. Vyjmenujte nekteré vyznacné body, kterymi

kruznice | prochdzi.

Obréazek 21:

Reseni: Body A;, B, C; se zobrazi pii uvazované stejnolehlosti na paty vysek trojuhelniku
ABC, body As, By, Cs se zobrazi na stfedy A’, B’, C’ jeho stran. Vrcholy A, B, C se zobrazi na
sttedy tsecek HA, HB, HC. Kruznice prochézejici témito deviti vyznaénymi body trojihelniku
se nazyva Feuerbachova kruznice, nebo také kruznice deviti bodt.

3 Podobnost

Slozenim shodnosti a stejnolehlosti nedostaneme obecné ani shodnost ani stejnolehlost. Protoze
v8ak shodnost zachovava délky tsecek a stejnolehlost s koeficientem g obrazi kazdou tsecku AB
na Gsec¢ku A’B’ délky |u| - |[AB|, ma tuto vlastnost i zobrazeni slozené a nazyva se podobnost.
Nezobrazi vsak obecné kazdou tsecku na tsecku rovnobéznou.

Zobrazeni roviny se nazyva podobnost, existuje-li kladné ¢islo k tak, Zze pro kazdé dva body
X,Y a jejich obrazy X', Y’ plati | X'Y’| = k|XY|. Cislo k je tzv. koeficient podobnosti. Snadno
se ukaze, ze kazda podobnost se da slozit ze shodnosti a ze stejnolehlosti nebo také v obraceném
poradi, tedy ze stejnolehlosti a shodnosti.

Je-li K =1, je podobnost shodnosti. Stejnolehlost s koeficientem p je podobnost s koeficientem

k= |ul
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Kazd4 podobnost zobrazi trojuhelnik na trojuhelnik podobny. Jsou-li obracené dany v roviné
dva podobné trojuhelniky ABC a A’B’C’, existuje pravé jedna podobnost, kterd zobrazi body
A, B, C po fadé na body A’, B, C'. Z podobnosti danych trojuhelnikii plyne existence ¢isla k > 0
a platnost vztaht |A'B’| = k|AB|, |B'C’'| = k|BC| a |C'A’| = k|CA|. Obrazem kazdého bodu
X v poloroviné ABC' (pfipadné v poloroviné opac¢né) musi byt bod X’ v poloroviné A'B'C’ (v
poloroviné opaé¢né), pro ktery plati |A’X’| = k|AX|, |B'X’'| = k|BX]| a témito vztahy je bod X’
jednoznacné urcen.

Je zcela ziejmé, ze podobnost, kterd neni shodnosti, nemiize mit dva rtizné samodruzné body.
D4 se ukazat, ze ma pravé jeden samodruzny bod a d& se sloZit z otoceni kolem tohoto bodu a
stejnolehlosti s timto stfedem nebo z osové soumérnosti, jejiz osa obsahuje tento samodruzny bod
a stejnolehlosti s timto stfedem. V prvnim piipadé je podobnost pfim4, tj. smysl obihani obvodu
trojihelniku a jeho obrazu je stejny, v druhém pfipadé opacny. Ukédzeme to na piikladé.

Priiklad 10 ABC je pravouhly trojihelnik s pravym dhlem pii vrcholu C, P je pata jeho viysky
vedené bodem C (obr. 22). Oznacéme a,b,c délky jeho stran, v jeho vysku a c1,co délky useki na
preponé. Trojuhelnik APC' je podobny trojuhelniku CPB. Rozlozte prislusnou podobnost na shod-
nost a stejnolehlost.

Obréazek 22:

Reseni: Za shodnost vezmeme otoéeni kolem bodu P, které zobrazi bod A na bod A; polo-
piimky PC. Bod C se timto oto¢enim zobrazi na bod C poloptimky PB. Jsou pak tsecky A;C4
a CB rvnobézné a existuje stejnolehlost se stfedem P zobrazujici A; na C a C; na B. SloZené
zobrazeni je podobnost, kterd zobrazi trojuhelnik APC na CPB. Jde o podobnost pfimou.

Priiklad 11 Trojuhelnik APC je také podobny trojuhelniku ACB. Zvolte shodnost a stejnolehlost
tak, aby sloZené zobrazeni zobrazilo trojuhelnik APC' na trojuhelnik ACB.

Obrazek 23:

Reseni: Za shodnost zvolime osovou soumérnost podle osy tthlu CAB (obr. 23). Pfi ni je bod
A samodruzny, bod P se zobrazi na bod P, polopfimky AC' a bod C na bod Cs polopfimky AB.
Usecka P,Cs je rovnobézna s tiseckou C'B, vezmeme stejnolehlost se stiedem A, kterd zobrazi Ps
na C' a C3 na B. SloZené zobrazeni je podobnost nepfima.

12



Priklad 12 V roviné je pevné zvolen bod A. Jakou mnoZinu vytvori vrcholy X wvsech ctverci
AXY Z se stredem S, jestlize bod S probihd kruh K, ktery neobsahuje bod A?

Obrézek 24:

Reseni: Predpokladejme, Ze jsme sestrojili k bodu A &tverec AXY Z se stiedem S v daném
kruhu K (obr. 24). Je pak |AX | = |AS|-v/2 a |[<SAX| = 45°. Na polopiimce AS sestrojime nejdiive
bod X' tak, aby |[AX'| = |AS|-+/2 a bod X' oto¢ime kolem bodu A o thel 45°. Vysledkem je
bod X. Protoze méame dvé moznosti pro otoéeni polopfimky AS kolem bodu A o 45°, dostaneme
dvé mozné polohy bodu X, které jsou soumérné sdruzené podle stifedu S a tim dva ctverce. Ty
se lisi pouze zaménou vrcholtt X a Z. Zobrazeni, které bodu S prifadi bod X' je stejnolehlost se
stfedem A a koeficientem /2. Tuto stejnolehlost slozime s dvéma otocenimi kolem A o 45°. Tim
se kruh K zobrazi nejdiive na kruh K’ ve stejnolehlosti a ten otoéime kolem A o 45° na kruhy K7,
K5 a bod X lezi ve sjednoceni téchto dvou kruhii. Obracené kazdy bod X € K; U K» je obrazem
nékterého bodu S € K v uvazované stejnolehlosti sloZené s nékterym otocenim kolem bodu A o
45°.

4 Kruhova inverze

Podivejte se na definici stejnolehlosti. Podminka c) vlastné ¥ika, Ze vzdalenost |SX’| je pfimo
umérnd vzdalenosti |SX| s koeficientem |A| > 0. Kdybychom pfimou tmérnost nahradili nepfimou
umeérnosti, dostaneme zcela jiné zobrazeni, tzv. kruhovou inverzi. Ta je také déna stfedem S a
nenulovym koeficientem A a pro kazdy bod X # S a jeho obraz plati |SX'| = % Musime ovSem
vyloucit bod S, ten nezobrazujeme, jeho obraz neni definovan. Takze kruhova inverze se stfedem
S a koeficientem A # 0 je zobrazeni roviny bez bodu S do stejné mnoziny, které je definovano
témito vlastnostmi:

a) bod S nemé obraz,

b) pro X # S jsou polopfimky SX, SX’ totozné pii A > 0, opacné pfi A < 0,
A

¢) [SX'] = 3.

V kruhové inverzi se stfedem S a s kladnym koeficientem A jsou samodruzné body pravé ty body

X, pro které plati |SX|? = . Tvoii tedy kruznici se stfedem S a polomérem VA Kruhové inverze
se zapornym koeficientem nemad zadné samodruzné body, ale kazdy bod X kruZnice se stfedem S
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a polomérem \/W se zobrazi na bod této kruznice, a to na bod X’ diametralné protilehly, body
X, X' jsou soumérné sdruzené podle stfedu S.

Jestlize se ve stejnolehlosti zobrazi bod X na bod X', nezobrazi se bod X’ na bod X, s
vyjimkou identity a stfedové soumérnosti. V definici kruhové inverze vidime, Ze body X a X'
vystupuji symetricky, tzn. definice se nezméni, zaménime-li X a X’. Proto plati: Zobrazi-li se
v kruhové inverzi bod X na bod X', zobrazi se v téze inverzi bod X’ na bod X. Uz vime, Ze
takové zobrazeni se nazyva involutorni, kratce involuce. Takze kazda kruhovéa inverze je involutorni
zobrazeni. Inverzi s kladnym koeficientem se také fika symetrie podle kruznice samodruznych bod.

Protoze v kruhové inverzi se stfedem S a koeficientem A plati |SX|-[SX’| = |A|, plyne z |SX| <
V/|\ nerovnost [ SX’| > y/]\] a obrdcend. Znamend to, e vnitin{ oblast kruznice k(S, 1/|A[) (kromé
bodu S) se zobrazi na jeji vnéjsi oblast a obracené vnéjsi oblast na vnitini oblast.

Piimka, kterd prochézi stfedem S inverze je v této inverzi samodruzné (aZ na bod S, ktery
nemd Zadny obraz a také neni obrazem).

Jak se zobrazi pfimka, kterd neprochazi stiredem inverze? Bez Gjmy na obecnosti mtzeme pred-
pokladat, Ze inverze je dana stfedem .S a kladnym koeficientem. Inverzi se zapornym koeficientem
A miizeme totiz slozit z inverze s tymz stfedem a koeficientem |A| a stfedové soumérnosti se stie-
dem S. Necht tedy piimka p neprochazi stfedem S inverze (obr. 25). Inverze je dana, zndme-li
obraz P’ paty P kolmice vedené bodem S na p¥imku p. Tvrdime, Ze obrazem pfimky p v inverzi je
kruznice nad primérem SP’ (bez bodu S). K dtikazu sta¢i ukdzat, ze pro kazdy bod X pfimky p
a prusecik X’ pfimky SX s uvedenou kruznici plati |[SX|-|SX'| = |SP|-|SP’|. To viak okamzité
plyne z podobnosti pravothlych trojuhelnikd SPX a SX'P’.

Obrazek 25:

7 involutornosti involuce plyne obracené, ze obrazem kruznice prochazejici stfedem inverze je
primka, ktera stfedem inverze neprochéazi.

Jesté ukazeme, Ze obrazem kruznice, ktera neprochézi stfedem inverze, je kruznice, ktera také
neprochazi stfedem inverze S a je obrazem puvodni kruznice ve stejnolehlosti se stfedem S. Bodem
S vedeme pfimku, kterd prochézi stifedem zobrazované kruznice k (obr. 26), priseciky s kruznici
oznadime A, B, jejich obrazy v inverzi A’, B’. Pfedpokladejme jest&, ze tsecka AB neobsahuje bod
S, v opa¢ném piipadé bychom postupovali obdobné.

Obréazek 26:
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Je-li |SA| < |SB], je |SB'| < |SA| a plati [SA| - [SA| = |SB| - |SB/|, tedy 1341 = B2 To
ale znamena, Ze stejnolehlost se stifedem S zobrazujici A na B’, zobrazi bod B na A’ a kruznici
k na k' s primérem B’A’. UkadZeme, ze k' je také obrazem kruZnice k v dané inverzi. Avsak ve
stejnolehlosti se bod X zobrazi na bod Y’ a bod Y na bod X’, v inverzi se bod X zobrazi na
X" aY naY’. Stadi dokazat, ze |SX| - |SX'| = |SA|-|SA| = |SY]|-|SY’|. K tomu pouzijeme
mocnost bodu ke kruznici. Podle mocnosti bodu S ke kruznici k plati |SX|-|SY| = |SA|-|SB].
Ze stejnolehlosti plyne

|SX'| |SA
|SY| — |SB]’

vynéasobenim dostavame |SX |- |SX'| = |SA|- |SA'|, podobné pro souéin |SY]-|SY’|.

Priklad 13 Kruhovd inverze je dana kruznici k samodruZngch bodd (obr. 27). Sestrojte obrazy
XY bodi X,Y.

;
</

Y!

Obrazek 27:

Reseni: Bodem X vedeme teénu ke kruznici k, bod dotyku promitneme kolmo na SX, dosta-
neme tak obraz X’ bodu X. Podle Euklidovy véty o odvésné totiz plati |[SX'| - |SX| = |ST|?, coz
je koeficient A inverze. V ptipadé bodu Y postupujeme obracené - bodem Y vedeme kolmici k SY,
v prisediku s kruznici sestrojime jeji teénu, ta protne SY v bodé Y.

Priklad 14 Kruhovd inverze se zdpornym koeficientem \ a stredem S miZe byt ddna kruznici k
se stiedem S a polomérem +/|\|. Jeji body nejsou samodruzné, kazdy se zobrazi na bod diametrdlné
protilehly. Sestrojte obrazy bodi X,Y v této inverzi.

Obrazek 28:

Reseni: Je-li X bodem vnéjsi oblasti kruznice k, vedeme bodem S kolmici k SX (obr. 28), v
prisecéiku Xy s kruznici k& vedeme kolmici k Xy X, prusecik X’ s SX je obraz bodu X. Diikaz
plyne z Euklidovy véty o vySce. Analogicky pro bod Y.
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V kruhové inverzi s kruznici k samodruznych bodd je samodruzné i kazda kruznice, ktera
protind kruZnici k£ kolmo (obr. 29). To plyne ihned z mocnosti stfedu S kruznice k ke kruznici
protinajici k¥ kolmo. Protina-li polopiimka SX kruznici [ jesté v bodé Y, je |SX| - |SY| = |ST|?,
takze Y je obrazem bodu X. Jsou tedy samodruzné pravé ty kruznice, k nimz ma bod S za mocnost
¢islo 2 = | ST,

Obrézek 29:

V kruhové inverzi se zdpornym koeficientem A je samodruzna kruznice k se stiedem S ve
stfedu inverze a s polomérem \/W (neni vSak bodové samodruznd) a pak vSechny kruZnice [,
které protinaji kruznici k v koncovych bodech priméru kruznice k (obr. 30). Oznacime-li totiz
A, B koncové body prumeéru kruznice k, kterymi prochézi kruznice I, a X,Y pruseciky primky
prochéazejici stfedem S a kruznice [, jsou SX a SY opacné polopfimky a z mocnosti bodu S ke
kruznici [ plyne |SA|-|SB| = —A =|SX]-|SY]|. I v tomto pfipadé je proto Y obrazem bodu X v
dané kruhové inverzi.

Obrazek 30:

Pomoci kruhové inverze si dokaZzeme tzv. Eulertv vzorec pro vzdalenost d stfedi kruZnice
trojihelniku opsané a vepsané. Ozna¢me S stfed kruznice k opsané a O stied kruznice vepsané

Obrézek 31:

trojuhelniku ABC' (obr. 31). Necht je D druhy priseéik osy thlu ACB s kruZnici k, ED pramér
kruznice k, P pata kolmice vedené bodem O na pfimku BC. Z véty o obvodovych thlech plyne
shodnost thla DCB, DEB, AED, ABD.

16



Oznacime-li d vzdalenost bodi S, O, dile R polomér kruznice k a r polomér kruznice troja-
helnfku vepsané, je mocnost bodu O ke kruznici k rovna —(R + d)(R — d) = d*> — R? a rovna se
také —|OC| - |OD|. Uhel DOB je vngjsi tihel v trojihelniku OCB a proto se jeho velikost rovna
souctu %ﬁ hla vnitinich pfi zbyvajicich vrcholech. Stejnou velikost ma také ithel OBD, proto
je trojuhelnik ODB rovnoramenny se zakladnou BO. Z podobnosti trojihelnikt FDB a COP
plyne

|OC| |ED| |ED|
|oP|  |BD| |OD]’

tedy |OC|-|OD| = 2Rr, odtud R? — d?> = 2Rr, d*> = R(R — 2r), coz je Eulertiv vzorec.

Pomoci kruhové inverze mtizeme také dokazat Ptolemaiovu nerovnost pro konvexni ¢tyituhelnik
ABCD, ktera tika, ze

|AC|-|BD| < |AB| - |CD| + |BC| - |AD|

a rovnost plati pravé jen pro ¢tyfuhelnik tétivovy (obr. 32).

D
A
C
B
Obrazek 32:
K dikazu pouZijeme vzorec
XY

X/y/ — )\ |
XY= Mg sy

ktery plati pro obrazy X’, Y libovolnych bodt X,Y v kruhové inverzi se stfedem S a koeficientem
A. Vzorec se snadno dokéze uzitim kosinové véty pro trojihelniky SXY a SX'Y’. Zvolime inverzi
se stfedem A a koeficientem 1. Pro obrazy B’,C’, D’ bodt B, C, D plati trojtihelnikova nerovnost
|B'C'| 4+ |C'D'| 2 |B’'D’| s rovnosti pravé jen v piipadé, ze bod C’ lezi na tseéce B’D’. To oviem
nastane pouze v pripadé kdy body B, C, D budou lezet na kruznici prochazejici bodem A, tedy
tehdy, kdyz je ¢tyfuhelnik ABC'D tétivovy. Pak uz sta¢i pouzit uvedeny vzorec pro dvojice (B, C),
(C,D)a(B,D)aS=A.
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