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Posloupnosti a nekonec¢né rady

1 Posloupnost a jeji urceni

Posloupnosti rozumime takovou funkci f, kterd kazdému pfirozenému ¢islu n pfifazuje redlné ¢islo
f(n). Jestlize pro kazdé n polozime f(n) = a,, budeme mluvit o posloupnosti (ay), jejimz prvnim
¢lenem je ¢islo aq, druhym ¢islo as, tfetim ¢islo ag, ..., n-tym ¢islo a,; zapisujeme ji takto: ay, as,
as, ..., ap, - ... Vyjaddfeni n-tého ¢lenu této posloupnosti ve tvaru a, = f(n) se nazyva vzorec
pro n-ty ¢len; timto vzorcem je posloupnost jednozna¢né uréena. Napiiklad vzorec a, = n? — 3
uréuje posloupnost s prvnim ¢lenem a; = 12 — 3 = —2, s druhym ¢lenem ay = 22 — 3 = 1, s tietim
¢lenem a3 = 32 — 3 = 6, atd.

Nékteré posloupnosti je mozné uréit vzorcem rekurentnim, ktery jejich n-ty ¢len vyjadiuje
pomoci jednoho nebo nékolika ¢lend, které mu bezprostiedné predchazeji. Tento rekurentni vzorec
je vSak nutné doplnit poé¢ateénimi podminkami, tj. adaji, ¢emu je roven prvni nebo nékolik
prvnich ¢lenti podle toho, kolika pfedchazejicimi ¢leny je n-ty ¢len vyjadien. Naptiklad rekurentnim
vzorcem a, = 2a,_1 + 3a,_2 doplnénym pocateénimi podminkami pro prvni dva ¢leny a1 = 2,
as = 1, je uréena posloupnost (ay,), jejiz dalsi ¢leny jsou:

a3 = 2a2+3a; = 2-14+3-2 = 8,a4 = 2a3+3a2 = 2-84+3-1 =19, a5 = 2a4+3a3 = 2-19+3-8 =42,...
Nevyhodou tohoto rekurentniho uréeni posloupnosti je, ze k vypoctu daného ¢lenu je nutno ,,jit
zpatky“ a postupné uréit vSechny ¢leny predchazejici (recurrere znamend v latiné bézet zpatky).

Poznamka. Z nékolika znamych prvnich ¢lend posloupnosti, aniz je znamo pravidlo, jak jsou jeji ¢leny vytva-

feny, nelze uréit ¢leny néasledujici. Zadanim jakéhokoli poc¢tu pocate¢nich ¢lenit neni zaddnad posloupnost uréena
jednoznac¢né! I kdyz se napfiklad zda, ze Sesty ¢len posloupnosti 2, 4, 6, 8, 10, je ¢islo 12, jisté to neni!

2 Aritmeticka posloupnost

U nékterych posloupnosti je rozdil (n + 1)-ho a n-tého ¢lenu pro vSechna pfirozend n konstantni.
Takovéto posloupnosti se nazyvaji aritmetické.

Posloupnost (a,) je aritmeticka, existuje-li ¢islo d tak, Ze pro vSechna pfirozena
&isla n plati a,+1 — a, = d. Cislo d se nazyva diference aritmetické posloupnosti.

Je zfejmé, Ze aritmetickd posloupnost (a,) je urCena svym prvnim ¢lenem aq a diferenci d;
vSechny dalsi ¢leny jsou dany rekurentnim vzorcem a,4+1 = a, + d.

Uloha 1 Dokazte, Ze pro n-ty clen aritmetické posloupnosti s diferenci d plati
an =aj + (n —1)d.

Uloha 2 Dokaste, Ze kazdy clen aritmetické posloupnosti kromé proniho je roven aritmetickému
prumeéru svych sousedii.

Uloha 3 Dokazte, Ze posloupnost, jejiz kazdy clen kromé pruniho je aritmetickym primérem svych
sousedt, je aritmetickd.

Soucet prvnich n ¢lenu aritmetické posloupnosti
V aritmetické posloupnosti (a,) ozna¢me s, soucet jejich prvnich n élent, tj.

Sp=a1+as+ag+ -+ ay.



Zménime-li poradi s¢itanct, dostaneme rovnost
Sp =Qp +An—1 + @p—2+ - -+ ay,
kterou seCteme s predchazejici. Dostaneme tak:
28, = (a1 + an) + (a2 + an—1) + (az + an—2) + -+ + (an + a1).

Protoze dana posloupnost je aritmeticka, soucty v jednotlivych zdvorkach se rovnaji, takze 2s,, =
n(a; + a,) neboli s, = n(a; + a,)/2.

Soucet prvnich n ¢lent aritmetické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a n-tym
élenem a,, je dan vzorcem s,, = n(ai + a,)/2.

Priiklad 1 Posloupnost vSech prirozengch cisel je rozloZena do skupin tak, Ze pruni skupina konéi
Gislem 12, druhd cislem 22, treti ¢islem 32, ..., k-td cislem k?:

(1),(2,3,4),(5,6,7,8,9),(10,11,...,16),...
Urcete soucet cisel v k-té skupiné.

Resent: Cleny k-té skupiny jsou ¢isla (k —1)2 + 1, (k —1)2+2, (k—1)2 +3, ..., k2, ktera
tvofi aritmetickou posloupnost s diferenci d = 1 a prvnim ¢lenem (k — 1)2 + 1. Protoze pocet jejich
¢lenti je k? — (k — 1)% = 2k — 1, je soudet vSech &isel k-té skupiny roven

(2k —1D)[(k—1)2 + 1+ k?]

5 =2k —1) (K —k+1).

Uloha 4 Posloupnost viech prirozenych ¢isel je rozlozena do skupin tak, Ze v k-té je k cisel:
(1),(2,3),(4,5,6),(7,8,9,10),. ..
Urcéete soucet cisel v k-té skupiné.

Uloha 5 Ze vsech zlomki s piirozenym citatelem i jmenovatelem je utvorena posloupnost tak, Ze
ze dvou zlomki ,jde v této posloupnosti diive® ten, ktery md mensi soucet citatele a jmenovatele ,
a je-li tento soucet stejny, ,jde drive® zlomek, ktery md mensiho citatele. Napiste nékolik prunich
célend této posloupnosti a urcete, kolikdtym jejim ¢lenem je zlomek p/q, kde p, q jsou dand piirozend
cisla.

Uloha 6 Urcete n-ty clen a soucet prvnich n clent posloupnosti s prunim clenem a1 = 1, kterd
je urcena rekurentnim vzorcem Gny1 = apn + N.

Uloha 7 Dokaste, %e v posloupnosti (a,) urcené prunim clenem a1 = 1 a rekurentnim vzorcem
Ani1 = an + (n+ 1) plati a, + any1 = (n+1)2

3 Geometricka posloupnost

Zatimco u aritmetickych posloupnosti je pro viechna ptirozena ¢isla n konstantni rozdil (n+ 1)-ho
a n-tého Clenu, u posloupnosti geometrickych je konstantni jejich podil.

Posloupnost (a,) je geometricka, existuje-li éislo g tak, Ze pro vSechna pfFirozena
&isla n plati a1 = a,q. Cislo g se nazyva kvocient geometrické posloupnosti.

Geometrickd posloupnost (a,) je tedy ddna prvnim ¢lenem a; a kvocientem ¢; vSechny dalsi
Cleny jsou urceny rekurentnim vzorcem a,4+1 = anq.



Uloha 8 Dokaste, Ze pro n-tyj clen geometrické posloupnosti (a,,) s kvocientem q plati

_ n—1
an = a19q .

Uloha 9 Dokaste, %e v geometrické posloupnosti (ay,) je absolutni hodnota kaZdého ¢lenu kromé
pruntho rovna geometrickému primeru absolutnich hodnot jeho sousedu, tj. Ze pro vsechna priro-

zend ¢isla n platt |an| = \/|an+1] - lan—1|.

Soucet prvnich n ¢lent geometrické posloupnosti
Oznacime-li s,, soucet prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim ¢lenem a; a kvocientem
q, plati podle ulohy 8:

Sn=a1+aiq+a1q® + - +a1qg" * +arqg" .

Vynasobime-li tuto rovnost kvocientem ¢, dostaneme

mn

gsn = a1¢+ a1¢° + a1¢° + -+ a1¢" " + arq
a odectenim takto ziskané rovnosti od ptivodni budeme po tpravé mit
sn(l—q) = ai(l—q"),

odkud za predpokladu ¢ # 1 plyne:

Soucdet s,, prvnich n ¢lenti geometrické posloupnosti s prvnim élenem a; a kvoci-
entem ¢ # 1 je dan vzorcem

a1(1 —¢") _ ai(q" —1)
(1-—gq) (g—1)

n:

Pro g =1 je s,, = nas.

Piiklad 2 Posloupnost s pronim élenem 49 je utvorena tak, Ze kazdy dalsi clen vznikne z pred-
chazejiciho vloZenim dvojcisli 48 do ,jeho stredu®:

49,4489, 444889, 44448889, . . .

Dokazte, Ze kazdy clen této posloupnosti je druhd mocnina prirozeného cisla.

Reseni. Je zfejmé, Ze n-ty ¢len této posloupnosti je &islo a, = 44...488...89, které ma na
prvnich n mistech ¢tytky, na dalsich (n — 1) mistech osmicky a na poslednim devitku. Toto éislo
vyjadiime ve tvaru

an = 4.(102"71 4+ 10" 2 ... +10") + 8.(10" 1 + 10" 2 +--- +10) + 9
a po secteni Clentl obou geometrickych posloupnosti a snadné tpravé dostaneme

2-10" +1]°
n = | ————| -
Protoze ciferny soucet ¢isla 2 - 10™ + 1 je pro vSechna prirozena n délitelny tfemi, je ¢islo a,

prirozené.

Uloha 10 Urcete soucet pronich n ¢lent posloupnosti 1,11,111,1111, ..., ve které dekadicky zdpis
n-tého clenu je tvoren n jednickams.



Uloha 11 Urcete n-ty ¢len a soucet prunich n clent posloupnosti s prunim clenem a1 = 2, kterd
je urcena rekurentnim vzorcem any1 = an + 3™.

Uloha 12 Je ddno ¢islo 999...97000...02999...9, jeho# dekadicky zdpis zacind (n - 1) devit-
kami, po ¢islici T ndsleduje (n — 1) nul a po dislici 2 je n devitek. Dokazte, Ze pro vSechna n je
toto cislo treti mocninou prirozeného cisla.

Uloha 13 Dokaste, Ze pro soucet s, pronich n clenti geometrické posloupnosti plati

(52n - sn)2 = sn(SSn - 32n)~

4 Aritmeticko-geometricka posloupnost

Posloupnost aritmeticko-geometricka je posloupnost a1b1, asbs, ..., a,b,, ..., kde posloupnost ay, as,
.oyQp, ... je aritmeticka a posloupnost by, bs, ..., by, ... geometricka.

Piiklad 3 Urcete soucet s, prunich n élent aritmeticko-geometrické posloupnosti

z, 222,323, .. na™, ... .

Reseni. Soudet s, = = + 222 + 323 + --- + nz™ dané aritmeticko-geometrické posloupnosti
uré¢ime tak, Ze od tohoto souctu s, odecteme vyraz xs,, tj. soucin s, a kvocientu x geometrické

posloupnosti x, 22, z3,... :

Sp— xSy =x+ x>+ + -+ 2" —nz"TL

Po snadnych upravach a za predpokladu = # 1 dojdeme k vysledku:

xnz™t —a"(n+1) +1]
(z —1)?

Sp =

Timto postupem se da urcit soucet prvnich n ¢lenti kazdé aritmeticko-geometrické posloupnosti.
Je sice mozné odvodit obecny vzorec (viz tilohu 16), ale neni nutné si vysledek pamatovat, protoze
v konkrétnim pfipadé pozadovany soucet uréime vysSe uvedenym zpusobem.

Uloha 14 Urdete soudet
435,79 2]
2 4 8 16 on—1"

Uloha 15 Dokaste, Ze pro vsechna ptirozend ¢isla n plati

1 1\’ 1\* ",
1+2(14+—)+3(14+=) +4(14+=) +--+n(1+= =n?
n n n n

Uloha 16 Odvodte vzorec pro soucet prunichn ¢lenti aritmeticko-geometrické posloupnosti (a,b,,),
kde (an) je aritmetickd posloupnost s pronim clenem ay a s diferenci d a (by,) je geometrickd po-
sloupnost urcend prunim clenem by a kvocientem q.

Uloha 17 Urcete soucet




5 Soucet Si(n) k-tych mocnin prvnich n pfFirozenych cisel
Tento soucet pro kK = 1 a dané pfirozené ¢islo n zname:

n(n—i—l).

Si(n)=14+24+---4+n= 5

Ukazeme si, jak tento soucet ur¢ime pro k = 2; z této ukazky pak snadno usoudime, jak se daji
tyto soucty urcit i pro k = 3,4,5,...
Do rovnosti (n + 1) = n® + 3n2 + 3n + 1, kterd plati pro vSechna pfirozend ¢isla, dosadime

za n postupné n — 1, n — 2, ..., 3, 2, 1 a téchto n rovnosti pro (n + 1)3, n3, (n —1)3, ..., 33,23
seCteme. Po tpravé dostaneme

(n+1)% =13 +35(n) + 351 (n) +n,

odkud vypocteme
n(n+1)(2n + 1)

Sz (’I’L) = 6

K uréeni souétu S3(n) vyjdeme z rovnosti (n + 1)* = n* + 4n3 + 6n? + 4n + 1 a stejnym
zpusobem jako pro k = 2 vypocteme
n?(n +1)2

S3(n) = 1

Pozndmka. Porovnanim vysledkt pro Si(n) a Ss(n) zjistite, Ze pro vSechna pfirozena cisla n plati (ponskud
prekvapivé):
(1+2+3+-+n)?=134+23 4354+ ... +nd
Priklad 4 Urcete soucet: 1-2+2-5+3-8+4-11+---+n(3n—1).

Reseni. Plati:
n

kE(3k —1) = 3zn:k2 = Zn:k =395(n) — S1(n) =n?(n+1).
k=1 k=1

k=1

Uloha 18 Odvodte, Ze plati:
a) Si(n) =n(n+1)(2n +1)(3n% + 3n — 1)/30
b) Ss(n) = n?(n+1)2(2n? + 2n — 1) /12

Uloha 19 Urcete soucet: 212 +3-22 +4-32 4+ .- + (n + 1)n?
Uloha 20 Urcete soucet S _, [Vk|, kde [x] znaci celou édst redlného cisla x.

Uloha 21 Urcete soucet:
14 24 34 n?
13735 57 T o Den

6 Posloupnost Fibonacciho

Fibonacciho posloupnosti budeme rozumét posloupnost (F,, ), ktera je uréena rekurentnim vzorcem
F,=F, 1+ F,_2,n> 2, a pocatetnimi podminkami Fj =1, F5 = 2:

1,2,3,5,8,13,21,34, 55,89, 144, 233, . ..

Cleny této posloupnosti jsou Fibonacciho &isla.



Poznamka. Fibonacci, vlastnim jménem Leonardo Pisansky, zil na rozhrani 12. a 13. stoleti. V jeho sbirce
aloh vydané v Pise roku 1202 je tloha o kralicich vedouci na posloupnost, ktera byla pozdéji nazvana posloupnosti
Fibonacciho. Jde o tuto tlohu: Dejme tomu, ze mame parek dospélych kralikt a ze chceme védét, kolik pari budeme
mit po uplynuti jednoho roku za predpokladu, ze zddny kralik neuhyne ani se neztrati, ze kazdému dospé€lému paru
se kazdy mésic narodi parek mladych a Ze kralici dospé&ji béhem prvniho mésice zivota, takze do té doby zadné
potomky nemaji. Ovérte si, ze pocty paru kraliku v jednotlivych mésicich tvori vyse uvedenou posloupnost a ze po
uplynuti jednoho roku budeme mit 233 paru.

Piiklad 5 Urcete pocet zpisobi, jimiz se dd vyjit schodisté o n schodech, jestlize se pti kaZdém
kroku vynechd nejvyse jeden schod.

Reseni. Oznadme p,, pocet zptisobi, kterymi se da schodisté o n schodech vyjit, a vSechny tyto
zpusoby rozlozme do dvou disjunktnich t¥id podle toho, zda se na prvni schod §lapne, nebo zda
se prekroéi. Slapne-li se na prvni schod, ziistava jich n — 1, a ty lze vyjit p,,—1 zpiisoby; prekroéi-li
se prvni schod (a $ldpne-li se tedy na druhy), ztstava n — 2 schodt, které lze vyjit p,_2 zpiisoby.
Plati proto

Pn = Pn—1 + DPn—2,
a protoze je také p; = 1 a po = 2, ma posloupnost (p,,) stejny rekurentni vzorec i stejné pocateéni
podminky jako posloupnost Fibonacciho, takze plati p,, = F,.

Uloha 22 Je ddno schodisté o n+m schodech, po kterém jdeme zpiisobem popsanym v prikladu 5.
Vsechny mozné vystupy rozlozte do dvou trid podle toho, zda se na n-ty schod slapne nebo nikoli.
Na zdkladé vysledku prikladu 5 odvodte, Ze pro Fibonacciho éisla plati: Fryp = FpoFop+Fn_1Fp—1.
Uloha 23 Uzitim vysledku predchdzejici ulohy ukazte, Ze pro Fibonacciho ¢isla plati:

FR+Fy y=Fap, Fiy = Fi ) = Fanga

n

Uloha 24 Urcete, kolika zpiisoby je mozno vydldzdit obdélnikovou chodbu 2 x n, je-li k dispozici
neomezend zdsoba dlaZdic 2 x 1.

Uloha 25 Je ddna posloupnost tecek a carek. Urcete, kolika zpiisoby ji lze ,precist”, jsou-li pis-
mena, z nichZ je sloZena, tvorena nejvyse dvéma znaky.

V nésledujicim ptikladu a tloze odvodime nékteré jednoduché vlastnosti Fibonacciho ¢isel.

Priklad 6 Vyjddrete soucet prunich n élent Fibonacciho posloupnosti pomoct éisla Fo.

Reseni. Secteme vSech n rovnosti Fy = Fy + Fy, Fy = Fs + F, . . ., Foio=F,11 + F, adosta-
neme: Fy + Fo+---+ F, = F,42 — 2.

Uloha 26 Urcete soucty: a) Fy +F3+---+Fa 1, b) Fo+Fy+---+ Fop, ¢) FE+ F3+-- -+ F2.

Vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti
Ukazeme si, ze n-ty ¢len posloupnosti (a,) s rekurentnim vzorcem

Gn+2 + k1ant1 + kaay, =0,

kde k1, ko jsou redlnd ¢isla, ko # 0, je ddn vzorcem

n—1 n—1
ap = C1T] ~ + Ty
kde 21, 25 jsou rtizné kofeny charakteristické rovnice 224k z+ko = 0 a c; a co jsou konstanty, které
jsou jednozna¢né uréeny pocateénimi podminkami aq, as posloupnosti (a,); méa-li charakteristicka
rovnice dvojnasobny kofen x1 = s, pro n-ty ¢len plati

an = (c1 + czn)x’ffl.



K dtkazu této véty do souctu kia,i1 + kaa, dosadte za a,y1 a za a, a ukazte, Ze je roven

—a, 12; Vyuzijte pfitom toho, Ze plati kyz1 +ke = —22 a kyxo + ko = —x3. Dale ukaite, Ze soustava
rovnic

a; = cC1+cCo

az = C1T1+ CoT2

s neznamymi c1, co ma jediné feseni.
Podobnym zpiisobem se dokaze i druhé ¢ast véty pro dvojnasobny kotfen charakteristické rov-
nice.

Na zékladé této véty snadno odvodime vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti (F},), kterd je dana
rekurentnim vzorcem F,, 4o — F,,41 — F,, = 0 a pocatecnimi podminkami F; = 1, F» = 2. Protoze
kofeny charakteristické rovnice 22 — x — 1 = 0 jsou &isla

1+v5)  (1-VH)
2 y L2 = 2 )

xr1 =

pro n-ty ¢len plati

(1+5)

Fn:cl B)

+ c2 [(1 _2\/5)] .

Vypocteme-li jesté nezndmé c1, co ze soustavy

1 = c¢1+co
2 = C1 (1 +2\/5) + C2 (1 _2\/5)

dostaneme hledany vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti Fibonacciho:

_ @V - VB

Fn
2n+1\/g

Poznédmka. Protoze ¢leny Fibonacciho posloupnosti jsou prirozené ¢isla, je ziskany vyraz F, pro
vSechna n pfirozené ¢islo, i kdyz je vyjadien pomoci druhych odmocnin z péti. Pokud v literatuie
najdete pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti jiné vyjadieni nez vyse uvedené, bude to nejspise
tim, Ze se uvazuji jiné pocatecni podminky, napf. F} = F5 = 1, nebo nékdy také F} =0, Fp = 1.

Uloha 27 Urcete n-ty clen posloupnosti (a,) urcené pocdtecnimi podminkami a1 = 1,a3 = 7 a
rekurentnim vzorcem Gp42 = Tapy1 — 12a,.

7 Posloupnosti v kombinatorice

V nasledujicich ukézkach se mizete seznamit se zptisobem feseni kombinatorickych tloh, ktery je
zaloZen na nalezeni rekurentniho vzorce.

Priklad 7 Na parkovisti je deset parkovacich mist rovnobéznijch s chodnikem a tak velkych, Ze au-
tobus a nakladni auto zaberou po dvou mistech a osobni auto jedno. Urcete pocet zpusobi, kterymi
mohou byt vozidla téchto tri druhi na parkovacich mistech rozmisténa. NepoZaduje se pritom, aby
na téchto mistech byl zastoupen kaZdy druh vozidla, poradi zaparkovanych vozidel se vsak v dvahu
bere. (Naptiklad ti autobusy, dvé osobni a jedno ndkladni auto lze rozmistit tak, Ze na proni dvé
mista zleva zaparkujeme ndkladni auto, na mista treti aZ sesté umistime dva autobusy, na sedmeée
misto osobni auto, na osmé a devdté autobus a na posledni desdté misto osobni auto.)



Reseni. Uréime rekurentni vzorec posloupnosti p(1),p(2),p(3),...,p(n),..., jejiz n-ty clen
udava pocet zptsobt rozmisténi danych druhti vozidel na n parkovacich mist. VSechny tyto zpt-
soby rozlozime do t¥i disjunktnich tfid podle toho, které vozidlo stoji na prvnim misté zleva: Je-li
tam osobni auto, zbyva n — 1 parkovacich mist, na néz lze vozidla umistit p(n — 1) zpisoby; stoji-li
na ném auto nadkladni nebo autobus, zlstava volnych n — 2 mist, na kterd lze vozidla rozmistit
p(n — 2) zpisoby. Pro vSechna n > 2 je tedy

p(n) = p(n —1) + 2p(n - 2)

a urcime-li jesté p(1) = 1 a p(2) = 3, je tim dand posloupnost uréena a muzeme urcit jeji ¢len
p(10) = 683.

Uloha 28 Urcete n-ty c¢len posloupnosti z piedchdzejiciho prikladu.

Uloha 29 Urcete rekurentni vzorec posloupnosti, jejiz n-ty clen uddvd pocet usporddanych n-tic
sestavenych z ¢islic 0,1,2, které maji tuto vliastnost: KaZdd obsahuje asport jednu jednicku a pokud
obsahuje nulu, je vlevo od ni asporni jedna jednicka. (Napt. pro n = 3 je téchto uspotadangch
trojic tfindct: 111,112,121,211, 122,212, 221,100,101, 102, 110, 120, 210.) Sectenim n rovnosti pro
p(1),p(2),...,p(n) odvodte vzorec pro n-ty clen.

Uloha 30 Urcete rekurentni vzorec posloupnosti, jejiz n-ty clen uddvd pocet usporddanych n-tic
sestavenych z cislic 0,1,2 tak, Ze v Zddné z téchto n-tic nejsou tri po sobé jdouci cislice 0,1,2 v
tomto poradi zleva.

Uloha 31 Urcete rekurentni vzorec posloupnosti, jejiz n-ty célen uddvd pocet disjunktnich édsti, na
néz je rozdélena rovina n primkamsi, z nichz Zadné dvé nejsou rovnobézné a Zadné tri neprochdzeji
tymz bodem. Odvodte ddle vzorec pro n-ty clen této posloupnosti.

Uloha 32 V trojihelniku ABC je uvniti kaZdé strany zvoleno n rizngjch bodii a jsou sestrojeny
vSechny primky, které jsou urceny kazZdym ze zvolengch bodu a protilehlym vrcholem trojuhelniku;
zZadné tri z téchto primek se uvniti trojuhelniku ABC neprotinaji v témze bode. Urcete rekurentni
vzorec posloupnosti, jejiz n-ty clen uddvd pocet disjunktnich cdsti, na néz je dany trojuhelnik
rozdeélen primkami prochdzejicimi n zvolenymi vntrnimi body na kaZdé strané.

8 Limita posloupnosti

Uéelem této kratké kapitoly neni podrobné probrat vlastnosti limity posloupnosti, protoze s né-
kterymi témito vlastnostmi se seznamujete na stiedni skole a s dalSimi se pak seznamite na Skole
vysoké. Pojem limity posloupnosti budeme potfebovat jen k tomu, abychom porozuméli zptisobu,
jak je definovan a jak se v nékterych pripadech da urcit soucet nekone¢né mnoha scéitanct.

Pro nékteré posloupnosti (a,,) lze najit takové redlné ¢islo A, Ze s rostoucim n se rozdil |a,, —
A| stéle zmensuje a blizi se k nule. Toto ¢islo A se nazyva limita posloupnosti (a,); piSeme:
lim,, o an, = A nebo, nehrozi-li nedorozuméni, lim a,, = A.

Cislo A je limitou posloupnosti (a,,), jestlize ke kazdému kladnému &islu € existuje
¢éislo ng tak, Ze pro vSechna n > ng plati |a, — A| < e.
Posloupnosti, které maji limitu, se nazyvaji konvergentni.

Poznamka. Takto definované limité se fika ,vlastni limita“, aby se odliSila od limity nevlastni, se kterou se
seznamite v zaveéru této kapitoly. My vsak budeme pfivlastek ,vlastni“ vynechavat - bude-li fe¢ o limité, budeme

tim vzdy rozumét limitu vlastni, tj. limitu, ktera je redlné cislo.

Priklad 8 UzZitim definice limity dokaZte, Ze pro vsechna redind cisla x takovd, Ze |x| < 1, je
limz™ = 0.

Reseni. Zvolime kladné ¢&islo € a hleddme takové pfirozené éislo ng, aby pro vSechna piirozena
¢isla n > ng platilo |2™ — 0] < e. Z této nerovnosti dostaneme n.In|z| < Ine neboli n > Ine/In |z|,
nebot |x| < 1. K tomu, aby pro vSechna n > ng platilo |z"| < €, sta¢i vzit ng > Ine/In|z|.



Uloha 33 Podle definice limity posloupnosti dokazte:
a)liml/n =0, b) lime = ¢ pro kazdé éislo c.

Uvedeme nyni bez diikazu véty, které se k urcovani limit pouzivaji.

Jestlize lima,, = a, limb,, = b a ¢ je libovolné ¢islo, potom plati lim (a,, + b,,) =
a+b, lim (a, — b,) = a — b, lima,b,, = ab, lim ca,, = ca; v pFipadé, Ze je b # 0, plati
lima, /b, = a/b.

Priklad 9 Urcete limitu posloupnosti s n-tym clenem a,, = (3n% + 2n + 1)/(n? — 2n +5).

Reseni. Dany zlomek nejprve upravime:

n2+2m+1 3+24+ %
n?—2n+5 _1—%4—%

a na vznikly vyraz pouzijeme véty o limitach:

lim3 = 3, lim2/n =1lim1/n%? =0, lim1 = 1, lim —2/n = lim5/n? = 0,
lim(3+2/n+1/n?)=3+0+0=3,lim(1-2/n+5/n?)=1+0+0=1+#0,
lim (3n% +2n +1)/(n? — 2n +5) = 3/1 = 3.

Uloha 34 Urcete limitu posloupnosti (a,):
a) a, =5n/(2n—1), b) a, = (3 —2n2)/n3, ¢) a, = [(2n +1)/n + (4/5)" - n/(n + 1)].

Uloha 35 UZzitim vzorce pro n-ty clen Fibonacciho posloupnosti urcete limitu posloupnosti s n-
tym clenem Fy11/F, , tj. posloupnosti 2/1,3/2,5/3,8/5,...

Posloupnosti, které nejsou konvergentni, tj. které nemaji za limitu redlné ¢islo, mohou mit
limitu nevlastni, a to +00 nebo —oco. Rikdme o nich, Ze diverguji k plus nebo k minus nekoneénu.

Posloupnost (a,) mé nevlastni limitu +o00, resp. —oo, jestlize ke kazdému realnému ¢éislu K
existuje prirozené cislo ng tak, ze pro vSechna n > ng plati

a, > K, resp. a, < K.

Piseme: lim a,, = 400, lima,, = —oc.
Véty o limité€ posloupnosti, platii v pfipad€ limity nevlastni; nelze je pouzit pouze v pripadech,
kdy vedou na néktery z tzv. neurcitych vyrazi (oo + 0o, 0o+ (—0), 0o/00, 0.00, 0/0). Uvédomme

vlastni limitu, ma nevlastni limitu, nem4a nem3 vlastni ani nevlastni limitu.
Uloha 36 Podle definice nevlastni limity dokazte: limn? = +oo0.
Uloha 37 Urcete limitu posloupnosti (a,): a) a, = (3 —2n3)/n%, b) a, = (n? — 2n)/(n + 1).

Poznamka. Dilezitou posloupnosti je posloupnost (14 1/n)™. D4 se dokdzat, Ze ma limitu; znadi se e a nazyva
se Eulerovo ¢islo. Je to ¢islo iracionalni, jeho pfiblizna hodnota je e = 2,718281. O tomto cisle se v néasledujici

kapitole zminime v souvislosti s tzv. harmonickou fadou.

9 Soucet nekonec¢né rady

Nekone¢nou fadou se nazyva soucet a; + as + ag + -+ = ZZOZI a, . Touto fadou je urcena
posloupnost (s,,) ¢astecnych soucétl, kde

§1 =a1,82 = a1 +az,83 =ai1+az+as,...,sp, =a1+azx+ag+---+ap,...

Je-li tato posloupnost (s,) konvergentni a jeji limita je rovna &islu s, ¥kdme, ze i fada > a,
je konvergentni a ¢islo s nazyvame sou¢tem nekoneéné fady > a,. Jestlize lim s, = +oo, resp.



lim s,, = —oo, Fikdme, Ze fada ) a,, diverguje k plus nekonecnu, resp. k minus nekoneénu. Jestlize
neexistuje lim s,,, fikdme, Ze fada _ a,, osciluje.

Poznamka. Vsimnéte si, ze soucCet nekonecné konvergentni fady neni vlastné soucet, ale limita pfislusné po-

sloupnosti ¢astecnych souctu.

Piiklad 10 Uréete soucet nekonecné tady

1 1 1
t2tastsa T aman T

Reseni. Kazdy ¢len ay tohoto souétu vyjadiime ve tvaru ay = 1/k—1/(k+1), éimz dosdhneme
toho, Ze v souctu s,, se vSechny s¢itance aZz na prvni a posledni vyrusi:

SR Y D () DY SRR S R
n =17 2 273 371 n o n+l) a+t

Odtud uz je snadno vidét, ze lim s,, = 1, takze soucet dané nekonecné fady je roven jedné.

Uloha 38 Urcete soucet nekonecné tady

a) > 1/(n(n+2)),b) > n/(n+1)!, ¢) > 1/1+2+3+---+n), d) > 1/(log2™ - log2"+1).

Pi¥iklad 11 Dokaste, Ze nekonecnd tada Y 1/(v/n+ v/n + 1) diverguje k +oo.

Reseni. Kazdy ¢len ay tohoto souctu vyjadiime ve tvaru ay = /(k + 1) — V'k, takze pro soucet
s, dostaneme:

Sn=(W"2-1)+(V3-V2)+-+(Vn+1-vn)=vVn+1-1.
Vzhledem k tomu, ze lim s,, = +00, dana nekonec¢né fada diverguje.

V souvislosti s timto prikladem dokazeme vétu:
Je-li fada Y a,, konvergentni, je lima,, = 0.
Diikaz je jednoduchy. Rada Y a, je konvergentni, takze existuje lim s,, = s. Protoze vsak
ap = Sp — Sn—1, plati: lima, =lims, —lims,_ 1 =s—s=0.

Piiklad 11 ukazuje, Ze obrdcenéd véta neplati; pro posloupnost (a,) z tohoto piikladu plati
lima, = 0, ale fada Y _ a, diverguje! Uvedend véta se pouzivd k dikazu, Zze dani fada neni
konvergentni: Nemé&-1i posloupnost (a,,) limitu rovnou nule, potom fada »_ a,, neni konvergentni.

V piikladu 10 a v tloze 38 byl odvozen soucet nekonecné konvergentni fady podle definice, tj.
urcenim limity posloupnosti ¢asteénych soucti. Stejnym zptsobem se dé postupovat i v pripadé
nekonecné fady geometrické, tj. fady

a1 +a1qg+a1qg® +a1g® + - +ag" + ...,

kde &islo q - stejné jako u geometrické posloupnosti - se nazyva kvocient. Casteény soucet s,, této
fady pro ¢ # 1 zname:
1-¢"  w arq”

l-¢ 1-q 1-¢

Sp = a1

Uvédomime-li si dale, Ze podle pfikladu 8 pro |¢| < 1 je lim ¢™ = 0, dostaneme
ai

lim s,, =
m s ]_—q

9

COZ zZnamena:
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Nekoneéné geometricka fada > a19™ je pro |g| < 1 konvergentni a ma soucet
ai

1—gq

s =

Pozndmka. U souétu nekoneéné geometrické fady nezapominejte na podminku |¢| < 1. Napf. fada 1 + sinz +
sin? x + sin3z + ... ma soucet jen pro takova z, pro néz je |sinxz| # 1, takZe pro & = 37/2 jeji soucet neexistuje.
(Pro toto x dostaneme fadu 1 —14+1—1+1—...).

Uvedeny vzorec byl proa; > 0a 1l > g > 0 odvozen v uéebnici B. Bydzovského ,, Aritmetika pro
VI. a VII. tfidu gymnasii a redlnych gymnasii“, vydané v Praze roku 1911. Protoze v tehdejsi dobé
se na gymnaziich neucily limity posloupnosti, musel byt vzorec pro soucet nekonecné geometrické
fady odvozen jinym zpusobem. Pro zajimavost si tento zptisob ukazeme; pfipomenme, ze odvozeni
je provedeno za piedpokladu a; > 0,1 > ¢ > 0.

y
P p
A3
A _a
A,
a
AN A
0 A Q X
Obrazek 1:

V soufadnicové soustavé na obrazku 1 je zakreslena pfimka p o smérnici tana = ¢ a bod
Alay, 0], kterym je vedena kolmice k ose x protinajici pfimku p v bodé A; a déle pfimka, ktera
s touto kolmici svira tthel a a protina piimku p v bodé P (nebotf o < 45°). Usecky OA;, A;As,
AgAs, ..., vedené mezi pfimkami OP a AP stiidavé rovnobézné a kolmo k ose x, maji postupné
délky

ai, a1 tana = aiq, ay tan? o = a1q2,a1 tan® a = a1q3, ceey

takze soucet s této nekonecné fady je roven souctu délek téchto tsecek, tj. délce d lomené cary
OAA; Ay ... P. Délku d urc¢ime tak, ze k souctu délek tsecek rovnobéznych s osou x ktery je roven
délce usecky OQ), pripocteme soucet délek tsecek k ose = kolmych, ktery je roven délce usecky
PQ. Plati tedy

d =10Q| + |PQ| = |OP|(cosa + sina).

Délku tsecky OP uréime pomoci sinové véty v trojuhelniku O AP:

sin(a 4 90°) cos & cos o
IOP] = ax sin(90° — 2«) Meos2a ~ M (cos? a — sin’ @)

Dosazenim do vysSe uvedeného vztahu pro d dostaneme hledany vzorec pro soucet s dané
nekonecné fady:
cos acos a + sin ) cos ay ay

d= = = = = 8.
“ (cos? o — sin2a) “ (cosao —sina) (1 —tana) (1 —q) 8

Vsimnéte si vSak, Ze v tomto odvozeni jsme se ,dopustili* jistého nedopatfeni, nebot jsme
predpokladali, ze plati:

|OA| 4+ |AA | + |A1As| + |A2 A3 + - = (|OA| + |A1As| + ...) + (|JAAL| + |A2A45]| +...)
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Toto nedopatfeni spocivalo v tom, Ze jsme v dané nekonecné radé , prehézeli* poradi s¢itanct,
coz vSak je mozné provést pouze u nekoneénych fad urc¢itého typu. Nastésti vyse uvedend fada
k tomuto typu patii, takze je toto odvozeni v poradku. Zduraznéme vsak, Ze prerovnat Cleny
nekone¢né fady neni obecné mozné!

y
B,
B,
B;
o S ‘
0 A A A; Aa,0] x
Obrazek 2:
Piiklad 12 Na obrdzku 2 je zndzornéna lomend ¢dra OB1A1BsAsBs ..., jejiz vrcholy A; leZi

na ose x a vrcholy B; na kfivce, kterd je grafem spojité funkce na intervalu < 0,a >. Jednotliveé
usecky, z nichZ je tato lomend cdra sloZena, jsou stridavé rovnobézné s useckou OBy a s useckou
A1 By, kterd je kolmd na osu x. Urcete délku d této lomené cédry, zndte-li vhel a o délku a.

Reseni. Sestrojime priiseéik C piimky OB, a kolmice k ose = vedené bodem A; z obrazku 3 je
vidét, ze délka tsecky OC je soucet délek tsecek svirajicich s osou x thel « a délka tsecky AC je
soucet délek tsecek k ose x kolmych. Podobné jako v predchazejicim odvozeni dostaneme

COoS COoS av
Y C
Y; IB,A,|=|CX,|
Y,
| E |A,B,[=B,Y, |
|
| |
B, | |
: : L X1
| | //
PV
B2 I//{ P X2
{//// X3
a ﬁ a //
O A1 A2 A3 A[a’ O] X
Obrazek 3:

Vsimnéte si, ze délka této cary zavisi jen na velikosti thlu a a na délce intervalu < 0,a >.
Vezmeme-li na tomto intervalu graf jiné spojité funkce lezici v 1. kvadrantu - nap¥. kruhovy oblouk

12



se stfedem v pocatku - a sestrojime-li stejnym zpusobem jako v ptrikladu 12 lomenou ¢aru s tymz
thlem «, bude délka této lomené cary stejna.

Uloha 39 Vyjddrete periodické desetinné ¢islo 0,547, jehoZ predperioda je 5 a perioda 47, jako
podil dvou pTirozenych cisel.

Priklad 13 Urcete soucet nekonecné vady 1 + 3z + 522 + 72 + -+ + (2n — 1)2" 1 + ...

Reseni. U této aritmeticko-geometrické fady uréime znamym zpisobem soucet s, jejich prvnich

n Clent
~2na"(x—1)— (x4 1)(z" - 1)

= (@—1)

a vypocteme lim s,, pro |x| < 1. Za tohoto pfedpokladu pro soudet s dané fady dostaneme

z+1
§= —.
(z—1)
Uloha 40 Ukazte, Ze pro soucet s nekonecné aritmeticko-geometrické vady > anb,, kde (a,) je
aritmetickd posloupnost s prunim élenem a1 a diferencid, (b,) je geometrickd posloupnost s prunim
élenem by a kvocientem q, za pfedpokladu |q| < 1 plati:

aq bl bl dq
l—q (1-¢q?*

Achilles a zelva

Podle znamé Zendénovy aporie Achilles nedohoni Zelvu, i kdyZ jeho rychlost je vétsi nez rychlost
zelvy. Pribéhne-li totiz Achilles do bodu, ve kterém zelva byla, nez ji zacal pronasledovat, Zelva
uz v ném nebude, protoze za dobu, kterou Achilles k dobéhnuti do tohoto budu potfeboval, se
premistila. Achilles vZdy pfibihd do bodu, ve kterém uZ Zelva neni, protoZe mezitim se z tohoto
bodu vzdalila. I kdyz se Achilles Zelvé neustale pfiblizuje, nikdy ji nedohoni, pravi Zenén. Pokuste
se pomoci sou¢tu nekonecné geometrické fady urcit, za jak dlouho Achilles Zelvu dohoni, jsou-li
déany rychlosti u,v Achilla a zelvy a jejich poc¢atecni vzdélenost d.

Poznamka. Zjistit, za jak dlouho Achilles zelvu dohoni, je podstatné jednodussi, kdyz si pfedstavime, ze zelva
stoji a Achilles se k ni p¥iblizuje rychlosti u—v. Zadny z obou zptisobii vypoétu viak nevysvétluje, kde je v Zenénové

uvaze chyba.

Harmonicka rada
V prikladu 11 byla ukizana fada, ktera diverguje k +oo, i kdyz jeji ¢leny konverguji k nule.
Podobnou vlastnost mé i fada > 1/n, kterd se nazyva harmonicka. (Tento nizev ma ptvod v tom,
Ze kazdy ¢len této fady s vyjimkou prvniho je harmonickym prameérem svych ¢lent sousednich.)
Ukazeme nyni, ze harmonicka fada diverguje k +oco.

Vyjdeme z toho, Ze vime, Ze posloupnost (1 4+ 1/n)"™ je rostouci a Ze mé za limitu ¢islo e.
Znamena to, ze pro vSechna prirozend ¢isla n plati

1 n
(1—1—) <e
n
1 1 1
nln<l+)<1,tj. >1n<1—|—>.
n n n

7 této posledni nerovnosti dostavame, ze pro vSechna prirozena n plati:

neboli

1 1 1 1 1 1
1+=-4+=-4+-+=—>n24+hn({l+=)+n{l4+=)+---+In{l+—-) =
2 3 n 2 3 n
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2 4 1 2.3 4..... 1
:1n7—|—ln§—|—lnf—|—-~-—|—lnn+ =In 3 (n+1)
1 2 3 n

=In(n+1).

Tento vysledek znamend, ze rostouci posloupnost ¢asteénych souctti harmonické fady neni
shora omezena, takze tato fada diverguje k +oc.

Polozme si jesté otazku, zda n-ty ¢asteény soucet s,, harmonické fady je pro néjaké n celé ¢islo.

K jejimu zodpovézeni vysSetiime soucet
1 L + L + : +-+ L
S —1=—d+ = .=
" 2 3 4 n

Vsimnéme si nejprve, ze mezi vSemi témito séitanci existuje aspon jeden zlomek, jehoz jmenovatel
je mocnina dvou, a vyberme z nich ten, v jehoZ jmenovateli m4 ¢islo dvé nejvétsi exponent - necht
je to zlomek 1/2%. V souctu

=Lyl FLEN P
sn_ — - —_ —_ —_ e [ J— [ N —
2 3 4 5 2k—1 2k 2k 41 n
proto plati

1>1> 1

2k = p = QkFL

Vyjadiime nyni kazdy zlomek 1/i, i = 2,3,...,n, ve tvaru 1/(27 - m;) , kde 2/ je jedna z
mocnin 29,21, 2 a m; je liché ¢&islo, a za jejich spoleéného jmenovatele vezmeme vyraz 2% -m, kde
m = msg-ms- - m,. Pfevedeme-li dale vSechny sc¢itance zkoumaného souc¢tu na tento spole¢ny
jmenovatel a seCteme-li je, bude soucet s,, — 1 roven zlomku, jehoz Citatel je

2.m  26.m  2F.m 2*.m  2.m  2F.m 2k .m
o T3 T Tttt fTwmi Tt
Protoze ¢islo 28 - m je délitelné kazdym z ¢&isel 2, 3,4, ..,n, je kazdy z téchto n — 1 séitanct
celé ¢islo a podivame-li se pozorné, zjistime, Ze vSechna az na jedno jsou sudi; jedinym lichym
¢islem je ¢islo 2% -m /28 = m. Citatel zlomku s,, — 1 je tedy ¢islo liché, a vzhledem k tomu, 7e jeho
jmenovatel 2% - m je &islo sudé, neni tento zlomek celé é&islo.

Tim jsme dokazali: Soucet s,, =1+1/24+1/3+1/4+ .-+ 1/n prvnich n ¢lend harmonické
fady neni pro zadné pfirozené n > 1 celé ¢islo.

Uvedme jesté, Ze harmonickd Fada se ¢asto pouzivd k dikaztim konvergence nebo divergence
jinych nekonecénych fad, které jsou zaloZeny na tzv. srovnavacim kritériu.

Srovnavaci kritérium
Pro nekonecné fady > an, > by, jejichz ¢leny jsou nezdporna éisla takova, Ze pro vSechna pfirozena
n je a, < by, plati:

a) Konverguje-li fada >_ by, konverguje i fada ) a,.
b) Diverguje-li fada Y a,, diverguje i fada >_ by,.
Dikaz.

a) Jestlize fada > b, s nezdpornymi ¢leny konverguje, jsou vSechny jeji ¢asteéné soucty mensi
nez urcité kladné ¢islo K. Vzhledem k tomu, ze pro kazdé prirozené c¢islo n je a, < b,, jsou
mensi nez K také vSechny ¢asteéné soucty fady > a,,. Posloupnost téchto ¢asteénych souétl
je proto shora omezend, a protoZe je neklesajici (vSechna a, jsou nezdpornd), ma vlastni
limitu. Znamena to, ze fada Y a,, konverguje.

b) Predpokladejme, ze fada Y a, diverguje a fada ) b, konverguje. Konverguje-li v8ak fada
> by, pak podle a) konverguje i fada > a,, coZ je spor s nasim predpokladem.
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Rada )b, se nazyva majoranta fady Y a,, fada > a, je minoranta fady Y b,. Uvedenou
vétu si mizeme pamatovat ve zkraceném znéni: Konverguje-li majoranta, konverguje i minoranta;
diverguje-li minoranta, diverguje i majoranta.

Priklad 14 Dokaste, Ze fada > 1/y/n =1+ 1/\/54— 1/vV3+ 1/\/1—1— ... diverguje.

Reseni. Pro viechny ¢leny harmonické fady je 1/n < 1/4/n, a protoze harmonicka fada diver-
guje, diverguje i fada > 1/y/n.

P¥iklad 15 Dokaste, Ze fada > 1/[(2n — 1).22"71] = 1/(1.2)+1/(3.23)+(1/5.2%)+. .. konverguje.
Reseni. Pro viechny ¢leny geometrické fady > 1/22"71 =1/2+1/23 +1/2°5 + ... je
1/2271 > 1/(2n —1).22" 71,

a protoZe geometricka fada s kvocientem q = 1/4 konverguje, konverguje i fada > 1/[(2n — 1).22"~1].

10 Deset Gloh na zaveér
Uloha 41 Necht a je dané prirozené cislo. Urcete Y . _, [k/n], kde [z] 2naci celou édst Cisla .

Uloha 42 Urcete n-tyj clen posloupnosti prirozenyjch ¢isel, v jejichZ zdpisu jsou na poslednich dvou
mistech stejné€ nenulové cislice.

Uloha 43 Urcete pocet vsech prirozengjch cisel, v jejich# zdpisu jsou na poslednich dvou mistech
nenulové cislice, kterd jsou nejvyse rovna danému prirozenému ¢islu n.

Uloha 44 Urcete soucet vsech prirozengch ¢isel z ulohy 43.
Uloha 45 Urcete soucet > ,_, 2" % - k(k + 1)!
Uloha 46 Urcete soucet Y ,_, k!(k* + 1).

Uloha 47 Twvori-li ¢isla logy, z, log,, =, log,, =, kde = # 1 aritmetickou posloupnost, potom plati:
n? = (kn)°e¢™  kde logaritmus v exponentu posledniho vijrazu md zdklad k.

Uloha 48 Soucin prunich n clent geometrické posloupnosti (a,,) je roven (s,/Sn)™?, kde s, je
soucet prunich n clent posloupnosti (a,) a S, je soucet pronich n élend posloupnosti (by), pro
jejiz cleny plati b, = 1/a,,. DokaZte.

Uloha 49 Je ddna aritmetickd posloupnost (a,) s pronim élenem a1 a diferenci d, kde ay, d jsou
prirozend cisla, pro kterd plati d = ay — 1. DokaZte, Ze v této aritmetické posloupnosti eristuje
clen, ktery je roven af, kde p je dané pFirozené islo.

Uloha 50 Urcete soucet prunich n clent posloupnosti (a,) urcené rekurentnim vzorcem a, 1 =
an + 24n + 28 a pocdtecni podminkou a1 = 25.
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