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Emil Calda:

Co Fibonacci ani Ludolf netusili
aneb

Jak souvisi ¢isla Fibonacciho s ¢islem 7

Reknéme si nejprve pér slov o vy3e jmenovanych:

Italsky matematik Fibonacci, vlastnim jménem Leonardo Pisansky, Zil na rozhrani 12. a 13.
stoleti (pfiblizné v letech 1170 — 1240); byl prvnim velkym matematikem evropského
sttedovéku, jeho prostfednictvim se do Evropy dostaly arabské Cislice, odvodil tadu
praktickych pocetnich pravidel. V roce 1202 vydal knihu Liber Abacci, v niZ je zndma uloha
o kralicich vedouci na posloupnost, kterd byla po vice neZ sedmi stech letech nazvéna
posloupnosti Fibonacciho.

Nizozemsky matematik Ludolf van Ceulen Zil v letech 1540 — 1610. Je zndmy tim, Ze jako
prvni vypocetl Cislo m s presnosti na dvacet desetinnych mist, pozdé€ji dokonce na pétatiicet
desetinnych mist.

Fibonacciho iloha o kralicich
Predstavme si, Ze mdme parek dospélych kralikii a Ze chceme védét, kolik para kralika
budeme mit po uplynuti jednoho roku; predpoklad4 se ptitom, Ze
a) kazdému dospé€lému paru se kazdy mésic narodi jeden pér (tj. samecek a samicka);
b) kralici dospéji po uplynuti jednoho mésice, do té doby zddné mladé nemaji;
¢) kralikti neubyvé - nehynou ani se neztrceji.

Pocty kréli¢ich pard v prvnich péti mésicich jsou zndzornény na obr. 1, v némz krouzky
znadi kralici pary a Sipky miff od rodi¢ovskych pari k parim jejich potomkt. Oznacime-li F,
pocet part na konci n-tého meésice, plati ziejme:

Fi=1, F,=2, F3=3, F4=5, Fs=8.

Timto zplisobem bychom mohli pokracovat a zjistili bychom, Ze pocet F, pard kralikii po
uplynuti jednoho roku je 233. Podivejme se na tuto posloupnost z obecné&j$iho hlediska..

Vsimnéme si, Ze pocet parid kralikli na konci n-tého mésice je roven poctu pari kralikt
na konci mésice (n-1)-ho zvétSenému o pocet pard, které v n-tém meésici ptibyly; protoZze vSak
v n-tém mésici pfibylo tolik parti, kolik part kréliki bylo v mésici (n-2), pro posloupnost
kréli¢ich part plati:

F,=F, +F,.», kde n > 2.
Doplnime-li tento rekurentni vzorec po¢ite¢nimi podminkami F; = 1, F, = 2, je tim urcena
posloupnost zvand Fibonacciho, jejiz ¢leny jsou Fibonacciho cisla:
(F.):1,2,3,5,8, 13,21, 34, 55, 89, 144, 233, 377, 610, 987, ...

Pozndmka. V literatuie se muzete setkat s posloupnosti, které se také tikd Fibonacciho ale
ktera se od ,,nasi* posloupnosti (F,) 1i$i jen tim, Ze poc€iteéni podminky jsou F; = F, = 1.
V dal$im textu budeme Fibonacciho posloupnosti rozumét posloupnost, kterou jsme ziskali
feSenim Fibonacciho ulohy, tj. posloupnost, jejiz pocate¢ni podminky jsou Fi =1, F, =2.

Soucty Fibonacciho ¢isel

(1) Prosoucet S;y=F;+ F»+ ... + F, prvnich n ¢lenu Fibonacciho posloupnosti plati:

Si=Fue2-2.
Tento soucet S; dostaneme tak, Ze do rovnosti Fj 4 2 = Fy .1 + F; dosadime za k postupné
¢isla 1, 2, 3, ..., n a vSech téchto n rovnosti seCteme.



(2) Prosoucet S; =F;+ F3+ Fs+ ... + F5,_; prvnich n ¢lent na lichych mistech
Fibonacciho posloupnosti plati:
S, =F,,-1.
Soucet S, ziskdme tim zplisobem, Ze k rovnosti F, = F + F pfi¢teme vSechny rovnosti Fy; =
For -2+ Fy -1, do nichZ dosadime za k postupné Cisla 2, 3, 4,..., n.

(3) Prosoucet S3=F,+ F4+ Fg+ ... + F5, prvnich n ¢lent na sudych mistech
Fibonacciho posloupnosti plati:
S3=Fa.1-1.
Soucet S; ziskame tak, Ze od souctu S; odeCteme soucet S,.

(4) Prosoucet S4=F 12 +F 22 +F 32 +...+F ,,2 druhych mocnin prvnich n ¢leni
Fibonacciho posloupnosti plati:
Sy=F,F,.1-1.
K ziskéni souctu S4 vyjdeme z rovnosti
Fn2: n(Fn+1_Fn—1):FnFn+1_Fn—1Fn-

e v . . 2 v . 2 . v o 1 v
Pti¢teme-li k rovnosti F;” = 1 vSech (n — 1) rovnosti pro F}°, do nichZ jsme za k dosadili ¢isla
2,3,4, ..., n,dostaneme po snadné tipravé uvedeny vzorec.

UZitim souctu S4 budete jisté umét zdiivodnit toto tvrzeni:

Kazdy obdélnik, jehoz délky sousednich stran jsou rovny sousednim ¢lentim Fibonacciho
posloupnosti, se dd pokryt ¢tverci, které jsou navzdjem rizné s vyjimkou dvou nejmensich,
jejichz strany maji délku rovnou jedné. (Viz obr. 2, na némzZ je zndzornén obdélnik o
rozmérech F7=21, Fg=13.)

Dlazdéni chodby

Na obr. 3 je zndzornéno pét zpusobti, kterymi se dd vydlazdit chodba 2 x 4 dlazdicemi 2 x 1.
PoloZzme si otdzku, kolika zplisoby je mozné vydlazdit dlaZzdicemi 2 x 1 obdélnikovou chodbu
2 x n, kde n je pfirozené C¢islo; predpoklddame pfitom, Ze téchto dlazdic mame k dispozici
potiebny pocet.

Oznacme p, pocet zpusobl, kterymi Ize chodbu délky n vydlazdit, a vSechny tyto zplisoby
pro n > 2 rozlozme do dvou disjunktnich tfid podle umisténi dlazdic na zacitku chodby. Je-li
na zacéatku podle obr. 3a jedna dlazdice, zustava vydlazdit délku (n — 1), coZ lze provést p, _
zpiisoby. Zacina-li chodba podle obr. 3b dvéma dlazdicemi, zbyva vydlazdit délku (n — 2),
coZ lze provést p, _ » zpusoby. ProtoZe jiné moznosti umisténi dlazdic na zacatek chodby
nejsou, pro n > 2 plati:

Pn=DPn-1+%Pn-2.
Déle pak vzhledem k tomu, Ze p; = 1, p, = 2, mé posloupnost (p,) stejny rekurentni vzorec i
pocatecni podminky jako posloupnost Fibonacciho, takze plati p, = F,,.

Pocet zpusobu, kterymi lze vydlazdit obdélnikovou chodbu 2 x n dlazdicemi 2 x 1, je

roven n-tému ¢lenu posloupnosti Fibonacciho.

Vystupy schodisté
Na obr. 4a, 4b jsou zndzornény dva z moZnych zplsobd, jak vyjit schodisté s péti schody
tak, ze pii kazdém kroku se vynechd nejvyse jeden schod. PoloZzme si otdzku, kolika zptisoby
se d4 timto zptisobem vyjit schodisté o n schodech.
Oznacme p, pocet moznosti, kterymi 1ze danym zptsobem schodisté o n schodech vyjit, a
pro n >2 rozloZzme vSechny tyto moznosti do dvou disjunktnich tfid podle toho, zda na prvni
schod §lapneme nebo zda ho prekrocime a Sldpneme na druhy. V piipadé¢, Ze na prvni schod



Slapneme, zistdva (n — 1) schodu, které l1ze vyjit p, - | zplsoby; piekro€i-li se prvni schod,
zustava (n — 2) schodi, které 1ze vyjit p, _» zptisoby. Pro n > 2 je tedy
DPn =DPn-1+Dn-2,
a protoze p; = 1, p, = 2, je posloupnost (p,) posloupnosti Fibonacciho, takze plati p, = F,.
Pocet moznosti, jak danym zpiisobem vyjit schodiSté o n schodech, je roven n-tému
¢lenu Fibonacciho posloupnosti.

Ptredpoklddejme nyni, Ze je ddno schodisté o (n + m) schodech, n > 1, m > 1 (viz obr. 5),
které mame opét vyjit tak, Ze pfi kazdém kroku vynechdme nejvySe jeden schod. Podle
pfedchoziho je pocet moznosti, jak toto schodi$t¢ uvedenym zplsobem vyjit, roven
Fibonacciho ¢islu F), ; ,,. Rozlozme vSechny tyto vystupy do dvou disjunktnich tfid podle
toho, zda na n-ty schod Sldpneme nebo zda ho piekro¢ime. Pocet vSech moznych vystupti
schodiSté o (m + n) schodech je zfejmé

pii Sldpnuti na n-ty schod roven sou¢inu F, F,,
pfi prekroceni n-tého schodu roven soucinu F, _ 1 F, .

Odtud dostavame, Ze pro Fibonacciho Cisla F, 4y, Fp, Fry o n>1, m> 1, plati:
Foimw=F,F,+F,_1F, 1

Z této rovnosti ziskdme pro Fibonacciho ¢isla zajimavé vztahy.
Polozime-li v ni m = n, dostaneme F5,, = F 2,1 +F 2,1 _1, heboli:

Soucet druhych mocnin dvou sousednich ¢lent Fibonacciho posloupnosti je opét cislo
Fibonacciho.

Polozime-li vni m=n+ 1, dostaneme: Fo,,1= F,F, 1+ Fo_1Fo= Fo(Fus1+Fp1)=
=(Fps1=Fy )(Fps1+F, 1) = F?.1—F?,_|, coZ znamend, e plati:

Rozdil F 2,, +1 - F 2,, .1 druhych mocnin ¢leni Fibonacciho posloupnosti, které sousedi
s ¢islem F,, je Fibonacciho ¢islo.

Permutace s opakovanim a rozmist'ovani nerozliSitelnych predméti do prihradek
Ptipomenme si nejprve, Ze pro pocet P’(ki, k», ..., k,) permutaci s opakovanim z n prvki,
v nichZ se jednotlivé prvky opakuji ki, ko, ..., k,—krat, plati:

P/(kl, kz, cees kn) = (k1+k2+ R kn)' /kl!kz! kn‘

Pomoci tohoto vysledku ur¢ime pocet zpusobt, kterymi se do r piihrddek dd rozmistit n
nerozliSitelnych predméti.

Predpokladejme nejprve, Ze nckteré piihradky mohou byt prazdné. Na obr. 6 jsou néktera
tato rozmisténi zndzornéna, a to pro n = 6 nerozliSitelnych pfedméti (zndzornénych krouzky)
a pro r = 4 ptihradky, které jsou realizovany r — 1 = 3 pfepaZkami (zndzornénych svislymi
carkami). VSimnéme si, Ze kazdé takovéto schéma predstavuje permutaci s opakovanim ze
dvou prvki, z nichZ jeden (krouzky) se opakuje n-krat a druhy (svislé ¢arky) (r — 1)-krat.
ProtoZe také naopak kazdé z téchto permutaci odpovida pravé jedno takové schéma, plati:

Pocet zpiisobii rozmisténi n nerozliSitelnych predméti do r prihradek, z nichz
nékteré mohou byt prazdné, je roven P'(n,r-1)= (n+r-1)!/nl(r-1)!

Nemad-li Zadnad ptihrddka zlstat prazdnd, vloZime do kazdé z r pfihrddek pravé jeden
pfedmét a zbyvajicich n — r rozmistime do r ptihradek zcela libovolné.



Pocet zpiisobii rozmisténi n nerozliSitelnych predméti do r prihradek tak, aby
v kazdé byl aspori jeden, jeroven P’ (n —r,r-1)=mn-1)!/n-r)!(r-1)!

Kombinace s nesousednimi ¢leny

K tomu, abychom ukdzali souvislost Fibonacciho Cisel s ¢isly kombina¢nimi, je ddle nutné,
abychom se sezndmili s kombinacemi, kterym budeme fikat kombinace s nesousednimi
¢leny.

Predstavme si, Ze je ddna n-prvkovd mnoZzina a mysleme si, Ze jeji prvky jsou oc¢islovany
Cisly 1, 2, 3, .., n; k-€lennou kombinaci s nesousednimi ¢leny z téchto n prvki budeme
rozumét takovou k-prvkovou podmnoZinu dané mnoziny, jejiz kazdé dva prvky jsou
oznaceny Cisly, ktera se lisi aspoii o dvé. Jejich pocet budeme znaCit Ke(k, n).

Pro ilustraci ur¢ime vyctem vSechny dvoj€lenné, resp. tficlenné kombinace s nesousednimi
Cleny z péti, resp. ze sedmi prvku:
Pron=5k=2...(1,3),(1,4),(1,5),(2,4),(2,5),(3,5) .......... Kies(2,5) = 6;
pron=7,k=3...(1,3,5),(1,3,6),(1,3,7),(1,4,6), (1,4, 7),
(1,5,7),(2,4,6),(2,4,7),(2,5,7),(3,5,7) .... Knes(3,7) = 10.

Urc¢ime nyni obecny vzorec pro Kpes(k, n). Kazdé k-Clenné kombinaci s nesousednimi ¢leny
zn prvku pritadime usporddanou n-tici tvofenou k svislymi ¢arkami a (n — k) stejnymi
krouzky tak, Ze svislé ¢arky budou na mistech prvkdu, které k-Clennd kombinace obsahuje, a
krouzky na mistech prvki, které neobsahuje. K ilustraci tohoto postupu pouzZijeme vyse
uvedeného vyc¢tu kombinaci pron =7, k = 3:

kombinaci (2, 4, 7) ptifadime uspotddanou sedmici (o/o0/00/),
kombinaci (1, 4, 6) piifadime usporddanou sedmici (/oo/ o/ o),
kombinaci (3, 5, 7) ptifadime uspotddanou sedmici (o0o/o0/o/).

Vsimnéte si, Ze v Zadné takovéto uspotfadané n-tici tvorené k svislymi Carkami a (n - k)
krouzky nejsou vedle sebe dvé svislé Carky — jinak by pfisluSnd kombinace obsahovala dvé
»sousedni Cisla. Je vidét, Ze kazdé takovéto schéma piedstavuje rozmisténi (n — k)
nerozliSitelnych pfedméth (krouzkl) do (k + 1) prihradek tak, Ze Zadnd vnitini ptfihrddka neni
prdzdnd. Tato rozmisténi ziskdme tak, Ze do vSech vnitinich pfihradek, kterych je (k - 1),
vlozime pravé jeden predmét a ty zbyvajici, kterych je (n — k) — (k- 1) = (n = 2k + 1),
rozmistime do (k + 1) pfihradek libovolné&. Jak uz vime, pocet téchto rozmisténi je

Pn=-2k+1,k)=(n—k+ 1!/ (n-2k+1)k!
Vyjadiime-li jesté tento zlomek ve tvaru kombinacniho ¢isla, dostdvame tento vysledek:

Pro pocet K,e(n, k) k-€lennych kombinaci s nesousednimi ¢leny z n prvkiu plati
Kyes(n, k) = (n -kk+l )‘

Kombinacni ¢isla a ¢isla Fibonacciho

Vrat'me se nyni ke schodisti o n schodech, po némz pijdeme opét tak, Ze pti kazdém kroku
vynechdme nejvySe jeden schod; jak jsme zjistili vySe, je pofet moZnych vystupii roven
Fibonacciho ¢islu  F,. RozloZme vSechny tyto zpiisoby disjunktnich tfid podle toho, kolik
schodl pfi vystupu vynechdme; uvédomte si vSak, Ze nelze vynechat posledni schod ani
Zadnou dvojici schodl sousednich! Mame tedy tyto moZnosti:

Pocet vynechanych schodl Pocet moznych zpiisobli vystupu
zadny 1= (")



pravé jeden ... n-1=""4 1) ...(posledni vynechat nelze)

pravé dva (nesousedni) .......... (D, ()
VDN . —1) -3+1 3
pravé tii (zadné dva nesousedni) .... ((n )73 Y=("3")
pravé Styfi (zadné dva nesousedni) ... (D, =Y =",

.................................

Protoze celkovy pocet vystupi je roven Fibonacciho ¢islu F), plati:

Fo=Co)+ 2D+ 2D+ +...

Pozndmka. Uvédomte si, Ze v souctu na pravé stran¢ posledni rovnosti se vSichni s¢itanci
poc¢inaje kombinaénim &islem ("), v némz je k > n, rovnaji nule.

Uvedeny vztah mezi kombinacnimi Cisly a ¢isly Fibonacciho se objevuje i v Pascalové
trojihelniku, ktery je — ponékud v netradi€ni podobé — zndzornén na obr. 7; jednotliva
Fibonacciho ¢isla dostaneme jako soucet kombinacnich ¢isel v Sikmych fadcich.

Posloupnosti z nul a jednicek
S vystupy po schodiSti uzce souvisi uloha, kterd pozaduje urcit pocet n-Clennych
posloupnosti sestavenych z nul a jednicek, ve kterych Zadné dvé& jednicky nestoji vedle sebe.
VSechny tyto n-Clenné posloupnosti rozlozime do disjunktnich tfid podle toho, kolik
jednicek obsahuji:

Pocet jednicek v n-€lenné posloupnosti Pocet moznych posloupnosti
74dn4 I=("")
pravé jedna n=("1)
pravé dvé (nesousedn) " =0"0h
pravé tii (zadné dvé sousedni) ..... "3th ="

Celkovy poéet téchto posloupnosti je tedy roven souctu ("*o") + (") + (" 2) +(* 5D + .....
o kterém uz vime, Ze je roven Cislu F, , ;.

Pocet n-clennych posloupnosti sestavenych z nul a jednic¢ek, ve kterych zadné dvé
jednic¢ky nestoji vedle sebe, je roven ¢islu F, , 1.

Vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti
Nejprve dokdZeme ndsledujici vétu, kterd ndm umozni vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho
posloupnosti urcit:

V posloupnosti (a,) urc¢ené prvnimi dvéma ¢leny a4, a, a rekurentnim vzorcem
a, .2 + kia, .1+ koa, =0, Kkde kq, k; jsou realna cisla, k, # 0,
plati pro n-ty ¢len
an=cxi" ' +ex)" T,
kde x1, x; jsou riizné kofeny charakteristické rovnice x> + kix + k; = 0 a ¢y, ¢2 jsou
konstanty urcené pocateénimi podminkami posloupnosti (a,).

DokédZeme nejprve, Ze ¢len a, = c1x," ~ 'y coxyt 2 vyhovuje rekurentnimu vzorci dané
posloupnosti; dosazenim do levé strany tohoto rekurentniho vzorce dostaneme:

(cm“i +02X2”+i) + (e +con) + kz(clxl'l“l+02xz”_l) =
= (" + ") + oxt" T (kixy + k) + " T (kixa + k),



vzhledem k tomu, Ze xi, x; jsou koteny charakteristické rovnice, plati
k1x1 + kz = - X12, kle + kz =- XZZ,
takze
(clxln 1 + Czin * l) + C]X]n_ l.(-xlz) + Czin_ l.(-sz) = 0.

Zbyva dokazat, Ze konstanty c, ¢; jsou jednozna¢né ureny pocitecnimi podminkami a;, ay;
tento pozadavek plyne z toho, Ze soustava rovnic

a = c + o

a, = Cci1x1+ Cxxp
s nezndmymi c;, ¢c; mad — vzhledem k tomu, Ze x; # x, — jediné feSeni. Piesveédcite se o tom
Jisté sami.

Na zakladé této véty odvodime vzorec pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti, kterd je
déna rekurentnim vzorcem F, ., — F, 1 — F, = 0 a pocate¢nimi podminkami F; =1, F, =2.
Protoze charakteristickd rovnice x* — x — 1 = 0 m4 rizné koteny

xi= (1+V9)2, x = (1-v5)2,
plati pro n-ty ¢len
Fo= ail(1 +V5)21""" + el (1 +N5)21"
Ze soustavy rovnic
l=c +

ci(1+V5)/2 + ¢ (1 =N5)2

vypocteme nezndmé ci, ¢, a dostaneme:
Pro n-ty ¢len F, Fibonacciho posloupnosti (s prvnimi dvéma ¢leny F; = 1, F, = 2) plati:
F,= (A+V5)21"* = [A=-V5)21"*Y) N5

Pozndmka. ProtoZe vSechny cCleny Fibonacciho posloupnosti jsou pfirozend cisla, je pro
kazdé ptirozené Cislo n vyraz urCujici n-ty €len posloupnosti Fibonacciho pfirozené Cislo, 1
kdyZ se v tomto vyrazu vyskytuji iraciondlni odmocniny z péti.

Vzorec pro n-ty ¢len posloupnosti Fibonacciho pouZijeme k urceni limity posloupnosti
2/1,3/2,5/3,8/5,13/8, ..., Fyri | Fy, ...
Oznacime-li
a=(1+5)2, b=(1-5)2,
pro hledanou limitu plati:
lim Fpyi/ F, = lim (@" = 0" /(@ = ")
=lim [a - (bla)"*'.b] / [ 1 - (bla)"*
protoze |bla|< 1, takze lim(bla)'*'=0.

1
1=a,

Zjistili jsme tak:
5 Limita posloupnosti 2/1, 3/2, 5/3, 8/5,13/8,..., F,, +1/ F,, .... jerovna ¢islu (1 + \5)/2.
Cim je toto Cislo zajimavé, zjistite hned v nasledujicim odstavci.

Fibonacciho posloupnost, zlaty ez a zlaté ¢islo
Rozd¢lit danou usecku zlatym fezem znamend rozdélit ji na dvé ¢4sti tak, aby pomér délky

celé useCky k délce jeji vetsi Casti byl stejny jako pomér délky této veétsi Casti k délce Casti

mensi. Je-li zlatym fezem rozdélena jednotkova usecka, jejiz vétsi ¢ast ma délku x, plati:
1/x = x/(1 - x) neboli x*+x—1=0.



Této rovnici — vzhledem k tomu, Ze x je kladné — vyhovuje pouze kofen x = (-1 + \5)/12,
odkud dostaneme:

1/x = 2/(-1 +V5) = (1 +V5)/2.
Tento pomér 1/x = x/(1 - x), ktery je roven &islu (1 + V5)/2, se nazyva zlaté &islo.

Na obr. 8 je bod X délici jednotkovou tseCcku AB v poméru zlatého sestrojen touto
konstrukci: Na kolmici k pfimce AB v bodé B je sestrojen bod C tak, Ze |BC| = 1/2;
kruznice se sttedem v bod¢ C o poloméru | BC | protne tseCku AC v bodé D a kruZnice se
sttedem v bodé A o poloméru |AD| protne usecku AB vbodé X, pro ktery plati
| AB | / | AX | = (1 + V5)/2 . Piesvéd&ime se o tom snadno:

x=|AX| = |AD| = |AC|- |DC|=V (1 +1/4) - 1/2= (N5-1)/2, takZe vskutku
1x=(1+5)2.

UkézZeme si jeste, Ze zlaté Cislo, tj. ¢islo (1 + \/5)/2, je limitou posloupnosti
(@n): V1 AN, VA1), ..
Tato posloupnost je rostouci, nebot’ pro vSechna ptirozena ¢isla n je a, + | > a,; dokdZeme-li,
Ze je shora omezend, potom podle znamé véty o monoténni posloupnosti bude mit limitu.
Uvédomme si nejprve, Ze pro vSechnan >2 je a’= 1+a,_, neboli a,>—a,_;—1=0.
Vzhledem k tomu, Ze a,> a,_;> 0, plati
azn_l -a,_1—-1<0.
Vyjadiime-li vyraz na levé stran¢ zndmym zplsobem jako soucin, dostaneme
[@,—1 — (1 +5)2] [a,_1— (1 =\5)/2] < 0.
ProtoZe v tomto soucinu je vyraz ve druhé zavorce pro vSechna a, - | kladny, dostdvdme
odtud, Ze pro vSechna n > 2 plati
an_1 < (1+5)/2.
Tato nerovnost znamend, Ze posloupnost (a,) je shora omezend, a protoZe je rostouci, ma
vlastni limitu.

Ozna¢me A =lim a, a vezméme v Uvahu, Ze je rovnéZ lim a, ;= A adéle lim a, =A%
ze vztahu a,” — a,— 1 =0 vyplyva, Ze je také
lim (a,” — a,— 1) =0, neboli A>— A —1=0.
Vzhledem k tomu, Ze A je kladné ¢islo, m4 tato rovnice jediny koten, a to
A =(1+15)2.
Tim je limita posloupnosti (a,) nalezena: je to Cislo (1 + V5)/2.

Posloupnost poslednich ¢islic ¢lenti Fibonacciho posloupnosti
Utvoifime-li z Fibonacciho posloupnosti posloupnost poslednich ¢islic jejich clent,
dostaneme posloupnost
(f): 1,2,3,5,8,3,1,4,5,9,4,3,7,0,7,7,4, ...

Na tuto posloupnost se miiZeme divat jako na posloupnost s prvnim ¢lenem f; = 1, s druhym
¢lenem f, = 2 a jejiz kazdy dalsi ¢len je roven ,,souctu pfedchozich dvou; slovo ,,souctu’ je
v uvozovkach, protoZe nebudeme s¢itat obvyklym zplisobem, ale takto:
je-lia + b < 10, je “soucet” téchto dvou cisel roven a + b;
je-lia + b > 10, je ,,soucet” téchto dvou Cisel roven a + b — 10.
Abychom toto nové s¢itani odlisili od obvyklého, budeme misto + pouZzivat * ; je tedy napf.
2*¥3 =5, 3*5=8, 5%*8=3,8*3=1,3*7=0.
V posloupnosti (f,) tedy pro vSechna n plati: f,*f, + 1 = f, + 2; Zznamena to, Ze v této posloupnosti
kazda dvojice sousednich ¢lenll urcuje vSechny ¢leny nédsledujici.



Této vlastnosti vyuzijeme k tomu, abychom dokdzali, Ze posloupnost (f,) je periodicka;
stac¢i zfejm¢e ukdzat, Ze v ni jsou dvé stejné dvojice sousednich ¢lenti.
Vezméme prvnich 101 ¢lenl posloupnosti (f,) a z jejich sousednich ¢lenli utvoirme 100
dvojic:
(1,2),(2,3),3,5),(5,8),(8,3),(3, 1), (1,4), ...

Mezi témito dvojicemi neni dvojice (0,0) — jinak by vSechny ¢leny posloupnosti (f,) byly
rovny nule. Je vSak ztejmé, Ze vSech moznych dvojic (a, b) sestavenych z ¢isel 0, 1, 2, ..., 9 a
riznych od dvojice (0,0) je pouze 99; znamend to, Ze mezi stem dvojic sestavenych ze
sousednich ¢lenti posloupnosti (f;,) jsou aspon dvé stejné. Posloupnost (f;) je tedy periodicka.
uvedena tvaha sice zaruCuje, Ze tato perioda obsahuje nejvyse 99 ¢isel, ale piesny pocet podle
ni nezjistime. Vime-li vSak, Ze jich je nejvySe 99, nedd velkou prici je vypsat a zjistit, od
kterého mista se ¢leny posloupnosti (f,) opakuji: Timto zplisobem se muiZete piesvédcit, Ze to
nastane od 61. mista, nebot je fe1=1= f1, for =2 = fo.

V dal§i ¢&asti tohoto textu se budeme (konec¢né!) zabyvat tim, jak souviseji Cleny
Fibonacciho posloupnosti s ¢islem n. K tomu vSak potiebujeme znét jeSté nasledujici dvé
vlastnosti zminéné posloupnosti.

(1) Pro vSechna pfirozena ¢isla n plati: F 21 =FFpes+ (1"
Vétu dokaZzeme indukei:
a) pro n = 1 véta plati, nebot”: F22 =4, FiF5+ (-1)2 =4,
b) ukdZeme, Ze z platnosti této véty pro n plyne jeji platnost i pro n + 1, tj. Ze plati:
F2n+2 =Fy1Fhe3+ ('1)’1+2 .
K obéma strandm rovnosti
F2n+1 :FnFn+2+('1)n+ l,
ktera podle predpokladu plati, pfi¢teme soucin F, ; 1 Fy + 2 a postupnymi dpravami dostaneme:

Fn+l(Fn+l+Fn+2) = Fn+2(Fn+Fn+l)+('1)n+1’
Fn+1Fn+3 = F2n+2+('1)n+la
FPrvs2 = FpotFne3+(-1)""% coZ jsme chtéli dokézat.

(2) Pro vSechna pfirozena ¢éislan plati: Fy 1 Fu2=F,F, 3+ (-1)"" !
Dokézeme, 7e rozdil F, , F, > - F,F,,3 jeroven (-1)"7" L Upravou tohoto rozdilu
dostaneme:
FoitFnio-FoFy3 = Fn+1Fn+2_Fn(Fn+l+Fn+2): Fn+1(Fn+2'Fn)'FnFn+2 =
= F2n+l _FnFn+2;
podle (1) je tento rozdil roven (-1)"* ! &mz je dikaz (2) proveden.

Z rovnosti (2) vypocteme:
Furs = [FosiFoio+ (D" 21 Fy = [FyiiFyia+ ()" 1 (Fy2 = Foi)

a v ziskaném vztahu poloZime n = 2k:
Fors= (Faks tFar2+ 1)/ (Far2 = Fogs1).

Vysvétlime si nyni, pro¢ jsme tuto posledni ipravu provadeéli.

Jak jisté vite, ke kazdé funkci, kterd je v urCitém intervalu prostd, existuje v tomto intervalu
funkce inverzni. Funkce cotg x je prostd v intervalu (0, m), takZe k ni v tomto intervalu
existuje funkce inverzni; nazyva se arkuskotangens a znaci se arccotg. Jeji defini¢ni obor je



interval (-0, o), oborem hodnot je interval (0, m); jeji graf je na obr. 9. Pro naSe ucely je
dalezity nasledujici vztah, ktery plati pro vS§echna x;> x;.

arccotg xj — arccotg x, = arccotg (xpx; + 1)/(x; — x1).

PoloZme nyni v této rovnosti x; = Fo + 1, X2 = Fo 4+ 2; podminka x; < x; je splnéna, takze
plati:
arccotg Fpr 41 — arccotg For o = arccotg (Fog+2 Forv1+ 1)/ (Fokv2— For+1);

protoZe vSak prava strana této rovnosti je rovna arccotg Fy 4 3, plati pro vSechna celd
nezapornad Cisla k:
arccotg Fy, .3 = arccotg Fy, .1 — arccotg Foy ;2.

V tomto vztahu poloZime za k postupné Cisla 0, 1, 2, ..., n, ¢imZ vznikne (n + 1) nésledujicich
rovnosti:

k=0 . arccotg F3 = arccotg F; — arccotg F»
k=1 . arccotg Fs = arccotg F3 — arccotg Fy
k=2 . arccotg F; = arccotg Fs — arccotg Fg
k=n .....arccotg F», ,3= arccotg Fy, | — arccotg Fy, +».

Secteme-li je, dostaneme:

arccotg F», +3 = arccotg F; — (arccotg F, + arccotg F4 + arccotg Fg + ... + arccotg F, 4+2) =
n+1

= /4 - arccotg Fy,
=

nebot’
arccotg F; = arccotg 1 = n/4.

Utvoiime-li nyni limitu pro n jdouci do nekonecna vyrazu na levé i pravé strané této rovnosti,

vznikne rovnost n+l
lim arccotg Fa,+3 = w4 — lim ) arccotg Fa,
n->w n->0 k=1
n+1 ©
odkud s ohledem na to, Ze lim arccotg F»,+3 =0 alim Z arccotg Fy, = Z arccotg Fyy,
n ->wo n->0 k=1 k=1
dostavame w

Z arccotg F»;, = arccotg F, + arccotg FF4 + arccotg F¢ + ...... = n/4,
=
neboli n/4 = arccotg 2 + arccotg 5 + arccotg 13 + arccotg 34 + ...... ,

kde k-tym clenem této nekonecné fady je arkuskotangens Cisla, které je 2k-tym Clenem
Fibonacciho posloupnosti.

Ziskany vysledek je nepochybné pozoruhodny; autor tohoto textu se domnivéd — i kdyZ to s
naprostou jistotou tvrdit nemlize — Ze Fibonacci ani Ludolf o souvislosti ¢isla w s Cisly
stojicimi na sudych mistech Fibonacciho posloupnosti neméli nejmensi tuseni.



Ulohy
1. Dokazte, ze plati: Fy+2F, +3Fs+ ... +nF, = nF, .2 —F,.3+3.
2. Uzitim vztahu F,_(F, + F,F,+1 = F2n+1 - an_l dokazte, Ze plati:

a) FiFo + o3+ F3Fy+ o+ Foy 1Foy = Fon_1Fo 01— 1,
b) F1F2 +F2F3+F3F4+...+F2,,F2n+1 = F22n+1—1.

3. Dokazte, Ze kazdé dva Cleny Fibonacciho posloupnosti jsou ¢isla nesoud€lna.

(Odvod'te spor z ptedpokladu, Ze soudélna jsou.)

s vr

4. Dokazte matematickou indukci, Ze pro vSechna pfirozend ¢isla n je vyraz
([(L+ 521" = [(1 =~N5)21" 1) /45

pfirozené cislo.

5. Uzitim vzorce pro n-ty ¢len Fibonacciho posloupnosti dokaZzte, Ze plati:
Fs3+Fg+Fo+ ...+ F3, = (F3n+2 — 2) 2.
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