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Predmluva - vysvétleni. Jelikoz jsem byl tyden pred zahdjenim kurzu informouvdn,
Ze ne vsichni posluchaci-studenti znaji pojem komplexniho cisla, bylo nutné upravit a omezit
obsah nasi pracovni schizky. Nicmeéné doufdm, Ze se ndm podari vyplnit nasledujici pro-
gram. Prikladam narychlo sepsanée poznamky.

1. Ciselné soubory NCZCc QCc R cC C

2. Zrozeni komplexnich ¢isel (kubické rovnice; Cardano, Bombelli)

3. Definice (dvojice redlnych ¢isel, specialni 2x2 realné matice ¢i t¥idy realnych poly-
nomu; Harriot, Girard, Euler, de Moivre, Gauss, Cauchy)

4. Gaussova rovina (Wallis, Argand);
aditivni a multiplikativni struktura komplexnich ¢isel:
sc¢itani - translace, nasobeni - rotace a homotetie

5. Rovnostranny trojihelnik, obsah trojihelniku, vypocet ¢isla # a la Machin,
Napoleonova véta, Fermatuv bod, Eulerova primka a kruznice, konstrukce von Aubela
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1. Trochu historie

Ackoliv se sporadicky vyskytuji zminky o ulohéach, které vedly k druhym odmocninam
ze zapornych ¢isel uz pred 16-tym stoletim (jedna takova epizoda vzpomind Herona z
Alexandrie v prvnim stoleti naseho letopoc¢tu v souvislosti s vypoc¢tem obsahu komolého
jehlanu), pocatky téchto novych ¢isel tak, jak je v soucasnosti zname, muzeme nalézt az
v italské renezanci (,,Rinascimento). V té dobé italsti algebraikové poradali soutéze v
feSeni algebraickych rovnic, specidlné stupné 3 jako napft.

(%) x3 = 15z + 4.

Giralomo Cardano (1501 - 1576) publikoval v roce 1547 ve spisu Ars Magna nésle-
dujici vysledek:

3

Rovnice x° = px + q md resent

s/ q [ p3  s/q l¢®  p3
\/2+ 4 27+\/2 4 27

[Ve skutecnosti FeSeni objevili nezavisle Scipione del Ferro (1465 - 1526) a Nicolo
Fontana, nazyvany Tartaglia (1500 - 1557). Cardano ho ziskal od Fontany pod slibem
mlcenlivosti.|

Tento vzorec dobie funguje, pokud ho pouzijeme napf. pro rovnici 2 = 36z + 91
[VYPOCITEJTE KORENY!| Nicméné v pfipadé rovnice () davé jen ,,formalni“ vyraz

- TeSeni
a=1\/2+ V=121 + y/2 — V/—121.

Genialni Rafaél Bombelli (1526 - 1572) dokazal ve své Algebre (1572), Ze
systematickym pouzitim zdkont algebry lze s témito ,,imaginarnimi‘ cisly pracovat,
prestoze obsahovaly symbol /—1, a ukazal, Ze o = 4. Rozeznéval totiz ,symboly* ++/—1
a —y/—1 a pracoval s nimi stejnym zptisobem, jako dnes pracujeme se symboly +i a
—i (1% = (—=i)?> = —1,(—1i)i = 1), zavedenymi pozdé¢ji Leonhardem Eulerem (1707 -
1783). Tim se se vyhnul (dodnes tak stale uvadénému naprosto nesmyslnému) ,nebezpeci

~1=+v—1x+v/~1=/(-1)(—1) = V1 = 1. Bombelli ukézal, v dnesnim znaceni, e

(24142 =2+11i, (2—14)%=2—11i, (114)% = —121,

a tak stacil uz jen maly krucek k vypocétu o = 4. Zbyvajici dva kofeny 5 a 7 rovnice (x)
snadno uréime jako kofeny kvadratické rovnice z? +4x +1 = 0, totiz 8 = -2+ /3 a
v = —2—+/3. Poznamenejme, Ze v 16. stoleti nebyla tato dvé zaporna ¢isla povazovana za
feseni. Odpor nejen k ,imaginarnim®, ale i k zapornym c¢islim, a akademicka nevrazivost
byly na biledni (viz napf. utok Paolo Bonasoniho v knize ,,Algebra Geometrica“ (1575)
na Bombelliho, Ze mé halucinace, kdyz tvrdi, Zze od¢itani je mozné ve vSech ptipadech:
rovnice (10 — z)? = 92 ma pouze jeden kofen z = 4; x = 25 nemiize byt kofenem, nebot je
w2hemozné odecist 25 od 10*). Teprve Harriot (1560 - 1621) a Girard (1595 - 1632)
bézné pocitali se zapornymi a komplexnimi ¢isly.
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Poznamka. Vyznam oboru (télesa) komplexnich ¢isel pro algebru spoc¢iva predevsim
v tzv. ,,ZAKLADNI VETE ALGEBRY*:
Kazdy komplexni nekonstatni polynom ma komplexni kofen.
Ta méla, poc¢inaje Jean Le Rond d’Alambertem (1717 - 1783), v nasledujicich
staletich fadu (Gasto neuplnych) dikazi. Dnes je nepochybnych dikazt této véty celd
fada; prvy takovy patii Jean Robert Argandovi (1768 - 1822).

Historicka poznamka

V dopise Huygensovi (v létech 1674-1675) uvadi Gottfried Wilhelm Leibniz (1646-
1716) ”prekvapujici” vztah

\/1+\/—_3+\/1—\/—_:\/6.

Poznamenejme, ze V6 je jedna z moznych hodnot pripsanych tomuto Vztahu, nebot z

algebraického hlediska /1 + v/3 j:‘f \/_ 3+i)aV1-— —1). V této

poznamce se podrzime vseobecne dohody, ze v podobnych 51tuac1ch vhvem deﬁnice realné
funkce y/z pro z > 0, budeme pripisovat takovym vyrazim jednu urcitou hodnotu.
Je otazkou, zda si Leibniz byl védom, Ze jeho vyraz je specidlnim pfipadem vyrazu

\/a+\/—b+\/a—\/— = \/2(a+ a?+b),
kde a > 0 a b > 0 jsou realna cisla. Formulujme prislusné tvrzeni takto.

Véta. Necht 0 < a < ¢ jsou redlnd c¢isla. Potom
Va+Va?—c2+\a—+va®—c2=+/2(a+c).

Poznamka. Leibnizovu rovnost tedy dostavame pro a = 1,¢ = 2. Proa =1,¢ =3
dostavame /1 ++v/—8 4+ /1 —+/—8 = V8 a pro a = 2,¢ = 16 rovnost /2 + 6/—7 +
V2 —6y—-T7=6.

Diikaz véty. Polozme va+ Va2 — 2 + Va—+vVa2—c = A. Umocnénim ihned

dostéavame

2a+ Va2 — 2 — a2 —c2+2Va2 — a2+ 2= A2, tj. A% =2(a+c).



KOMPLEXNI CISLA - DEFINICE atd.

Komplexné ¢isla byla uzivana dlouho bez formalni definice (a c¢asto bez plného
porozuméni).Harriot, Girard, Euler, Gauss, a dalsi operovali s ¢isly tvaru C =
{a +bi | a,b € R} s pouzitim symbolu i s pfedpisem ( 2 = —1 ) zavedenym Leon-
hardem Eulerem (1707 - 1783) ( kde a je realna slozka a b imaginarni slozka) a s

pravidly Bombelliho.

Formalné zavedl tato ¢isla (a) William Rowen Hamilton (1805 - 1865): jako
dvojice (a,b) realnych ¢isel: C = {(a,b) | a,b € R} se
s¢itdnim  (a,b) + (¢,d) = (a+¢,b+d) a
nasobenim (a,b) x (¢,d) = (ac — bd, ad + bc);

a

(b) Augustin Louis Cauchy (1789 - 1857): C =~ 3t

Poznamka. V literatufe mizeme nalézt zavedeni komplexnich ¢isel téz jako 2 x 2

realné matice (_“b 2) s obvyklym maticovym s¢itanim a nasobenim.

REALNA CISLA ztotoznime s podmnozinou dvojic (a,0), zbytkovych tiid a ¢

matic (8 2)

1. GEOMETRICKA REPREZENTACE (naznac¢ena Wallisem (1616 - 1703),
vypracovanid Jeanem Robertem Argandem (1768 - 1822) a rozvinutd Karlem
Friedrichem Gaussem (1777 - 1855).

Komplexni ¢isla 1ze ztotoznit s body redlné roviny (s ortonormélni bazi), pficemz
realnd cisla odpovidaji bodiim na ose z. Sc¢itani komplexnich ¢isel odpovida séitani
prislusnych bodu (= vektort). Argand popsal téZ soudin pomoci polarnich soufadnic:
Souéin dvou komplexnich ¢isel, kterd odpovidaji bodim s polarnimi soutadnicemi (71, ay)
a (rq, a2), odpovidd bodu s polarnimi soufadnicemi (r172, a1 + a2). Zde je

(0,0) # (a,b)+—(r, @), kde r = Va2 + b2, cosa = 2 asina = g

(0,7) # (r,a)<—(a,b), kde a = rcosa a b = rsina.
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Ke kazdému komplexnimu ¢&islu z = a + bi piislusi komplexné sdruzené ¢islo z =
a — bi. Zrejmé 27z je realné cislo > 0, které je rovno 0 pravé kdyz z = 0. Jeho odmocnina
r = va? + b? se nazyvad modulus nebo absolutni hodnota |z| ¢isla z. Uhel a (0 < a <

g __a : _ b ;s Z v/, o
2m), pro ktery cosa = % a sina = 2, se nazyva argument 2z (a znaci se a = arg z).

Definujme nyni zobrazeni g : C — C vztahem ¢(z) = Z. Potom ¢ je automorfismus
télesa C, tj.
9(z1 + 22) = g(21) + g(22) a g(z122) = g(21)9(22).

CVICENTI:
Inverzni prvek k &islu z = a +bi # 0 je Z = 2%z — =i
VETA (Véetné trojihelnikové nerovnosti). Necht z a z' jsou komplexni cisla.
Potom plati:
(i) z = Z prdvé tehdy, kdy? z je redlné; ekvivalentné kdyl 2* je nezdporné rediné cislo.
(ii) 2 = —7 prdvé tehdy, kdyl z je ryze imagindrni; ekvivalentné kdyz 2* je nekladné rediné
cislo.
(iii) Z2’ je redlné prdvé tehdy, kdyl z = 0 nebo z' =tz pro redlné éislo t.
(iv) |z + 2| < |z| + |#/|, pFicemZ rovnost plati prdavé tehdy, kdyz Zz' je redlné.

Duikaz.(i) a (ii) plynou pfimo. K dikazu (iii) uvazujme z = a + bi a 2’ = a/ + b'i. Potom
(@ —bi)(a' + i) = aa’ + bb' + (ab' — a’b)i. Je-li Z2' redlné, potom ab’ = a’b, tj. b’z = b2'.
Predpokladejme, ze z # 0. Jestlize b # 0, vezmeme t = %. V opaéném piipadé jsou z i 2’
realna. Opacna cast tvrzeni je ziejma.

K ditkazu (iv) si sta¢i uvédomit nasledujici: z (ii) vyplyva, ze zz’ — 22 je ryze imag-
indrni. Proto je druhd mocnina redln4 a nekladn4, tedy (zz' — 22’)? < 0. Odtud plyne,
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7e (22')2 + (22')? < 222'72, tedy (22’ + 22/)? < 4z2'z2'. Toto jiz implikuje nerovnost
Z4 Y 4T 422 < 2ZH Y 42V 2222, atedy i

\/(z +2)(z+2") < V2z+ VY,
¢imz je tvrzeni dokazano.
VETA. Necht a,b,c,d € R. Potom plati

(a® 4+ b%) (® + d*) = (ac — bd)* + (ad + be)?.

Diikaz. Rovnost |z|? |2/|? = |22/|? zapiSeme v algebraickém tvaru.

2. GONIOMETRICKY (TRIGONOMETRICKY) TVAR

Kazdé komplexni ¢islo z lze zapsat ve tvaru
z =r(cosa + isina),

kde r = |z| je modulus z and « je thel takovy, le a = argz + 2kw, k € Z (tento vztah
oznafime o = arg z[27]; obecné zapis o = o/[2k7] znamend, ze o — o = 2kw pro néjaké
keZ).

PRIKLADY. Goniometricky tvar &sla —1 + iv/3 je 2(cos ZF + isin 2F), ale také

napf. 2(cos 3T + isin 8F). Uvédomte si, Ze \/5(%5 + z\%) je gonlometrlcky tvar 2 + 7.

Goniometrlcky tvar ¢isla —2(cosa + isina) je 2((cos(a + m) + isin(a + m)). Je-li z =
1

r(cos a + isin ), potom goniometricky tvar ¢isla < je 2 = 1(cos(—a) + isin(—a)).
VETA. Necht z = r(cosa +isina) a 2’ =r'(cosa’ +isina’). Potom

zz' = rr'(cos(a + o) +isin(a + o))

Jestlize z # 0, potom % = L (cos(a — o) + isin(a — o).

DUSLEDEK. Pro libovolna dvé komplexni é&isla z a 2’ (z # 0, 2/ # 0, je-li tfeba)
plati:

SOUCIN |z x 2| = |z] x |2/] arg(zz') = (argz + arg 2’)[27]
MOCNINA 2" =|2|",n e N arg(z") = narg z[27]
INVERZNI PRVEK || = 1 arg(1) = — arg z[27]
PODIL 15| = ||j,|| arg(%) = (argz — arg 2’) [27]
KOMPL. SDRUZ. |z| = || arg(z) = — arg z[27]

(=

OPACNY PRVEK |—z| = |7| arg(—z) = m + arg z[27]

PRIKLAD. Vypoéitejte (1 +iv3)°. Goniometricky tvar éisla z2=1+1iV3je z =
2(% + z@), a tedy arg z = T. Modulus &sla 2° je 32 a argument je 3%. Odtud

(1+iV3)°® = 32(% - i?) = 16(1 — iV/3).
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3. EXPONENCIALNI TVAR
DEFINICE. Pro redlné o definujeme

e'“ =cosa +isina,

a z = re'® nazyvame exponencialni tvar komplexniho ¢isla z = r(cos a + i sin «).

PRIKLADY. ¢ = 1; ¢™ = —1; ¢'5 = 1 +4¥%3; 147 = v2e'5; (1-0)® =
(\/ie_i%)s — (\/5)86—815 — 16.

CVICENTI:
VETA (Moivreova véta a Eulerovy tvary). Pro libovolné redlné o a libovolné
celé n plati

(cosa +isina)™ = cos(na) + isin(na) a (cosa —isina)™ = cos(na) — isin(na)

eia + efioz ) eia _ efioz
cosy = — a4 Smu=——
2 21

PRIKLAD. Vypoditejte (v/3 —4)7.

1 11 11
Vo= (2 L ) =9 (cos T 4 (sin )T = 97 (cos 7T 4 i sin 0T =
2 2 6 6 6 6
128 (COS.E%7T + ¢ sin 5%) =64 (—V/3+1).

4. n-té ODMOCNINY Z KOMPLEXNIHO CISLA - ODMOCNINY Z
JEDNE

VETA. Necht n je libovolné ptFirozené c¢islo. Potom kaZdé nenulové komplexni ¢islo
z =re'* man ruznych n-tych odmocnin

a2k

Yre 7w pro k=0,1,2,...,n— 1.

X M ol S n +2k Y Q1 +2k —
Dikaz. Kofeny lze ziejmé zapsat ve tvaru {/r (cos ST 4 jsin @) kde k=
0,1,2,...,n— 1, coz plyne z Moivreovy véty.

DUSLEDEK. Pro libovolné piirozené ¢islo n existuje n riznych n-tjch odmocnin z
jedné:
Wi = et%" pro k=0,1,2,...,n—1.
Oznacme G,, mnoZinu vsech téchto odmocnin a definujme zobrazeni f : Z, — G, vztahem
f(k) = wg. Potom f je vzdjemné jednoznacnd korespondence mezi Zy a G, spliugict
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f(k1 + ko) = wy, X w,. Rekneme, Ze f je izomorfismus (aditivni) grupy Zn a (multip-
likativni) grupy G,,.

off

PRIKLAD. G5 sestava z prvki wy = 1,w; = ¢is = —% + V3 wy = €°

2
. “ , . - . s o427 sa+4
—1- ‘/732. Proto tfeti odmocniny z = re'® jsou /re's, J/re'" 3 a Jre'” 3 .

CVICENI. Nakreslete n-té odmocniny z jedné v komplexni (Gaussové ¢i Argandové)
roviné.

5. KVADRATICKE ROVNICE S KOMPLEXNIMI KOEFICIENTY

VETA. Libovolné nenulové komplexni ¢islo z = a+bi md dvé rizné druhé odmocniny
r+yi = tva+ b, kde

(%) r==%

a++vVa? + b2 i\/—a+\/a2+b2
— s A Y= ;
2 2

znameéenka x a y jsou uréena rovnosti 2xy = b.

Diikaz. Jestlile x + yi = ++/a + bi, potom x? — y?> = a a 2xy = b. Tedy (22 — y2)2 =
2t + yt — 222%9y% = a? a 42%y? = b2. Proto 2% + y? = Va2 + b2 (kladné realné cislo!).
Odtud 2% = —‘H'\/sz ay? = —_“+\/2m.

PRIKLAD. (i) Vypoditejte /5 — 12i. Zde 22 —y? =5 a 2zy = —12. Tedy 2% +y% =
V169 = 13. Proto 22 = 9, tj. « = +3 a y = +2. Jelikoz 2y = —6 < 0, odmocniny jsou
3—2ta—3+ 2.

(ii) Najdéte kofeny rovnice 2 — 4iz — (9 —12i) = 0. Méame (z —2i)? = —4+9—12i =
5 — 12i; tedy x — 2i = £(3 — 2i) a kofeny jsou x1 = 3 a 9 = —3 + 4i.

6. GEOMETRIE KOMPLEXNICH CISEL

Ozna¢me R? Gaussovu rovinu (s ortonormalni soustavou soutadnic): Kazdy bod
B = (a,b),a,b € R?, odpovida (jednozna¢nym zpiisobem) komplexnimu ¢islu z = a + bi;
budeme psat B = B(z). Tuto korespondenci vyuZijeme k popisu nékterych geometrickych
jevi.

VETA. Necht By = B(2z1) a By = B(23), 21 # 2. Potom vsechny body piimky By By
odpovidagi cislim

z=2z1+1t(z1 — 22),t € R.

Bod B usecky [By, Ba], pro ktery [By, B] : [B, Bs] = 1: r, odpovidd ¢islu

2221+ (22—2’1);

r+1

specidlné stredovy bod [Bi, Bs] odpovidd z = 21522

Tézisté trojuhelnika By, By a Bs = B(z3) odpovidd cislu
8

z1+zo+t23
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Vv

Pfipomerite si, ze izometrie je vzajemné jednoznacné zobrazeni Gaussovy roviny,
které zachovava vzdalenost mezi dvojicemi bodt. Nasledujici tii transformace jsou priklady
izometrii.

DEFINICE.
Necht w je pevné komplexni c¢islo. Zobrazeni T : R? — R2 takové, Ze
T(B(z)) = B(z + w),
se nazyvd translace (posunuti) roviny R? ve sméru w. Oznacime jej T,,.
Necht ¢ je pevny redlny thel. Zobrazeni R : R%2 — R? takové, Ze
R(B(z)) = B(ze'?),

se nazyvd rotace (otoceni) roviny kolem pocdtku P(0) o thel ¢. Obecnéji R(B(z)) =
B(w + (z — w)e'?) je rotace kolem bodu B(w) o thel ¢. Oznacime jej Rw,¢)-

Zobrazeni C : R? — R? definované vztahem C(B(z)) = B(Z) se nazjvd osova
soumeérnost podle osy x.

B(Ru,,(2) = wt(z—w)e’?)

Rotace kolem bodu B(w) o tdhel ¢



B(Tw(z) = z4w)
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Translace ve sméru w

VETA (Rovnostranné trojihelniky). Trojihelnik A = B(z;) B(z2) B(23), jehoz
vrcholy jsou usporadany proti sméru hodinovych rucicek, je rovnostranny pravé tehdy,
kdyz plati jedna z nasledujicich ekvivalentnich podminek:

23 — 21 = —w?(29 — 21), nebo 21 + 2w + 23w% = 0;
zdew? =1lal+w+w?=0.

Diikaz. Trojuhelnik A je rovnostranny pravé tehdy, kdyz
(%) 23 =21+ (22 — 21) €'5.

2 = i jsou t¥eti odmocniny z jedné; tedy 1+w+w? =0
a—w?=1+w=e'5. Zfejmé () lze prepsat jako

zZ3 — 21 = (22 — 251) (—WQ)

o . . 27
Pripomente si, ze 1,w =€'3 aw

nebo
21(1—1—w) 4+ 22(1l +w) — 23 =0.
Vynésobenim druhé rovnosti ¢islem —w? dostavame

21 + z2ow + z3w2 =0.

OBECNE. Trojihelnik A = B(z1) B(z2) B(z3) je rovnostranny prdvé tehdy, kdyz
w121 + wozo + w3zg = 0,

kde wi,ws a ws jsou (rizné) treti odmocniny z jedné.
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Vypocty a la Machin

V roce 1844, John Dahse uzil nasledujici vzorec Strassnitského k vypoctu ¢isla 7w na
205 spravnych desetinnych mist:

T tan & + arctan - + arct
— = arctan — arctan — arctan —.
4 I n2 I n5 I n8

Diikaz tohoto vztahu obdrzime ihned nasledujicim zndmym trikem: Uvazujme nasledujici

”osmi-Ctvercovy model” a ukazme, ze o + 3+ v = 7.

——
11

T | — 51 il

Skutecné, vyjadiime-li prislusna komplexni ¢isla v trigonometrické forme
B

271 =84 i=r1e%2=54+i=r9e"", 23 =241 =rze",

dostévame ihned
212923 = rirarse @) = (8 40)(5 +1)(2 +1) = 65V2¢'F,
atedy 0 <a+fB+vy<2m a+pB+v=7.
Poznamka. Pro zajimavost, uvedme zde jesté nékteré dalsi podobné vzorce:

Euleruv vzorec

s 1 1
i 4 arctan — — arctan — + arctan —,

70 99

Gausstv vzorec

T o 12arctan - + arctan — — 5arctan —
— = 12arctan — + arctan — — Harctan —
4 18 57 239

a ponékud pozoruhodny Takantiiv vzorec,

T 1 1 1
— =12 — 2 — - — +12 .
1 arctan 19 + 32 arctan 5 Harctan 239 + 12 arctan 110443

S myslenkou vyuzit rovnost
(541)*
239 +1
k vypoctu ¢isla 7 prisel John Machin (1680 - 1752) v 1706. Ze vztahu (%) totiz obdrzel

=2+2 (%)

T 1
— = 4 arctan — — arctan —
4 5 239

a uzitim této rovnosti vycislil 7 na 100 desetinnych mist. Prosté vyuzil trigonometrického
tvaru komplexnich ¢isel a aplikoval vztah

arg (x + yi) = arctan Y
x
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Napoleonuv trojiuhelnik a Fermat-Torricelliho bod

Necht A = ABC' je libovolny trojihelnik. Nad jeho stranami sestrojme (vné) rovnos-
tranné trojuhelniky N1 = AUB, Ay = BFC a A = CWA. Oznacme pismeny X,Y a

vvev

vvev

Nog =UVW téz splyvd s T.

Navic, usecky AV, BW a CU se protnou v bodé F', bodé Fermat-Torricelliho, ktery
ma vlastnost, Ze soucet AV + BW + CU wzddlenosti bodu F od vrcholi pivodniho tro-
jJuhelniku je minimdlni (vzhledem k souctim téchto vzddlenosti z kteréhokoliv jiného bodu)
a vSechny uhly LAFU, /UFB,/BFV,/VFC,/CFW a [WFA jsou si rovny. Bod F' je
tez spolecnym bodem opsanyjch kruznic trojuhelniki A1, No a Ag3.

Poznamka. Zatimco tvrzeni tykajici se Napoleonova trojuhelniku plati pro libovolny
trojahelnik, tvrzeni o Fermat-Toricelliho bodé vyzaduje, aby zddny z thli ptivodniho tro-
jihelniku nepresahoval 120°.

w




Dikaz. PiSme A = B(Zl), B = B(Zg), C = B(Z3), U = B(wg), V = B(wl), W =
B(w,). Cislo zr odpovidajici t&zisti T piivodniho trojihelnika splituje zr = %(21 +29+23).
Podle predchozi véty, ktera charakterizuje rovnostranné trojihelniky, mame

w1 + 23w +z2w2 =0, ws +z1w+z3w2 =0 a wg + 2w+ zlw2 =0.
Po se¢teni téchto rovnosti dostavame, se zietelem ke vztahu w + w? = —1, rovnost w; +

Wy + w3 = 21 + 22 + 23. Proto je tézisté trojuhelnika Ay = UVW shodné s tézistém T
puvodniho trojuhelnika.

Tedy
ZxX = %(wl + Z9 + 23) = %(—Zgw — 22w2 + z9 -+ 23),
2y = %(—zlw — 23w? + 23 + 21),
2y = é(—ZQw — 21w% + 21 + 22)

Vv

a 3(zx+ay+2z)=(21+2+23)(~w—w?+2) =21 + 25 + 23, tj. t&Ziste Ayap splyva
s T'. Navic

3(zx +2yw+zzw?) = z3(—w+1—1+w)+2o(—w? +1-14+w?) + 23(—w? +w—w+w?) = 0,

a proto je Aynap rovnostranny, ¢imz je prvni ¢ast véty dokazana.
Diikaz druhé c¢asti zde nastinime nésledujicim obrazkem.
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Fermat-Toricelliho bod; (1601-1665)-(1608-1647)

LACC* = /BAA™ = 60°

D=C*X*+X*X+XB=CX+AX + BX =(CX 4+ A X* + X**X

zfejmé spliuje L L
D>C*F+FB a D>A"F+ FC.

14



Eulerova primka a kruznice

Diikaz, ze V = B(a + b+ c) plyne z toho, Ze pfimky uréené tseckami VC a AB jsou
kolmé. Skutecné, komplexni ¢islo
at+tb+c—c a+b (a+b)(a—0b) 1

a—b  a—-b (a-ba-b) fa—pp2 02~ )

je ryze imaginadrni. Dokéazat, Ze na kruZnici o stfedu S = B (%HC) lezi 9 vyznacenych
bodi, spociva v jednoduchych vypoctech.
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Konstrukce a 1a Von Aubel

Nad stranami libovolného ¢tyriuhelniku ABCD sestrojme ¢tverce a oznacme jejich
stredy pismeny M, N, P, (). Potom tsecky M P a N(Q jsou stejné dlouhé a na sebe kolmé.

Diikaz spo¢iva ve snadnych vypoétech: A = B(a), U = B(%%), M = B(GTH) +
9501) ;B =B(b), V =B(*$), N=B("*+5%) ;

) .
C = B(c), W=DB(=%), P=DB(42+<4%) ;D =B(d), Z=DB(%H), Q=
74+ 54) -

— c—|—d§a—b + c—d5a+bi; NQ — d—|—a;c—b + d—a;b+ci

B(4

|
_|_

3

P i — atd—b— +d—a—b; _
atedy MPi= 57— 4+ “5594==4 = NQ.
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5 uloh pro ucastniky kurzu
Uloha é&. 1. Rozreste kvadratické rovnice
22 —4diz+1-12i =0
22 —4iz —9+12i =0
a ukazte, Ze body reprezentujici koreny v Argand-Gaussove roviné tvori ctverec.

Uloha &. 2. Uzitim myslenky Johna Machina, v ndsledujicim obrdzku 3 ctverci
dokazte, Ze o+ 3+ = 3, a vypocitejte aprorimaci ¢isla 7.

/

Uloha &. 3. Aplikaci véty de Moivreho, urcete n komplexnich cisel z takouvych, Ze
(z+0)"+(z—49)" =0.
Co je na tesenich zvlastniho? Vypiste pro1l < n <5 ta Tesent, ktera maji nejvétsi absolutni
hodnotu.
Uloha &. 4. Vyuzitim faktu, Ze c¢islo
Z = Z122 + 2223 + 2321

se nezméni otocenim roviny kolem pocdatku 0 a Ze redlné c¢islo S z (tj. imagindrni édst

¢isla z) se mezméni posunutim roviny, dokazte, Ze obsah A (orientovaného) trojuhelniku
B(z1)B(22)B(z3) je roven

—_

1
A= 5% z==S (5122 —+ 5223 —+ 2321).

[\

Uloha é&. 5. Dwa ¢tverce P = ABCD a Q = AEFG maji spolecny bod. Dopliite
EAD do rovnobéziniku R = FADH a BAG do rovnobézniku S = BAGK. Dokazte, Ze
stredy U, V, W, Z rovnobézniku P, Q, R, S tvori ctverec.



