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Cesta z roviny do prostoru
— od vlastnosti kruznic ke kulové inverzi

1. Zakladni geometrické definice a potky o kruznicich

1.1 Kolmé kruznice. Definice Kruzniceks, k; jsou kolmé pra¥ tehdy, jsou-li kolmé jejich
tecny ve spoléném bod. PoznamkaFakt, Ze se dvkruznice protinaji v obou spdi@ych
bodech pod stejnym uhlem (jejicitey sviraji shodny thel), plynégmeé ze symetrie podle
piimky urcené jejich sedy.

Véta. Kruzniceks, k; jsou kolmé pré¥ tehdy, prochazi-li tsa (v jejich spoléném bod)
jedné z nich sedem druhéDiikazplyne z kolmosti tény k priméru kruZnice v bod dotyku.

1.2 Mocnost bodu ke kruZznici. DefinicePro dany bod/ a danou kruZnick = (S r) se
gislom, pro které platin=V - r*, kde v=|SM|, nazyvamocnost bodi ke kruznici k.

Véta. V roving je dana kruznick a bodM. Nech p je libovolna gimka prochézejici bodem
M a protinajici kruznick v bodechA, B.Potom plati AM||BM| =|n{, kdem je mocnost bodu
M ke kruznicik. ProM vné kruZnicek plati m> 0, pro bodM Ok plati m=0a pro bodM
uvniti k plati m< 0. Pokud se fimkap dotyka kruznic& v bodk T, plati |MT|2 =m.

Dikaztohoto tvrzeni opirajici se o podobnost trojuHdimiajdectend v uc¢ebnicich
planimetrie, ilustraci vidime na obr. 1a, b. Na.dka: [«BAT|=|< BTM (obvodovy
a usekovy uhel k oblouKtB), proto aMAT ~a MTB.

Na obr. 1b:<«BAD| =|«BCD (obvodové thly k oblouk®B), proto aMAD ~a MCB.

P

Obr. 1a,b

1.3 Chordala kruznic. Definice.Mnozina vSech badv roving, které maji stejnou mocnost
ke dwma danym kruznicim, se nazyghordala

Véta. Chordala nesougdnych kruZznic je fimka kolméa na spojnici jejichigtdi. Pro dvojici
raznych sousednych kruznic je chordala prazdna mnozZinkdy se téxika, Ze chordala
takovych kruznic neexistuje).

Dikazprvého tvrzeni vyplyva z Pythagorovity a ilustraci vidime na obr. 2a,b. Pro
protinajici se kruznice je tvrzeniefmé. Druh&ast tvrzeni je iejma z definice mocnosti
bodu ke kruznici a nerovnosti poléni danych sougednych kruznic.
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Obr. 2a,b

Plati|SM"=|SM[*+ &, | SNF=| SN+ & proto
SMF - =[sM+ E- ¢ [SM - £=|SM'+ d- fatedy

ISM-#=|SM°- 2« |SM’- £=| SM’- & tedy vechny bodyifmky kolmé na
strednou kruznic maji stejnou mocnost kota kruznicim préytehdy, ma-li ji pata této
kolmice (bodyM;, L1). Bod s touto vlastnosti je naestiné kruznic izjme jediny.

PoznamkaZ bodi chordaly, které lezi vnkruznic, Ize vést k aima kruznicim stegdlouhé
tecny.

PoznamkaChordala dvou dotykajicich se kruznic je jejiclolsina t&na.
PoznamkaChordala dvou protinajicich se kruznic prochgithespol&nymi body.

1.4 Svazek kruznic. DefiniceMnoZina vSech kruznic, které maji spoieu chordalu, se
nazyvasvazek kruzniqdObr. 3a)Special@: VSechny kruZnice, které prochazeji danymi
dvéma tiznymi bodyA, B tvori svazek kruznic.

PoznamkakKterykoliv bod dané fimky AB ma stejnou mocnost ke vSem kruznicim svazku
AB. (Body spoléné chordaly svazku maji stejnou mocnost ke vSerarkeim svazku.)

Dusledek (Obr. 3b) Tény z boduM na gimceAB ke vSem kruznicim svazku prochazejiciho
bodyA, B jsou steji dlouhé.

Obr. 3a, b

1.5 Poterni stred. Definice.Bod, ktery mé k danyntém kruznicim stejnou mocnost, se
nazyvapoter‘ni st'ed danych ti kruznic.

1.6 Fiklad. Najdéte poterini sted danychii kruznic (Obr. 4a).



Re3eni Sestrojime chordaly kazdych dvou kruznic (pokuiste, tj.pokud zadné dv
kruZnice nejsou soustdné). Bd’ jsou vSechny navzajem rovridmé (pra¥ tehdy, lezi-li
stredy kruznic v pimce) nebo se protinaji v jediném Bodo plyne z tranzitivity rovnosti
—je-lim(P,k) = m(P,k) am(P,k) = m(P,k), pak musi platin(P,k) = m(P,k). Stai tedy
sestrojit d¥ z nich. Pokud vS8ak kruznice nemaiji sgalebod,reSime

Problém. Jak (snadno) sestrojit chordalu dvou kruznic,ygbkemaji spolay bod?

Q/ o

Obr. 4a, b

ReSeni(Obr. 4b) Akoliv to vypada jako teSeni kruhem®, pofize nam potemni sted.

K danym d¥ma kruznicim sestrojime libovolnoteti kruZnici tak, aby abprotinala. Umime
tedy sestrojit d& chordaly pomocné trojice. Pomoci pateiiho stedu pomocné trojice
sestrojime chordaluipodnich dvou kruznic — je kolma na jejicliestnou a prochézi
potertnim stedem pomocné trojice.

1.7 Fiklad. Jsou dany bodW, A acisloc. Sestrojte dalSi bod kruznikektera prochazi
bodemA a pro kterou platm(M, K) =|d Lk

Re3enj (Obr. 5a, b) BEmkaMA protina neznamou kruznici v bodeslaB tak, Ze plati
|AM||BM| = &. Pomoci Euklidovych &t tedy umime nalézt déIBM|a podle znaménka
Cislac spravie umistime bodB na gimku MA.

Obr. 5a, b

1.8 Hiklad. Jako piklad uvedeme jednu z tzv. Apolloniovych uloh: $ejs¢ vSechny
kruZnice, které prochazeji danymiétva bodyA, B a dotykaji se dané&imky p. BodyA, B
lezi v téZe poloroviavytaté gimkoup.

ReSenj (Obr. 6a, b) Hledana kruznice nalezi svagRia dana fimka je jeji ténou. Pro
prisetik piimek M = ABn p umime opanym postupem k postupu ¥ikladu 1.7 najit delku
tecny ze zndmé mocnosti(M, k),a poté body dotyku naimcep. Uloha ma d¥ ieSeni.



Obr. 6a, b

1.9 Hiklad. DalSi z Apolloniovych uloh: Sestrojte vSechnyZice, které prochazeji danymi
dvéma bodyA, B a dotykaji se dané kruznikeBodyA, B leZi oba v nebo oba uvnitdané
kruznice.

Navod Snadno najdeme potani sted P dané kruZnice a svaziAB kruznic. Diky zjis¢né
mocnosti bodWP k hledané (a stegn dané) kruznici, najdeme bod dotyku...

1.10 KruZnice kolma ke d¥ma danym kruZnicim. Kruznice, kterd ma kolmo protnout&v
dané kruznicdy, ky, musi mit sied na jejich chordale. Tey (Us€ky) k danym kruznicim
vedené z jejiho sdu musi byt jejimi pologmy, musi byt tedy stefndlouhé. (Obr. 7)

Dusledek (Obr. 8) Kruznice, kterd kolmo protind&ddané kruznicéy, ko, protina kolmo
vSechny kruznice svazkudgmého danymi kruznicerki, k; (te¢ny z jejiho stedu ke vSem
kruznicim svazku jsou stejrdlouhé).

Obr. 8



Disledek (Obr. 9) Kolmost kruznic je symetrickd, protodakSechny kruznice kolmé
k danym d¥ma kruznicimk,, ko tvoii svazek. Pokud dané kruznikg k., nengly spoleny
bod, prochazi vSechny kruznice k nim kolmého svaailadnimi body na dnéS,, S..

2. Kruhova inverze

2.1 Definice.Kruhové inverze je zobrazeni v rowjrkteré je uteno kruznicik = (S r), kje
zakladni kruznice inverz&stred inverze a poloner inverze a které ma nasledujici
vlastnosti:

1. bodSnema obraz (nebo — pokud pracujeme v tzv. M@bioving — je jeho obrazem
nevlastni bod roviny) .

2. bodA leZi na pologimce SA (pokud neuvazujeme kruhovou inverzi se zapornym
koeficientem)

3. pro kazdy bodA# S a jeho obraa” plati:|SA.| SA= f

Cislor? se nazyva mocnost inverze nebo také koeficierrire: Z definice vyplyva
(a z nazvu tusime), Ze kruhova inverze je zobrazamio k sobinverzni, tedy Ze obrazem
boduA” je bodA.

2.2 Konstrukce obrazu bodu roviny v kruhové inverzi (Obr. 10) Kazdy bod, ktery nalezi
zakladni kruznici inverze je samodruzny. Obraztosta bod: sestrojime vhodnou
konstrukci.

2.2aV ucebnicich Ize naléztizné konstrukce; vyuzijeme vlastnosti mocnosti zobvaného
bodu ke kruznici. Podle ni jsou kruZnice invekzekruznice nad méremAA” navzajem
kolmé (Obr. 10a) a Ize vyuzit Euklidovyty o odwsre a pouzit postupifkladu 1.7.
Konstrukce obrazé” boduA vidite na obr. 10b (prA vné k) a na obr. 10c (prA uvniti k).

Obr. 10a, b, c




2.2b Jina konstrukcevyplyne z nasledujiciho odstavce, zatim gidwme pomoci podobnosti
trojuhelniki na obr. 11. Pouzijemejmér KL kruznicek kolmy na gimku SAa bodA
nejprve z jednoho z bdd, L ,promitneme na kruznid{* do boduA a poté ,promitneme*
bod A« z druhého bodu ZpnaSAdo boduA’. Z podobnosti trojuhelntkLA"SaAKS plyne:
[SA|_ | SK )

I——=1—, proto|SA[| SA=| SK Sk °r

sy |sA

Kruhovou inverzi Ize odvodit také pomoci prostorolvyztati, konkrétré pomoci tzv.
stereografické projekce, kterou nazma predchozi konstrukce. Toto odvozeni nam @fizd
umozni dokazatdkteré vliastnosti kruhové inverze syntetickou cegtpypomoci
geometrickych vztahbez pouZziti vypé&ti).

Stereometrické odvozeni kruhové inverze.

2.3 Stereograficka projekce a jeji vlastnostiStereograficka projekce jgstiovy pimet
kulové plochyx z jejiho bodwD na piimétnu 7z ktera se dotyka plochy v druhém krajnim
bock jejiho ptimeru OT.

2.4 Pomocné tvrzeni(Obr. 12) D¢ kruznicek;, kp, které lezi na kulové ploSe a prochazeji
spole&nymi bodyA, B plochy, se protinaji pod stejnymi Uhly. ProtoZeima soungrnosti
kazdé dvojice baiina kulové ploSe prochaziastiem plochy a v této roudrezi i stedy
kruznicks, ky, plyne uvedené tvrzeni z rovinové saunosti podle této roviny.

Obr. 12

Pri odvozovani vlastnosti kruhové inverze budemégtmvat vliastnosti gmeéta Utvar

nikoli na vySe zmi#nou t&nou rovinu c, ale na s ni rovnigmou rovinu prochazejicirstdem
kulové plochy. VyuZijemeiptom nasledujici

2.5 Pomocné tvrzeniPriméty kiivek kulové plochyk z boduO na stedovou rovinu

O|| 77 jsou stejnolehlé s jejich stereografickymiméty (tj. s jejich obrazy ve stereografické
projekci). (Obr. 14b)

2.6 Stereograficka projekce je konformni(Uhlojevna). (Obr. 13) Tedy: protinaji-li sesdv
kiivky my, mp plochy x pod Uhlema, protinaji se jejich stereografickéipméty pod tymz
Uhlema.

Dikaz.Krivky my, mp s t&&namity, t; v modelu nahradime v jejichim&tiku kruznicemiky, ko
plochy lezicimi v rovinaclp, a o, uréenych stedem promitan® a gislusnou ténou. Té&né
roviny plochyx v koncovych bodech pméru OT jsou rovnobzné, proto jsou havzajem
rovnolkezné pfiseinice rovinyo; s nimi (tj. gimky ty’, t;”", pricemz t;”” je stereograficky
primét tecny t;) a také pitsenice rovinyp, s nimi (tj. gimky ty’, t;”", piicemz t,”” je
stereograficky pimét tecny t;). ProtoZe druhym gdselikem kruznicky, k; je bodO, sviraji



(podle pomocného tvrzeni 2.4jimky t;", t,” tyZ Uhel jako tény ty, to. Proto sviraji stejny
Ghel i gimkyt;”", t,”” praméty tecent;, t; a tedy i piméty kiivek my, mp.

Obr. 13
2.7 Stereograficky ptimét kazdé kruznice k plochy k je kruznice.(Obr. 14a, b)

Obr. 14a, b

Nastin dikazu.Je-liV vrchol kuzelové plochy, ktera se dotyka kulovécplpx podél
kruznicek, pak vSechnyifimky VA, kde Ak, jsou ténami plochy a tudiz i tmami réjake
jeji kruznice. RovinywAO (pro ACIVO) protinaji pro vSechny bodp [ k plochux

v kruznicig, ktera je #ejmé kolma kek. Navic stereografickym pmétem této kruznicg je
useka prochazejici stereografickymipmétem vrcholuV. Stereograficky gmét kruznice

k musi byt tudiZ Kvka kolma na vSechny tyto i8¢y, tedy kruznice seigdem v piimétu
vrcholuV.

PoznamkaNa obr. 14b vidime, Ze kruznikgjeji stereograficky gimét k™ i s nim stejnolehla
kruZnicek™ v roviné rovnolEzné srrprochazejici sedem kulové plochy jsou rovinnymi
fezy téze kuzelové plochy o vrchalu

2.8 Stereometricka konstrukce obra# Utvara v kruhové inverzi. Je dana kulova plocha
K= (S; r)a rovinaa prochazejici jejim stdem, ktera ji protina v kruzniki Sestrojime
pramér OT plochy x kolmy k rovirg a. Libovolny bod A# Sroviny @ promitneme z bodO
na plochux do boduA, a poté promitneme bakk z boduT do rovinya do boduA”™. BodA”
je obrazem bodA v kruhové inverzi se &demS a se zakladni kruZnici inverke



Duikaz vlastnosti kruhové inverze jsme jiz provedbidstavci 2.2b. Konstrukce obrazu bodu
A je konstrukci v rovin AOT. Tato rovina protina plochw v hlavni kruznici a pr® = K,
T =L je zobrazena na obr. 11.

2.9 Konstrukce obrazu kruznice a gfimky. Konstrukci obrazikruznice vidime na obr. 15a.
Konstrukce obrazu primky je na obr. 16a, b. Btdovy piimét piimky p z boduO na plochu
Kk jetez plochyk rovinou p = (O, p). Timtofezem je kruZnick prochazejici boder®. Jeji
primét z boduT proto prochézi sedemS. Pokud pimkap prochazi sedemSplochyx, je
kruZnicek hlavni kruznici prochazejici bodem(Obr. 16b).

Poznamka(Obr. 15b) Podohnlze konstruovat kruhovou inverzi \&te roviré plochy «
v boct T. Takova konstrukce n&pasi pro nas vyklad zadn&mé vyhody.

Obr. 16a, b

2.10PoznamkaKonstrukce kruhové inverze pomoci rot&nich kvadrik. Mozna pogkud
piekvapivym bude zjigni, Ze pi prostorové konstrukci kruhové inverze nemusinmrptat
rovinné Utvary pouze z pokulové plochy, ale Ze @izeme pouZit jinou rotai kvadriku.
Uké&zeme si postup s vyuzitim rétaho elipsoidu. Stefhjako v gredchozi Uvaze vedeme
konstrukci v rovig prochazejici boder a osou elipsoidu. V této rovirpromitame bod\

z vrchoti elipsyetezu. Oikaz se opira o tzvifgkovoudi o trojuhelnikovou konstrukci bad
elipsy (trojuhelnikovou konstrukci bodd elipsy s osamCD aQR ukazuje obr. 17a

a ilustraci konstrukce obrazu boAw osové rovig elipsoidu vidime na obr. 17b.
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Obr. 17a, b
2.11 Popis a odvozerk obrazkm 17a, b.

17a

Polonery kruznic |, k, ozname porac a, b (jsou to velikosti poloos elipsy. Pokud bychom
polozili do kolmic SC, SO osy X, y soustavy &mnic, Zejme pIatiC ){)ba! Obgek%
nemohou byt vytvaeny Gpravami kédi poli 2 /€h0 sotadniceM :f‘[ cosa ;asin]
vyhovuji znamé rovnici elipsy s poloosamia a se sedem v poatku soustavy
soudadnicx’a® + y’b’* = &I,

Z podobnosti trojuhelnikdale plyne:a:b=|Sl:| SK= y : y. Tento vztah pouzijeme déle.
17b

Ze vztahua:b=|SR:| ST=| ME| Mk atedy|SR:| ME=| ST:| MKplyne, Ze pimky RE

i TK protinaji iséku SM v tomtéZz bodlA”, pro ktery plati|SA|:| AM = a L.

Konstrukce obrazu bodu v kruhové inverzi pomogslije konstruéné mnohem obtiz¥si,
zde ji uvadime jen pro zajimavost.

Vlastnosti kruhové inverzeuvedeme nejprve ve ¥u. Dikazy¢i komentde k vlastnostem,
které nebyly komentovany vySedjako pgimy disledek definic&i z principu konstrukce
stereografickou projekci, uvedeme dale.

2.12 Kruhova inverze je konformni zobrazeni.

2.13 Obraz bodu v kruhové inverzi.Kazdy bod zakladni kruznice inverze je samodruzny.
Obraz vnitniho boduA# S zakladni kruznice lezi ¥této kruZnice a naopak.

2.14 Obraz primky.
Kazda pimka prochazejici sdem inverze je samodruZna.
Obrazem kazdé jiné&jmky je kruznice prochazejicitetlem inverze.

2.15 Obraz kruznice.

Zakladni kruznice inverze je kruznici samodruznlyotii inverze.
Obrazem kruZnice prochazejicfestem inverze jeifmka.

Obrazem kazdé jiné kruznice je kruZnice.

Kazda kruznice, ktera je kolma k zakladni kruzmekerze, je samodruzna.

2.16 Obraz dvojice kruZznic.

Ke kazdé dvoijici protinajicich se kruznic existkjghova inverze, kteréa tyto kruznice zobrazi
do pimek. Sted takové inverze lezi v jednom Zip&iki danych kruznic. (Byva vyhodné
vést zakladni kruznici inverze druhym Zip&ika.)



Ke kazdé dvojici dotykajicich se kruznic existujalkova inverze, ktera tyto kruznice zobrazi
do rovnokznych gimek. Sted takové inverze lezi v bédotyku danych kruznic.

Ke kazdé dvoijici neprotinajicich se kruznic existijuhova inverze, které tyto kruznice
zobrazi do kruznic soustdnych. Sed takové inverze je v jednom zékladnim dedazku
kruZnic, které protinaji danou dvojici kolmo. (Bywvghodné vést zakladni kruZnici kolmo
k jedné z danych, ta pakistane samodruzna.)

Komentare.

ad 2.15: Je-li kruznickkolma k zakladni kruznici inverze séestemS a polongremr, plati
pro jeji te&ny ze stedu S inverzdST| = r. Mocnost bodi ke kruznicil je r® a tedy

|SA| SA=fpro kazdy bod\ kruznicel.

ad 2.16: Dotykajici se kruznice jsou kolmé na ssteednou, ktera je v dené kruhoveé
inverzi samodruznd. Protoze kruhova inverze je éaonhi, budou jejich obrazyimky (dané
kruZnice prochazeji gdem inverze) kolmé keisting, tedy navzajem rovniimé. Tvrzeni
vyplyva také se souémosti obrazu kruznice podle spojniceesiu inverze seigdem
zobrazované kruZznice.

Dané d¥ neprotinajici se kruznide | uréuji svazek/C kruznic k nim kolmych. Ty se (podle
pravidla zachovani Uhlu) zobrazi do utv§pitimek nebo kruznic) vesta kolmych

k obrazim k’, I" danych kruznic. $&€dS inverze jsme zvolili v zédkladnim b&dvazku/C,
proto se vSechny kruznice svazkuzobrazi do svazkuipmek se sedemS. A tudiz jsou
obrazyk’, " k nim kolmé, tedy soutdné kruZnice.

Uziti kruhové inverze v konstruknich tlohéach.

2.17 Priklad. Apolloniova uloha. Sestrojte vSechny kruznicerdtse dotykaji dvou danych
kruZnick,, k; a prochazeji danym boden

ReSenj Pokud bod nelezi nakteré z kruznici pokud nejsou dané kruznice sdesinédi
pokud maji prazdny jgnik a dany bod lezi uvrtinekteré z nich (tyto zvlastniifpady jsou
snazS$i afenechavame je k rozboéten&i), pak podle vzajemné polohy danych kruznic
zvolime vhodg kruhovou inverzi a v ni WgSime pro obrazy zadanych kruZnic a bodu
nékterou z nasledujicich uloh:

Pokud dané kruZnice maji spéey bod, zobrazime je v kruhové inverzi sedem ve
spol&ném bod na dw piimky afeSime Apolloniovu Ulohu sestrojit vSechny kruzniteré
se dotykaji dvouitmekp; =k;", p. = k" a prochazeji bode =B". (Obr. 18a, b, c,

Obr. 19a, b, ¢). Pro tentdipad ma Uloha dvieSeni.

%
N

Obr. 18a, b, ¢ — dotykajici se kruznice



Obr. 19a, b, ¢ — protinajici se kruznice

Pokud dané kruznice nemaji spwig bod, zobrazime je postupem uvedenym ve 2.15
v kruhové inverzi se sdem v zakladnim b@&dsvazku k nim kolmych kruznic na év
soustedné kruZnice geSime specialnitfpad Ulohy pro soustdné kruznicé; =k; ", I, =k’
a bodP =B’".

Uloha. Rozmyslete, zda, kdy a grbude bodP uvnitt mezikruzi.

Uloha ma nejvy3e #eseni.

Obr. 20a, b, c

Jinéreseni Ulohu Izetesit i bez uziti kruhové inverze. Jednou z dal&ictinosti je vyuZit
piimo mocnost bodu ke kruznici. Plati: Dotyka-li saznicek dvou danych kruznik,, ko,
prochézi spojnice spaleého bodu dvojick, k; a spoléného bodu dvojic&, k, nekterym
sttedem stejnolehlosti danych kruzhig k.. Tento sted stejnolehlosti ma navic ke vSem
dotykovym kruznicink stejnou mocnost (Obr. 20a). Tu umime zjistit a pakodle 1.7
umime sestrojit dalSi bod hledané kruznice k danaotuwB (Obr. 20b). Ke kazdému ze
dvou stedi stejnolehlosti kruzni&;, ko najdeme d¥ vysledné kruznice. Na obr. 20c je pouze
konstrukce kruznice pro bdd, chybi konstrukce kruZnice prochazejici bodé¢m

Odvozeni vztahz obr. 20aPfimka vedena bode®protind dané kruZnice gad v bodech
[, J, K, L. Pak trojuhelnikyO1J, KO,L aJOK jsou Zejmeé rovnoramenné arfimky

0,1 aO,K = Q Kjsou rovnokizné, steja jako O,L a0, J= Q J. Navic

SI||SJ= m | SK Y= pro libovolné vySe uvedenym iobem sestrojené body,(n
jsou mocnosti bod& k danym kruznicim).

SK |S
Proto platl':u = |—l|' =k (koeficient stejnolehlosti),

ENE
proof i 9= S o 2 sk B2 s sk i

st st [sI” Tsk
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tud|’2|SK||S~]:|S|”S“.'| SK S|L: mn___ mn a proto|SK|| SJ= kons.
Siist IS sk | sk ¢

2.18 Obrazy mnohouhelniki. Na obr. 21 vidite obrazy trojuhelrikétveral a gitidhelniki
v riznych kruhovych inverzich se zobrazenymi zakladiminicemi se gedemS,

a=3

Obr. 21

3. Kulova inverze

Zobecrénim kruhové inverze z rovinného zobrazeni na zawniv prostoru dostavame tzv.
kulovou inverzi.

3.1 Pomocna definice. Kolmost kulovych plochKulové plochy jsou kolmé prévehdy,
jsou-li kolmé jejich normaly podél spaleé kruznice, tj. prochazi-li ¢aa rovina jedné plochy
ve spoléném bod ploch stedem druhé z ploch.

3.2 Definice.Kulové inverze je zobrazeni v prostoru, které j&emo kulovou plochou
K= (S; r), kdex je zakladni kulova plocha inverzZgstred inverze & poloner inverze
a které ma nésledujici vlastnosti:

1. bodSnema obraz -

2. bodA lezi na polofimce SA (pokud neuvaZzujeme kulovou inverzi se zapornym
koeficientem)

3. pro kazdy bodA # S a jeho obraa” plati:|SA.| SA= f

Cislor? se nazyva mocnost (koeficient) inverze. Kulovéize je zobrazeni samo k gob
inverzni, tj. obrazem bodd” je bodA.

3.3 Konstrukce obrazu bodu v kulové inverziKazdy bod, ktery nalezi zékladni kulové
ploSe inverze je samodruzny. Obraz ostatnichil#osestrojime ve stdovych rovinach
(prochéazejicich bode®) plochy x jako obraz bodé v kruhové inverzi se zakladni kruznici,
kterou je hlavni kruznice plochy ve zvolené sedoveé rovig. Vlastnosti kulové inverze
vyplyvaji z vlastnosti kruhové inverze. Uvedemepgt nejprve ve vytu. Dikazy i

komentde k vlastnostem, které nejsoitepnym gimym disledkem definicei vliastnosti

diive zmirgné kruhové inverze, uvedeme déle.

3.4 Kulové inverze je konformni zobrazeni.

3.5 Obraz bodu v kulové inverziKazdy bod zakladni kulové plochy inverze je samady.
Obraz vnitniho boduA # S zakladni kulové plochy lezi ¥rtéto plochy a naopak.

12



3.6 Obraz primky.
Kazda pimka prochazejici sdem inverze je samodruzZna.
Obrazem kazdé jinérimky je kruZnice prochazejicitetlem inverze.

3.7 Obraz kruznice.

Kazda kruznice zakladni kulové plochy inverze jezkici samodruznych bédnverze.
Obrazem kruznice prochézejictestem inverze jeifmka.

Obrazem kazdé jiné kruZnice je kruznice.

Kazda kruznice, ktera je kolma k zakladni ploSeeime, je samodruzna.

3.8 Obraz roviny.
Kazda rovina prochazejiciretiem inverze je samodruzna.
Obrazem kazdé jiné roviny je kulova plocha procliézsttedem inverze.

3.9 Obraz kulové plochy.

Zakladni kulova plocha inverze je plochou samodyabrbod: inverze.
Obrazem kulové plochy prochazejidiestem inverze je rovina.

Obrazem kazdé jiné kulové plochy je kulova plocha.

Kazda kulova plocha, ktera je kolma k zakladni plv&erze, je samodruzna.

Obr. 22

3.10 Obraz svazku rovin.
Svazek rovno&Znych rovin se zobrazi do svazku dotykajicich dewich ploch. Plochy se
dotykaji ve stedu inverze. (Obr. 23a)

Obr. 23a, b

3.11 Obraz mnoziny kulovych ploch.

Ke kazdé trojici kulovych ploch se spdhgym bodem existuje kulova inverze, ktera tyto
plochy zobrazi do rovin. Bid takové inverze lezi v jednom Zip&ika danych ploch
(Obr. 24a).
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Ke kazdému svazku dotykajicich se kulovych plodstaje kulova inverze, ktera tyto plochy
zobrazi do rovna¥znych rovin. Sied takové inverze lezi v bédiotyku danych ploch
(Obr. 24b).

Ke kazdé dvojici neprotinajicich se kulovych pl@otistuje kulova inverze, kterd tyto plochy
zobrazi do soutdnych kulovych ploch. 8id takové inverze je v jednom zakladnim &od
svazku kulovych ploch, které protinaji danou dvdjmmo. Na obr. 24c je rovina badkteré
maji stejnou mocnost k dima kulovym plocham — obdoba chordaly dvou kruzniowng.

Obr. 24a, b, c
3.12 Uloha.Najdkte bod, z 8hoZz Ize vést kuzelové plochy o steftlouhé stratike dtyrem

kulovym plocham rozmishym ve vrcholeclityistnu. Kulové plochy maji po dvou prazdny
pranik.

3.13 Uloha.Rozmyslete, jak byste s pomoci kulové inverzersgiskulovou plochu
dotykajici setyi danych kulovych ploch. KolikeSeni nize mit tloha v obecnéntipadct?
(Skute&né modelovanieSeni tlohy 3.13 je nesmérpracné.)

3.14 Uloha.Dalsi prostorovou analogii Apolloniovy ulotigste bez pomoci kulové inverze.
Sestrojte vSechny kulové plochy prochézeji danydeboa dotykajici s¢itdanych po dvou
raznokeznych rovin.

3.15 Uloha.Sestrojte spot@mé t&né roviny trojice kulovych ploch, které maji po dvo
prazdny piinik a lezi navzajem v Kolik jich je? Navod:K feSeni sté stejnolehlost.

3.16 Fiklad. (Obr. 25a, b) Jsou danif kulové plochyxi, k>, k3, které se maji po dvou
spole&ny vngjSi dotyk. Naj@te mnoziny bod dotyku kulovych ploch, které se dotykaji
soutasre vSech i kulovych plochx, k2, k<3S €mito plochami.

Obr. 25a, b
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Re3eniPri pouziti kulové inverze ziskame odpdisnadno. Zvolme kulovou inverzi tak, aby
jeji zakladni kulova plocha #a sted v bod dotyku dvou danych ploch (zvolme, «2) a aby
protinala teti plochuks kolmo. Obrazy zadanych ploch jsowdwevnolEzné roviny, které se
dotykaji teti — samodruzné kulové plochy. Sestrojime mnozinuigtdi vSech kruznic, které
se ziskanych obrézPomoci ni pak mnoziny bédlotyku naxs, k1, £ ». Jsou to: hlavni
kruznice plochyks lezici v rovirg soungrnosti vrstvyx's, 2 a navzajem shodné kruZnice
dvojnasobného polognu v rovinachk s, «',. Jejich obrazy v téze kulové inverzi jsou
kruZnice danych plochy, &2, As.

Obr. 264, b, c

Obréazky 26 ukazuji obrazy danych kulovych ploctzvelené inverzi (a), kruZnice na
kulovych plochach, které jsou hledanymi mnoZinaodtbdotyku (b) a ukazku kulové
plochy, kterd ma s danou trojici vilmt dotyk (c).

Problém:Chceme-li sestrojitdkterou dotykajici se kulovou plochti danych ploch, musime
najit jeji sted. Navrhgte nsjakou konstrukci, znéte-li mnoziny bddotyku (Obr. 26b).

PoznamkaMezi takto ziskanymi dotykovymi ,kulovymi“ plochdrsou i spoléné t&né
roviny dané trojice. Kolik jich je?

Problém:MuZeme vyuZit kulovou inverzi k ziskani mnoZzinkesh dotykovych kulovych
ploch? (ne)

Plochy vzniklé kulovou inverzi.Pomoci kulové inverze vSakifeme sestrojit i zajimajsi
plochy nezli kulové plochyi roviny pozadované vlastnosti.

3.17 Obraz rotaéni valcové(Obr. 27a, bl kuzelové(Obr. 27c)plochy

Obr. 27a, b, c
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Ulohy k osmé piednasce

Uloha 8.1. V prostoru jsou ddny ¢ty body, které nelei v jedné roviné. Kolik existuje
ruznych rovnobéznosténi, které maji dané c¢tyri body ve sviyjch vrcholech?

Uloha 8.2. Vicholy ctyrsténu ABCD pravoihle promitneme do dvou riznijch rovin,
do prumétia Ay, By, Ch, D1, As, By, Cs, Dy. Dokazte, Ze jednu z rovin (jiZ se sestroje-
nymi pruméty) lze premistit tak, aby byly primky Ay As, By By, C1Cy, D1 Dy Tovnobézné.

Uloha 8.3. Na kolik neprekrijvajicich se ctyrstént je mozno rozloZit krychli? Urcete
minimalni pocet a zdivodnéte, Ze na mensi pocet to neni moznée.

Uloha 8.4. Délky hran krychle ABCDA'B'C'D’ jsou 1lem. Urcete nejmensi vzddlenost
mezi body kruznic, z nichZ proni je vepsand stéené ABCD a druhd prochdzi vrcholy A,

C, B.

Uloha 8.5. Ja ddna rovina p a mimo ni dva rizné body A, B, AB [ p. Urcete v roviné
p mnozinu bodi x, jejichz spojnice s body A, B maji od roviny p stejné odchylky.



