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Hybani s body a pomocné limitni pripady

1. Uvod

Téma hybani s body je netradi¢ni, prakticky se neprednasi. Je o technice, diky které
miizete geometrické tulohy jak fesit, tak na slozita feseni prijit. Hybani bod® a limitni
pripady poskytuji neobycejné silny nastroj, ktery funguje zhruba na tfetinu vsech tézsich
geometrickych tloh, coz uz néco znamena. Také se da rovnou fict, ze hybani prakticky
nefunguje na konstrukéni dlohy a na tlohy, kde je pozice bodi jasné urcena. Potfebujete
tedy aspon c¢astecnou volnost. Pokud chcete byt vice motivovani naucit se tuto metodu,
zkuste nejprve sami vyresit priklad 5.21 a poté si proc¢téte vzorové reseni.

1.1. Jak pracovat s timto textem

Text je koncipovan tak, aby pokud mozno co nejlépe objasnil vyhody a samotnou
techniku posouvani bodu a zaroven ji naucil ¢tenaie pouzivat.

Pro lepsi zaziti doporucuji k textu pristupovat aktivné. Nejprve zkusit priklady fesit
bez pomoci, pak vyuzivat hintd a na vzorova feSeni se divat az nakonec. A Uplné nejdiiv
zkuste samoziejmé na trech podrobné zdivodnénych piikladech techniku pochopit a v
oddilu lehéi trénink patfiéné osvézit.
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3. Cviceni s jednoduchymi pohyby

V prikladech budeme ve slozitych situacich hybat nékolika body naraz, proto si nejprve
nacvi¢ime hybani na uzitecnych hybacich minitlozkach. Jejich feseni najdete v ndavodech
ke cvicenim.

Cviceni 3.1. Na zahtati: v bodech A a B v roviné se stejnou thlovou rychlosti (a
stejnym smérem) otaci dvé nerovnobézné primky. Jak se pohybuje jejich prisecik?

Cviceni 3.2. Po ramenech pravého thlu klouzou konce zapalky, jak se pohybuje jeji
stted?

Cviceni 3.3. Jsou dany pfimky p, ¢, na nich pevné body P, ) a dale rovhomérné se
pohybujici bod R po pfimce p. Jak se v zavislosti na pohybu bodu R pohybuje druhy
prusecik S kruznice opsané APQR a primky q?

Cviceni 3.4. Je dana kruZnice a na ni tétiva UV. Pohybuje-li se rovnomérné bod W
po oblouku z bodu U do V, jak se pohybuje stfed vepsané kruznice AUVW?

Cviceni 3.5. Uvnitf kruznice se kotoula dvakrat mensi kruznice, na niz lezi bod A. Jak
se pohybuje bod A?

Cviceni 3.6. Vedle sebe stoji dvoje stejné hodiny, akorat jedny jdou o ¢tvrthodinu
napred. Jak se pohybuje stied spojnice konct velkych rucicek?

Cviceni 3.7. Po dvou kruznicich obihaji stejnou thlovou rychlosti body M, N (kazdy
po jedné, zacatek pohybu je v obecné poloze). Co opisuje bod X tsecky M N, pro ktery
MX|=2NX|?

Cviceni 3.8. Dvé kruznice se protinaji v bodech C' a D. Bodem C' se otac¢i ptrimka,

ktera protina kruznice v dalsich bodech E a F'. Jakou mnozinu opisuje stied tsecky FF?

Cviceni 3.9. Dvé kruznice se protinaji v bodech C' a D. Bodem C' se otaci pfimka, ktera
protina kruznice v dalsich bodech E a F'. Jestlize EF'G tvori rovnostranny trojihelnik,
jak se pohybuje bod G?

3.1. Navody ke cvicenim

Cviceni 3.1. Prisecik se pohybuje po kruznici prochazejici body A, B. P¥imky sviraji
stale stejny thel, ¢imz se podle véty o obvodovych thlech odivodni, Ze je mnozinou
kruznice. Navic se priisecik pohybuje porad se stejnou tthlovou rychlosti.

Cviceni 3.2. Stied zapalky ma od vrcholu pravého thlu potad vzdalenost pul zapalky,
proto se pohybuje po kruznici se stfedem ve vrcholu thlu a polomérem pil zapalky.

Cviceni 3.3. Vsechny tsecky RS vzniklé pohybem bodu R maji stejny smér (jsou
navzajem rovnobézné). Plyne to z <PSR| = 180° — |[<PQR = konst. Tim padem,
pokud se R pohybuje rovnomérné po p, tak se pohybuje rovnomérné i S po gq.

Cviceni 3.4. Uhel u stiedu vepsané je zavisly jen na thlu u protéjsiho vrcholu, ten je
ale podle véty o obvodovych thlech porad stejny. Takze se stied vepsané pohybuje po
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kruznicovém oblouku. Navic se pohybuje rovhomérné, protoze se obé osy thli rovnomeérné
otaci, a to polovi¢ni thlovou rychlosti nez poloptimky UW a VIV.

Obr. Cv.4

Cviceni 3.5. Bod A vykonava slozeni dvou pohybt: pohyb po kotoulajici se kruznici,
po které se rovnomeérné otaci dokola, a zaroven pohyb celé malé kruznice.

Obr. Cv.5

Tato dvé otaceni jsou po stejné velkych kruznicich, jsou stejné rychla, ale maji opacény
smér. Ve vysledku se vodorovny pohyb vyrusi a svisly se jakoby umocni. Bod A se tak
pohybuje po priméru kruznice (coz je tsecka), jako by se otacel na kruznici kolmé k
papiru a my se divali zhora.

Cviceni 3.6. Predstavme si rucicky jako stejné rychle se otacejici vektory.

Obr. Cv.6
Pii posunuti téchto vektort do spoleného stredu uprostied zistane jejich primeér

U= % na stejném misté (jejich primér je poloha stfedu spojnice). Vektory se otaci

stejné rychle, proto se vzajemna poloha trojice vi, v3, ¥ neméni a ¢ ma potrad stejnou

délku a otaci se stejné rychle jako vi a v3.

Cviceni 3.7. Cviceni se fesi stejné jako v predeslé: posuneme vektory do stejného

pusobisté (tentokrat je spoleéné pusobisté ve dvou tfetinach spojnice stfedi). Hledany
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vektor ¥ = 2% p¥itom ziistane na misté a viechny tii vektory pfi rovhomérném pohybu
opét zachovavaji formaci. Vektor v je tedy stale stejné velky a otaci se rovnomeérné stejnou

uhlovou rychlosti jako v1 a vs.

Cviceni 3.8. Totéz jako predchozi, jen je potfeba si uvédomit, Ze se body pohybuji
stejnou thlovou rychlosti a Tesi se to stejné jako predchozi dvé cviceni.

Cviceni 3.9. Pii pohybu zustavaji thly u E a u F stejné, proto jsou si vSechny trojua-
helniky DEF podobné.

Obr. Cv.9

Bod G je vzdy jednoznaéné uréen tseckou E'F' (navic se zachovanim pomeért), takze je
konstelace bodu D, E, F, G porad stejna (vSechny ¢tyituhelniky DEFG jsou si podobné).
Proto je thel <EDG|= 1ipomér ED : DG = a pii pohybu neménny. Z toho plyne,
ze vSechny pozice bodu G dostaneme otocenim kruznice k o tthel  kolem bodu D a
zmensenim v poméru a. Otaceni piimky DG je navic téz rovnomérné stejnou thlovou
rychlosti jako otaceni piimky C'E, proto se i G pohybuje po své kruznici rovhomeérne.

4. Technika pohybti s body

Nasleduji ¢tyfi kroky, jejichz osnova muzZe pri feSeni tloh hybanim pomoci. AZ si
FeSenim vypracujete cit pro pohyb, nebude zadna osnova potieba. K pochopeni na zac¢atku
je vsak esencialni.

(i) Nejprve vyfesime jednoduché specidlni pfipady (specidlni poloha bodu, rovnostranny
trojuhelnik, vhodné postaveni ostatnich bodu, symetricka pozice, atd.)
(ii) Zkousime, po jakych mnozinach se da s body hybat tak, aby se zachovalo zadani a pohlo
se co nejméné bodi nebo vzdalenosti. Pritom si v§imame vlastnosti pozice bodt v tloze.
(iii) Po nalezeni vhodného pohybu vyfesime limitni (krajni) pfipady.
(iv) Pokusime se zavér zobecnit do ,,pohnuté“ pozice.
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Osnovu si rovnou zazijeme na prikladech, aby se obecné poucky proménily v ciny.
Zac¢neme velmi jednoduchym.

Priiklad. Dokazte, ze pro libovolny vnitini bod P rovnostranného trojuhelniku ABC
je soucet jeho vzdélenosti od stran stejny.

Reseni. Postupujme podle navodu.

(i) Specialni poloha je napf. na hranici trojihelniku nebo ve vrcholu. A¢ zadani mluvi jen o
vnitinich bodech, vyreseni pro cely trojuhelnik obsdhne i feseni zadané tilohy. Posazeni
do vrcholu ndm tekne, Ze soucet vzdalenosti musi byt roven velikosti vysky v.

(ii) Pfi obecném pohybu bodu P se méni vSechny t¥i vzdalenosti. Pfi pohybu rovnobézném
s néjakou stranou se méni jen dvé, to bude hledany pohyb.

(iii) Nejkrajnéjsi pripad je vrchol trojuhelniku. Dalsimi krajnimi pfipady jsou strany. Pohy-
bujme nyni s bodem P rovnomeérné z A do B. Vzdalenost P od AC se tak rovnomérné
zvétsuje z 0 na v. Vzdalenost P od BC se naopak rovnomérné pii pohybu zmensuje z v
na 0 v krajnich bodech. Uz toto by témér stacilo jako dukaz.

Obr. Ia

Ve skutecnosti je potieba dokazat to lip, ale hybani nam feklo jak: v zavislosti na
délce AP se pomoci cosinu vyjadii vzdalenosti od stran a diky tomu, Ze se rovnomérné
zveétsuji a zmensuji pii pohybu, doptedu vime, Ze bude postup fungovat, tj. soucet téchto
vzdalenosti vyjde konstantni.

(iv) Pohyb rovnobézny se stranou si predstavme jako pohyb po strané trojihelniku A’B’'C,
ke kterému je prilepeno ABB’A’. Béhem pohybu se vzdalenost P od AB neméni, takze

se diky vysledku v AA'B'C ABC.
C
A/ P B/
A B
Obr. Ib

Priklad. Bud M libovolny bod pfepony AB pravothlého trojuhelniku ABC'. Oznacme
S stred AB, a dale Sp, S5 stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ACM, BC' M. Dokazte,
ze S, S1, 59, M, C lezi na jedné kruznici. Pro které M ma tato kruznice nejmensi polomér?
(MO 56-1I-3)
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Obr. Ila

Reseni. Opét zkusme jet podle navodu. Piedtim jesté ozna¢me P; priisecik kolmice na
preponu vedenou bodem A s osou strany AC' a analogicky P, prusecik kolmice na pfeponu
vedenou bodem B s osou strany BC'.

M = |[pata vysky z C], M = A, M = B, M = S. Pomoci
pravych thli se v nich lehko ukaze platnost tvrzeni. Na obrazcich vidite prvni dva pripady.

A
M =T~
Sz S4Sh
/ \
! |
B A /
\ 52 AN s 1C
Obr. IIb Obr. IIc

Tady nemusime feSit jak hybat — je jasné, Ze rovnomérné bodem M po pfeponé. Pri
tomto pohybu je dobré, Ze se rovnomérné hybou i body Si, S3. Bod 57 je totiz prinik
osy usecky M A a osy strany AC. Osa tsecky M A se pohybuje polovi¢ni rychlosti jako
bod M, a diky tomu se rovnomérné pohybuje i S; (kdybychom chtéli byt pfesni, fekli
bychom, Ze existuje linearni zavislost, kterou jde lehce vyjadrit, ale nejlépe ji uvidime
pomoci hybani).

XY

y ONM=A
O\\M/\‘\

Obr. IId
(iii) Pro krajni polohu M = A plati S; = P; a Sy = S, pro druhou krajni polohu M = B je
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S1 =85 a8 = P,. Obé tyto pozice bodu M splnuji trivialné zadani tlohy a navic jsou
pocatecni a koncovou pozici pohybu bodu M.

(iv) Zvolme néjakou obecnou polohu bodu M. Pfedchozi hybani nas navadi bud na spiralni
podobnost (tsecky AB a P;.S siis pohyby bodia M a S; odpovidaji ve spiralni podobnosti
se stfedem v C') nebo na vs§imnuti odpovidajiciho si ménéni thla BMC a SS;C.

A
M
S o N Sl_“__‘Pl
\\ k /
~ /
\\ \ /
\\ \ /
\\\/
B C
Obr. Ile

Podobnost AABC ~ AP, SC dostaneme velice rychle. Z vlastnosti vzajemné odpovi-
dajiciho pohybu bodu M a S; méme AM : MB = P;S; : 515, coz dava rovnost
uhla BMC', §5,C vyznacenych na obrazku Ile. Rovnost zminénych thlt je ekvivalentni
s tim, ze S, M, S, C lezi na kruznici. Analogicky se ukaze, ze na téze kruznici lezi i bod
Ss, ¢imz je uloha vyreSena.

Priklad. Je dan tétivovy ¢tyfuhelnik ABCD, v ném stied L kruzZnice vepsané troju-
helniku ABC a stfed M kruznice vepsané trojihelniku DBC'. Ozna¢me [ pfimku kolmou
na AC prochéazejici bodem L, dale m pfimku kolmou na BD prochazejici bodem M a
nakonec R prusecik pfimek [ a m M LR rovnoramenny. (MO 56-111-2)

Obr. IIIa

Reseni. Oznacme jesté P priisecik tthlopticek a I stied vepsané trojihelniku PBC. D4l
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postupujme podle navodu.

(i) V piipadé symetrické pozice se feseni nahlédne ze symetrie, coz se bohuzel nebude dat
roz$irit do obecné pozice ... tady tentokrat nepochodime.

(ii)-(iii) Hybani je v této tloze slozit&jsi. Nabizi se hybani bodem A po kruznici (aby ABC'D
zustal tétivovy), ale pii ném se hybou dulezité body L a R pfilis rozdilné. Proto (pfed-
¢asné) uz v kroku (ii) nahlédnéme limitni pozici degenerovaného piipadu A = D = P.
V ni nastane zaroven L = M = R = I. A ted s ni zkusme néjak pohnout, aby se body
pohybovaly ,hezky“. Tim hezkym pohybem je ponechani pevného trojihelniku PBC a
otaceni s poloprimkami — BA a — CD stejnou thlovou rychlosti, ale opa¢nym smérem.
P1i tomto pohybu zustava ABC D tétivovy a body L a M se pohybuji navzajem odpovi-
dajicim zptisobem po pevnych osach thld PCB a PBC. Diky tomu bude mit isecka LM
stale stejny smér (a v kombinaci se stéle stejnym smérem primek m a [ posléze obdrzime
FeSeni).

Obr. IIIb

To uz je hledany hezky pohyb, ktery dofesime v nasledujicim bodu.
(iv) Podle véty wu jsou trojuhelniky BIL a CIM podobné, takze pomér LI : MI| = BI :
C1| je pti pohybu konstantni, coZ znamend, Ze pfimka LM ma pifi nasem pohybu porad
stejny smér. Zbyva dokazat, ze je to pro rovnoramennost trojuhelniku LM R ten spravny
smér — smér svirajici se zadanymi kolmicemi [ a m stejny thel; smér kolmic [, m se
totiz neméni, jsou uréeny piimkami AC a BD. Vlastné sta¢i dokazat, ze LM L PI (PI
je totiz osou thlu BPC' a svira s pfimkami [ a m stejny thel). A LM PI uz dostaneme
po kratkém pocitani Ghlt (nejdfive spoétenim thlu pfimek LM a BC — pres tétivovy
¢tyfthelnik BCM L, poté uhlu pfimek BC a PI — vyuzitim faktu, ze PI je osou thlu).

4.1. Shrnuti techniky

Pfi feSeni tloh hybanim si vSimejte degenerovanych pripadua, krajnich poloh
a specialnich pripada. Kdyz se vam budou zdat jasné (Ze v nich zadani skoro ziejmé
plati), tak s nimi zkuste néjakym zpusobem pohnout, aby se body hybaly ,hezky“ a
abyste dostali vSechny obecné piipady, na které se tiloha vztahuje.
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Taky pamatujte, Ze samotné hybani ¢asto nic nedokazuje. Ale v naprosté vétsiné
ptipadi vam da navod, jak pomoci poméri, podobnosti, posunuti, krajnich pripad nebo
néjakych invariantnich vlastnosti ilohu fesit.

4.2. Lehéi Trénink

V nasledujicich tlohéch si trénujte cit pro nalezeni a pochopeni pohybu a jeho vyuziti.
Spi$ nez na samostatné feSeni se soustfedte na dukladné zdivodnéni, Ze vdm pohyb
poskytnuty v navodu uz dava reseni nebo myslenku reseni.

Priklad 4.1. V rovnostranném trojuhelniku PQR je uvnitf bod X. Z néj vedou na
strany p, ¢ a r kolmice s patami X,,, X, a X,.. Dokazte, Ze souCet obsahli trojihelniki
XPX,, XQX, a XRX, je polovina obsahu celého trojuhelniku PQR. (Myreg 2009)

Ndvod.
R R
X, P
Xp
Xq
P X, Q P x=-yx, Q
Obr. la Obr. 1b Obr. 1c

Priklad 4.2. Ve ¢tytahelniku EFGH s pruse¢ikem tuhlopricek P jsou trojuhelnikim
FEFP, FGP, GHP a HEP vepsany kruznice. Dokazte, zZe jestlize jsou tyto kruznice
shodné, tak je ¢tyftuhelnik kosoctvercem. (PraSe 26-6-6)

Ndvod. Zac¢néte ukazkou pileni se thlopficek (spojovanim bodi do étyfuhelniku ze sy-
metrické pozice) a pokracujte kolmosti thlopficek (sledovanim stejného obsahu trojihel-
niki, stejnych polomeéri Vepsan}'fch kruznic a vzristajiciho rozdilu v obvodu trojihelniki
(vzpomerite na vzorec S = 20 T)

m &k

Obr. 2a Obr. 2b
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Priiklad 4.3. ABC je trojuhelnik s osami tthlt AD a BF. Ptimky AD a BF protinaji
pfimku rovnobéznou s AB vedenou bodem C' po fadé v bodech F, G. Z piedpokladu
FG|= DFE vyvodte CA|= CB]|. (shortlist 1990/12.)

Ndavod. Zkoumejte vzajemnou zménu délek |F'G|, DE pfi hybani do symetrické polohy.

Obr. 3

Priiklad 4.4. Jsou dany kruznice k1 a ke nad pruméry AB a AC'. Prasecikem D obou
kruznic (D # A) je vedena piimka, ktera protina k; podruhé v bodé X (X # D) a ko
podruhé v bodé Y (Y # D). Body M a M’ jsou po Fadé stfedy useéek BC a XY. Ukazte,
ze <AM'M je pravy uhel. (PraSe 26-6-8)

Navod. Otécejte rovnomérné piimkou XY a zkoumejte pohyb bodu M’.

Obr. 4a

Priklad 4.5. Trojuhelnik ABC je ostrouhly s BC > AC . Ozna¢me O stfed opsané,
H ortocentrum, F' patu vysky z C'. Pfimka kolma na F'O vedend bodem F' protind stranu
AC v bodé P. Ukazte, ze <FHP = «. (shortlist 1996/12.)

Ndavod. Zac¢néte v limitni poloze BC| = AC a pohybujte se podle obrazku do limitni
polohy P = C.

10
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5. Dalsi priklady

Pokud jesté porad nejste presvédceni o sile prezentované metody, tak velmi doporucuji
zkusit fesit priklady 5.14 a 5.21 a poté si dikladné nastudovat vzorové reseni.

5.1. Lehké priklady

Priklad 5.6. Je déna kruznice k(S,r) a na ni body M, N takové, ze ithel M SN je
ostry. Libovolnym bodem X mensiho z oblouktt M N vedme rovnobézku s piimkou M S
a oznacme Y jeji prusecik s tseckou SN. Sestrojte takovy bod X, pro ktery je obsah
trojuhelniku SXY maximalni. (MO 50-II-3)

Priklad 5.7. Ktery trojuhelnik s jednotkovym obvodem ma& nejvétsi obsah?

Priklad 5.8. Uvnitf rovnostranného trojuhelniku K LM o obsahu S lezi bod N. Bud
K’ L a M’ body po fadé na strandch KL, LM a M K takové, ze NK' || MK, NL' || KL
a NM' | LM. Pruseciky os useCek NK', NL' a NM' tvori vrcholy trojihelniku o obsahu
T. Ukazte, ze S = 3T. (MO 55-1-2)

Priklad 5.9. Kruznice k1(S1,71) a k2(S2,72) se dotykaji v bodé T a je r1 < r2. Body
A, B lezi po fadé na kruznicich ki, ko tak, Ze je tthel AT B pravy. Dokazte, ze takto
uréené primky AB prochézeji jednim bodem a najdéte mnozinu stfedu tsecky AB. (MO
57-11-2)

Priklad 5.10. Meéjme tétivovy ctyituhelnik ABCD takovy, ze AB je prumér kruznice
opsané, O je stied AB, P je prusecik uhlopficek a plati, ze <APB| =2 <COD|. Tecny
v bodech C', D se protnou v dalsim bodé Q. Za predpokladu AB| = 2 urcete vzdélenost
0Q)|. (PraSe 26-6-5)

Priklad 5.11. Je dan rovnobéznik, jehoz strandm jsou z vnéjSku pripsany c¢tverce.
Ukazte, ze stfedy téchto ¢tverct tvori dalsi ctverec.
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Priklad 5.12. Najdéte nejlepsi konstanty p, g takové, Ze nerovnost

a+ty

<
Py

<q

plati pro libovolny trojihelnik se stranami a, b a jim pfislusnymi téznicemi ¢,, t,. (MO
57-111-6)

5.2. Stredné tézké priklady

Priklad 5.13. Pro dané ¢islo n najdéte n-thelnik, ktery bude mit obvod 1 a nejvétsi
mozny obsah. (Zajimavy znamy ptiklad)

Priklad 5.14. V konvexnim ¢tyituhelniku ABCD jsou uhlopricky stejné dlouhé. Ukazte |}
ze pokud vné kazdé strané pripiSeme rovnostranny trojuhelnik, tak jsou spojnice proté;j-
sich stfedt téchto trojuhelnik na sebe kolmé. (shortlist 1992/5.)

Priklad 5.15. V nerovnoramenném trojuhelniku TUV jsou na stranach UV, TV po
fadé body P, @) tak, ze je c¢tyrtuhelnik TU PQ) tétivovy. Pricky TP a U() se protinaji
v bodé X. Dokazte, zZe lezi-li bod X na vysce z bodu V, tak je uz nutné ortocentrem
trojthelniku TUV. (MO 56-111-5)

Priiklad 5.16. Ukazte, Ze existuje kone¢na mnozina bodt M v roviné takova, ze pro
libovolny bod P z M existuje pravé 2009 bodi mnoziny M, které maji od P vzdalenost
1. (shortlist 1993/1.)

Priklad 5.17. Bud S bod na strané AB v ostrothlém trojuhelniku ABC a dale X, Y
po fadé stfedy kruznic opsanych trojuhelnikim ASC a BSC. Najdéte polohu bodu S,
pro niz bude mit trojihelnik SXY minimalni obsah. (MO 52-11-2)

Piiklad 5.18. Rikadme, Ze kruznice k ptli kruznici [, pokud ji protina v primeéru. Jsou
dany tfi kruznice ka4, kg, ko se stiedy A, B, C. Ukazte, ze body A, B, C' lezi na pfimce,
pravé kdyz neexistuje jednoznac¢na kruznice, ktera puli vSechny tii kruznice k4, kg, kc.
Dale ukazte, Ze pokud je vice pilicich kruznic, tak vSechny prochéazeji jistymi dvéma
body. (shortlist nékde kolem 1991)

5.3. Tezsi pitklady

Priiklad 5.19. Jsou dany rovnobézné piimky p, ¢ a nékde mezi nimi bod A. Bod P se
pohybuje po p a bod @ po g tak, Ze tthel PAQ zustava konstantni. Ukazte, Ze v roviné
existuje jesté jeden bod A’, pro ktery se tthel PA’Q neméni. (Pepa 2009)

Priklad 5.20. Je dan konvexni ¢tyituhelnik ABCD s obvyklym znacenim thla «, 3,
~, 8. Polomér kruznice opsané trojuhelniku BC'D ozna¢me R 4. Analogicky ozna¢me Rp,
Rc a Rp. Ukazte, ze R+ Rc > Rp+ Rp pravé kdyz o+~ > g+ . (shortlist 1996/17.)

Priklad 5.21. Je dan trojuhelnik DEF. Kruznice prochazejici body E, F protina
stranu DFE v dalsim bodé F' a stranu DF v dalsim bodé E’. Bud H ortocentrum DEF a
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H’ ortocentrum DFE'F’. Ukazte, ze se piimky EE’, FF' a HH' protinaji v jednom bodé.
(shortlist 1995/G8)

5.4. Hinty k prikladtim

Pokud dlouho busite do tlohy, ale i tak nechcete vidét pfimo feSeni, jsou tu pro vas
hinty.

4.1. Vyfteste zvlast pro polohu X = X, a zvlast v PQQ’'P’. 4.2. Hint nedorazil.
4.3. Chovani AF : FC'. 4.4. Spiralni podobnost (nebo vyuziti pohybu vektoru 51}\

a ﬁ ). 4.5. Rovnomérny pohyb PH, jakozto stejnolehlost rtznych poloh PH. 5.6.
Konstantni strana, konstantni thel. 5.7. Elipsa. 5.8. Krajni piipad. 5.9. Stejnolehlost.
5.10. C — B. 5.11. Start z obdélniku. 5.12. Degenerovany pripad; pripady b > t,
at, > b. 5.13. Elipsa a potom spravné roziezat obsah. 5.14. Degenerovany zacatek,
spiralni podobnost. 5.15. Cevova véta. 5.16. Indukce. 5.17. Podobnost s ABC'. 5.18.
Mocnost. 5.19. Bod A na ekvidistanté; zobrazit Q na p, pak rodina kruznic opsanych
PQ'A. 5.20. Chovani R4+ Rc — Rp — Rp; pripady max{f3,d} < 90° a max{3,§} > 90°.
5.21. Pohyb prisec¢ikem kolmo na osu <EDF' a zaroven piimkami FE’, F'F' rovnobézné.

5.5. Myslenky teseni prikladi

Pokud véas nebavi proplétani dlouhymi feSenimi, jsou tu pro vas myslenky feseni. Z nich
byste méli pochopit, jak se da tloha vytesit, aniz by se dlouze odiivodnovaly jednotlivé
kroky.

Priklad 4.1. Ulohu vyfesime nejdiiv pro limitni pfipad X = X,., ve kterém musi tvrzeni
platit taky, a to skrze vypocty obsahii v zavislosti na poloze X . Poté tilohu dofesime pro
¢tyftahelnik PQQ'P’, ktery ,ptilepime“ k limitnimu pf¥ipadu.

Priklad 4.2. Prakticky vSe je popsano v navodu. Predpokladame nerovnost tiseku tuh-
lopricek a zobrazime horni trojuhelnik ve stfedové soumérnosti se sttedem P. Hybanim,
jehoz zamérem je spojit rozpojené trojihelniky, dojdeme ke sporu (viz obrazek 2a). Pro
ukéazani kolmosti thlopricek hybeme s bodem jako na obrazku 2b a za predpokladu za-
chovani rovnosti isekt thlopricek dojdeme ke sporu s vzorcem Sa = %7‘ - 0.

Priklad 4.3. Pfi naznaceném pohybu do symetrické polohy je CF|: FA = CB|:
BA|> CA|: BA|= CD : DB, takze je bod F vice vzdalen od pfimky GE nez bod
D. Navic se tthel FGC' pii pohybu zvétsuje a ithel DEC' se zmensuje. To d4 dohromady
|FG| — |DE > 0 béhem pohybu az do stavu |FFG = |DE| pii C = C'. Pro C # C’ tedy
IFG| +# DE.

Priklad 4.4. (Myslenka odlisna od vzorového FeSeni: pfes spirdlni podobnost)  Vsechny
trojuhelniky AXY jsou sii s polohou stiedu M’ podobné (to vyjde z obvodovych thlu),
a tak vSechny polohy bodu M’ dostaneme zobrazenim vSech poloh bodu X v otoceni

o konstantni thel X AM’ %. Vysledkem poloh M’ je

kruznice s prumérem AM.
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Priklad 4.5. Limitni poloha BC = AC|, kdy mimojiné P = A, spliiuje zadani. Pfi
rovnomérném pohybu bodu B do finalni pozice, ve které je <BCA| =90°a P =H =C,
se P i H pohybuji rovhomérné, diky cemuz je kazdé poloha PH rovnobézné se svou
vychozi polohou P = A.

Priklad 5.6. Uhel SY X i velikost strany SX trojihelniku SXY se pfi pohybu neméni.
Nejveétsi trojuhelnik se zadanou stranou a zadanym protéjSim tthlem je rovnoramenny
trojuhelnik. Lehkym dopoctem zjistime, ze X musi lezet na ose thlu M SN, z ¢ehoz
plyne konstrukce.

Priklad 5.7. U libovolného nerovnostranného trojihelniku zafixujeme dva vrcholy a s
tfetim hybeme po elipse (aby ztstaval obvod konstantni). Nejprve z néj vytvorime vétsi
trojihelnik s jednou stranou rovnou tietiné obvodu a pak fixaci jinych dvou vrchold
dalsim pohybem rovnostranny trojuhelnik (pficemz se obsah opét zvétsi). Kazdy nerov-
nostranny tak umime zvétSenim obsahu pfemeénit na rovnostranny, ten je tim padem
nejvetsi.

Priklad 5.8. Zkoumany trojuhelnik je téZ rovnostranny a porad stejné orientovany. Pri
pohybu rovnobézném s néjakou stranou se jedna osa nehybe a prusecik zbylych dvou se
pohybuje rovnobézné s onou nehybnou osou. Proto se obsah neméni a staci vypocitat
obsah v limitni poloze, coz je jednoduché.

Priiklad 5.9. Prii rovhomérném otaceni kolmych piimek AT a BT se rovhomérné a
se stejnou uhlovou rychlosti pohybuji body A, B. Proto miZeme na sebe kruZnice i
kazdou polohou bodi zobrazit v jisté stejnolehlosti a jejim stfedem prochéazeji vsechny
piimky AB. Mnozinu stfedi AB najdeme zobrazenim jedné z kruznic v podobné vhodné
stejnolehlosti.

Priklad 5.10. Dopocéteme <CAD = i <CPD)| a pohybujeme rovnomérné celou té-
tivou CD (pfimky AD, AC a BD se pfitom otaci stejnou tthlovou rychlosti, zachova-
vaji se thly). V krajni pozici pohybu je B = C a tsekovy thel hybané tétivy je roven
|<<CPD| — 90° z obecné polohy bodu P. To polozime do rovnosti s obvodovym thlem
CAD a po drobném zpétném dopoctu vyjde <COD = 60°. Na zavér z predchoziho
vypocitame QO| = %

Priklad 5.11. Pro obdélnik tvrzeni zjevné plati, vybereme si jednu jeho pevnou stranu
a zbytek zkosime. Vzhledem k pevnému stiedu c¢tverce nad zvolenou pevnou stranou
se sousedni dva stfedy ¢tvercu pohybuji stejné (jako by jeden druhému z oka vypadl pfi
otoceni 0 90°), takze se pii pohybu zachova pravotuhlost a stejné délky stran dokazovaného
¢tverce.

Priklad 5.12. Prfi prevraceni nerovnosti dostaneme ty samé nerovnosti na opac¢nych

stranach, proto p = % a stac¢i urcit p. Degenerovany ptipad B = C, ke kterému se lze s

né¢jakym existujicim AABC libovolné priblizit, fika p i. Pro dukaz p > i rozdélime
vSechny trojuhelniky do skupin b t, a t, > b. Prvni skupinu trojahelnikt vyfesime
pomoci trojuhelnikové nerovnosti a + tp > %b a druhou pomoci nerovnosti t; > %ta.

Priiklad 5.13. Nejprve pomoci hybani po elipse ukazeme, Ze musi byt vSechny strany
stejné dlouhé, a poté ukazeme, ze Ctyfuhelnik se tfemi shodnymi stranami méa nejvétsi
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obsah, kdyz je symetricky, neboli kdyz jsou dva sousedni tihly shodné. Pro cely n-tthelnik
to pak bude znamenat, Ze musi mit vSechny strany i thly stejné velké, a to spliiuje jen
pravidelny n-tthelnik, ktery je tim padem nejvétsi.

Piiklad 5.14. Limitni pfipad A = D je zfejmy ze symetrie. P¥i rovnomérném posouvani
uhlopricky BD se rovnomérné posouvaji i stredy pripsanych trojihelniki, ty protéjsi vzdy
stejné, takze se pohybuji rovnobézné. To se zdiivodni pomoci spirdlni podobnosti. Diky
vychozimu limitnimu pripadu tvrzeni plati i pro vSechny obecné polohy.

Priklad 5.15. Vychozi pozice je ta, kde jsou P, Q paty vySek a X ortocentrum. Body

P, ) hybeme rovnobézné s vychozi polohou a pritom sledujeme, Ze se vyraz % . %
monoténné zvétsuje/zmensuje. Nejsou tak splnény podminky Cevovy véty, proto po hy-

bani s PQ uz bod X nemiize lezet na vysce z bodu V.

Priklad 5.16. Postupujeme indukci. Nejprve vezmeme dva body se vzdalenosti 1. Po-
tom predpokladame, ze mdme mnozinu My, ve které ma kazdy bod P presné k kamaradt
vzdalenych 1. Mnozinu M}, dostaneme sjednocenim M;, M, , kde M, je mnozina Mj,
posunutd o 1 vhodnym smérem (takovym, Ze nevzniknou zadné dva nezadouci body se
vzdalenosti 1). Nevhodnych sméri je jen konecné mnoho a vSech sméri je nekonecéné,
takze vhodny smér urcité existuje. Nakonec vezmeme Moggg.

Priklad 5.17. Pomoci hybani ukdzeme, Ze je trojuhelnik SXY podobny trojuhelniku
CAB. K tomu poslouzi vyfeseni krajnich poloh S = A a .S = B, urc¢eni pohybtu boda X,
Y v zavislosti na S a pomoc dalsich podobnych trojihelniki. Protoze je SXY podobny
trojuhelniku C'AB, je pro jeho obsah jasné urcujici vyska z bodu S na stranu XY, ktera je
polovinou spojnice SC. Usecka SC je nejmensi, pravé kdyz je SC vyskou v trojahelniku
ABC.

Priklad 5.18. Vezmeme kruznice k4 a kp a k nim néjakou pulici kruznici k. Pomoci
mocnosti zdivodnime, Ze priseciky kruznice k s pfimkou AB lezi i na vSech pohnutych
kruznicich k pulicich k4, kg. Pokud nejsou A, B, C na pfimce, tak je pomoci nalezenych
pevnych bodid pulici kruznice jasné uréena. Pokud jsou A, B, C na piimce, tak bud
pevné body pro ruzné dvojice kruznic splynou (a existuje nekonecné mnoho pulicich
kruznic), nebo nesplynou, ptlici kruznice by musela prochézet aspon tfemi raznymi body
na pfimce, coz nelze.

Priiklad 5.19. Nejdiive vySetfime specialni ptripad kdy bod A lezi na ekvidistanté.
Vezmeme bod Q' na p tak, aby bylo QQ’ kolmé na piimky p, q. Zjistime, Ze kruZnice
opsané trojuhelnikiim PAQ’ maji vSechny spole¢nou teénu ¢ v bodé A. Ozna¢me Py =
pt. Pro vechny body A’, pro které PyA’'| = PyA|, z mocnosti plati, ze kruznice opsané
APA'Q se dotykaji piimky PyA’. Za A’ vezmeme druhy bod na ekvidistanté piimek.
Pron se thel PA’Q) neméni. Zobecnéni pro obecny bod A se provede posunutim piimky
q do obecné polohy a dalsi konstrukci, ktera je na dlouhé povidani — mrknéte na vzorové
feSeni ;)

Priiklad 5.20. Diky moznosti cyklického preznaceni stac¢i ukazat implikaci o + v >
8+6 = Ra+Rc—Rp— Rp. Projeji dikaz zmensujeme vyraz Ro+Rc Rp Rp
na nulu pfi posunu bodu B. Pri¢emZ postupujeme dvoufazové: pokud 3,4 < 90 , tak
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nejprve posuneme bod D po uhlopricce na Thaletovu kruznici nad AC, ¢imZz docilime
0 > 90°. V druhé fazi, s pfipadnym preznacenim takovym, aby platilo § > 90°, posuneme
bod B na kruznici opsanou trojuhelniku AC'D.

Priiklad 5.21. Postavme trojuhelnik DEF tak, aby byla osa <EDF svisle a zafixujme
pouze primky se stranami e, f. Pohybujme prisecikem piimek EE’ a FF’ vodorovné,
pfi¢emz zachovavame smér piimek EE’, FF'. Ctyithelnik EFE'F’ bude stéle tétivovy
a ortocentra H, H' se budou pohybovat rovnomérné a téz vodorovné. Pro krajni polohy
E = F' a EF' = F je uloha trividlné splnéna, mezi nimi se prusecik pfimky HH' s
trajektorii bodu G pohybuje rovnomérné a nutné tak splyva s bodem G. Hotovo.

6. Reseni piikladua

6.1. Leh¢i Trénink

Priklad 4.1.

Naznak teseni. Polozme PQ| = 1. Bod X posutime na néjakou stranu, ¢imz ndm zanik-
nou dva trojuhelniky, ale protoze je celé posouvani spojité bez zlomu, bude trvzeni platit
i pro tento limitni pripad. D4l si polozime PX, = a a vyjadifime obsahy obou zbylych
trojuhelnikti. Porovnanim obsahti se zjisti, Ze tvrzeni pro limitni ptfipad plati. Poté si k
dokézanému limitnimu pfipadu priddme jakoby ,odfiznutou® ¢ast trojuhelniku (aby byl
X uprostied v obecné poloze). Ted staci ukazat tvrzeni zvlast pro ,odfiznutou® céast, a
to uz je kterymkoli zptisobem snadné.

Priklad 4.2.

Reseni. Nejprve ukazeme, Ze se thlopticky piili, potom, Ze jsou na sebe kolmé.

Ptedpokladejme, ze mame vyhovujici ¢tyfuhelnik EFGH. Vezméme jeho horni polo-
vinu EGH a stfedové soumérné se stfedem P ji zobrazme jako na obrazku 2a u navodu.
Kruznice se tak v celém ctyfthelniku zobrazi na sebe navzajem a pokud byly tseky th-
lopticek EP, PG ruzné dlouhé, tak se ndm ¢tyrthelnik ,nespoji“ (bod E se nezobrazi
na (). Dale posunujeme zobrazenym bodem E’ tak, abychom ho spojili s nezobraze-
nym G. Posunuji se tim i body H’ a G’, oba jsou vzdy jednoznacné urceny. Jak je vidét
na obrazku 2a, bod G’ na druhé strané putuje opa¢nym smérem, nez by mél, takze se
timto zpisobem nikdy nevytvori celistvy ptivodni ¢tyfuhelnik, coz by se stalo, pokud by
predtim existoval. To je spor a pro useky uhlopficek plati PFE| = PG a analogicky
PF|= PH|.

Pro diikaz kolmosti méjme ctytihelnik, ktery ma kolmé thlopticky jez se puli. Oto¢me
jednou jeho tuhloprickou podle obrazku 2b a pro spor predpokladejme, Ze takto mohl
vzniknout ¢tyfihelnik se shodnymi kruznicemi. Z ptedchozi ¢asti vime, ze se tthlopticky
puli, z ¢ehoz podle vztahu SAn = %u v sin  plyne, Ze maji trojuhelniky stejny obsah
(u, v jsou délky tseku thlopii¢ek). Obvod 01 jednoho trojuhelniku je ale urcité vétsi nez
obvod o2 jeho souseda (maji dvé strany o délkach u, v a rtzné dlouhé zbylé strany). Z
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jiného vztahu pro obsah trojahelniku Sa = ir - o tak plyne, Ze poloméry r vepsanych

2
kruznic musi byt rtzné, spor.

Priklad 4.3.

Regeni. Pti pohybu bodu C doprava jako na obrazku 3 (do rovnoramenné polohy) je
CF|: FAl = CB|: BA > CA|: BA| = CD|: DB, takze je bod F vice vzdalen
od primky GFE nez bod D. Navic se tthel FFGC' pii pohybu zvétsuje a tthel DEC se
zmensuje, proto se vyraz —— | ;FGC‘ — & <le yolei pfi pohybu zmensuje, az dosahne nuly v

rovnoramenné pozici C = C".
Oznacime-li f vzdéalenost F' od GE a d vzdalenost D od GE, tak ze vztaha FG| =
f _ d ; : 1 1
m a DE = m pomoci nerovnosti f > da S <FGC] > Sin [<DEC] dosta-

neme F'G > DE|béhem pohybu, pfi¢emz rovnost FFG = DFE nastane az pro C = C'.
Proto FFG = DF plati jen za podminky CA| = CB|.

Priklad 4.4.
Reseni. Ozna¢me S stied 5152. Vyznacme si vektory & = S1X, 7= 5.Y a m = SM'.

;2 T4
Pro tyto vektory plati m/ = =2,

8

S
Obr. 4b Obr. 4c

Posunme si vektory do stejného piisobisté v .S, tim se nic na vztahu m = f%g nezmeni.
Trojice vektorti udrzuje pri pohybu porad stejné rozestaveni, protoze se T a y pohybuji
stejnou tthlovou rychlosti, a protoze tyto dva vektory linearné urcuji podle predchoziho
vztahu vektor m/. I vektor m’ se tedy otaci stejnou thlovou rychlosti, takze se bod M’
pohybuje po kruznici. Ve specidlni pozici X = B, Y = C, M = M’ lezi navic nase vektory
na primkach AB, AC a AM. Vektor m’ tvori v této poloze polovinu tsecky AM, proto je

AM pramérem Thaletovy kruznice, po které se pohybuje M’. Uhel AM’M je diky tomu
v ostatnich polohéach pravy.

Priklad 4.5.

Ndznak teseni. Sledujte obrazek 5. V limitni poloze BC' = AC tvrzeni plati (jedno-
duchym dopocitanim uhlid). Pohybujeme rovnomérné bodem B po pfimce AF' ve sméru
od bodu F. Finalni poloha (ve které nelze posoudit platnost tvrzeni) je P = H = C,
O € AB a <BCA| =90°. Jediné, co potfebujeme, je, aby se pohybovaly body P a H taky
rovnomérné, ¢imz bude kazda nova poloha stejnolehléd s vychozi polohou BC| = AC| a
usecka PH bude i v obecné poloze svirat s vyskou C'F' ten spravny thel. Bod O se po-
hybuje rovnomérné (jeho pohyb urcuji osy stran AB a AC') a pohyb bodu P je obrazem
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pohybu O ve spiralni podobnosti (sloZeni otoceni a stejnolehlosti), proto se i P pohybuje
rovnomérné. Pohyb ortocentra H je rovnomérny, protoze se rovhomérné pohybuje vyska
na stranu AC. Finito.

Poznamka. Aby se stal pfedchozi naznak feseni feSenim, bylo by potfeba lépe zduvod-
nit pouziti spiralni podobnosti, a to d& trochu préace, nebo ukézat v kazdém okamziku
podobnost trojuhelniki F'PC a FOOQO’, coz je zhruba stejné narocné jako spirélni podob-
nost.

6.2. Lehké priklady

Priklad 5.6.

Reseni. Pii pohybu bodu X se neméni tihel SY X ani délka X S| = r. TakZe staci najit
nejvétsi trojuhelnik se zadanou délkou strany a zadanou velikosti protéjsiho obvodového
thlu. Tim je rovnoramenny trojuhelnik, protoze nevzdalenéjsi bod na kruznicovém ob-
louku je ten uprostfed oblouku. V ptvodni tGloze mé tedy ASXY nejvétsi obsah, pravée
kdyz je SX osou thlu M SN, z ¢ehoz vyplyva i konstrukce.

Priklad 5.7.

Reseni. Vezméme libovolny nerovnostranny trojihelnik. Hybanim vrcholu po elipse za-
chovame obvod a pritom, pokud nebyly strany stejné dlouhé, zvétsime obsah, takze zadny
nerovnostranny nemtze byt maximalni. Protoze trojuhelnik s nejvétsim obsahem urcité
existuje, je jim jediny nevylouceny kandidat: rovnostranny trojthelnik.

Priklad 5.8.

Reseni. Oznac¢me k', I’, m' po fadé osy useéek NK’', NL', NM'. Nejprve si viimneme,
ze novy trojuhelnik je téz rovnostranny a jeho strany (ekvivalentné piimky &', I’, m’) jsou
kolmé na strany trojuhelniku K'LM (kazda na jednu). Pfi rovnomérném pohybu bodu
N rovnobézné s piimkou K L se piimka m’ nehybe a relativné jednoduse se dopocte, ze
se pii tomto hybani pohybuji pfimky &', I’ ve sméru primky m’ stejné rychle.

Které vsechny vektory ukazuji
tu samou rychlost piimky:

M

Obr. 8

Prusecik &/ I’ se tedy pohybuje rovnobézné s m’ a zachovava si od m’ konstantni
vzdalenost. Velikost nového trojihelniku se pri pohybu neméni, dojedeme s bodem N na
stranu a pak do vrcholu a v krajni poloze uz snadno dopoc¢teme vztah S = 37T
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Priklad 5.9.

Ndznak Teseni. Limitni polohou je A = T a B na opacném konci pruméru kruznice
ks. Rovnomérnym otacenim navzajem kolmych primek s priisecikem v T nagenerujeme
vSechny pozice usecky AB. Pfi tomto pohybu se ale A a B pohybuji stejnou thlovou
rychlosti, takZe jsou kruznice i s aktualni polohou bodia A, B vzdy stejnolehlé. Stifedem
této stejnolehlosti prochazi kazda tsecka AB. Pohyb stfedu tsecky AB je prumérem po-
hybu bodu A a B, takze se pohybuje po kruznici s polomérem rovnym primeéru poloméru
% a stfedem ve stfedu tisecky S1.55.

Priklad 5.10.

Reseni. Podle véty o stfedovém a obvodovém tihlu je <DAC = i <DPC|. Pokud
pohybujeme rovnomérné tétivou C'D po kruznici, tak se rovnomérné otaci polopiimky
AD, AC kolem bodu A a poloptimka BD kolem bodu B, navic vSechny stejnou tthlovou
rychlosti. Takze se pfi tomto otdc¢eni neméni <DAC, <DPC ani QO|. Pohodlné oto¢ime
tétivu do pozice C’' = B.

O |B=c’
Obr. 10a Obr. 10b

Velikost tsekového thlu tétivy C'D’ je |[<DPC| — 90° ale zaroven je podle véty o
obvodovém a tsekovém thlu stejnéd jako <C’AD’'| = <CAD = i <DPC' . Postavenim
stejnych hodnot do rovnice dostaneme <<DPC = 120° a nasledné¢ <DOC = 60°, coz s

AB|=2da QO| = 2.
Priklad 5.11.

Naznak Teseni. Na zacatku vezmeme obdélnik, pro ktery tvrzeni jasné plati. Vybereme
jednu stranu a k ni nélezici ¢tverec zafixujeme, zbytek obdélniku pomalu kosime na
rovhobéznik, pricemz pohybujeme i se zbylymi tfemi ¢tverci. Vzhledem k zafixovanému
stfedu ¢tverce se dva blizsi ze zbylych tii stfedi pohybuji Gplné stejné (koresponduji
navzajem v otoceni o 90°), takZe se zachova pravy thel i stejnd vzdélenost zafixovaného
stfedu od dvou nezafixovanych. Protoze jsme na zacatku mohli zafixovat kteroukoli ze
stran obdélniku a zbytek zkosit, plati toto pozorovani i z pohledu ostatnich stiedt ¢tverci.
Proto se pii pohybu ¢tverec tvoreny stfedy pripsanych ¢tverci zachova, a je vymalovano.

Priklad 5.12.

Reseni. Prevracenim nerovnosti dostaneme p = %, takze staci urcit jednu z konstant.

a—l—tb _ l e
s = 7 @ k tomuto vysledku se lze

V degenerovaném limitnim pripadé B = C' plati

libovolné priblizit i s B # C. Proto p i.
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ta ta b ta b
a =
b
ty 2ty = t, = b tp
ty
B a C B = C a a
Obr. 12a Obr. 12b Obr. 12¢ Obr. 12d

Pro ukazku p i si rozdélime vSechny situace na dva pripady: b -~ t, at, > b. V pvnim

pripadé pouzijeme trojuhelnikovou nerovnost a + ¢, > %b > i(b + ty). Pro druhy p¥ipad
vyuzijeme, Ze v ném t, svira se stranou a vétsi tthel nez tp, a protoze t, saha do pul vysky
tp (méfeno od strany a), je tp > %ta. Dokonceni skytaji kroky a + t, > %ta > i(b + ta)-

6.3. Stfedné t&7ké piiklady

Priklad 5.13.

Reseni. Pokud se vedle sebe v n-tthelniku nachdzi dvé nestejné dlouhé strany, lze po-
hybem bodu po elipse zachovat obvod a zvétsit obsah (obr. 13a), takZze v maximalnim
n-thelniku (pokud existuje) musi byt vSechny strany stejné dlouhé. Maximalni n-thelnik
musi mit i vSechny thly stejné velké, coz ukazeme pohybem z obrazku 13b.

Obr. 13a Obr. 13b
Zacneme se symetrickym ¢tyrahelnikem S;S55AB, u kterého SoB = BA| = AS; <
S152|. Pohybujeme s body A, B tak, aby bylo S;B = AS; = P4Pg| konstantni.
Pohyb zakonc¢ime v poloze P4 = Si — za ni by nemély nékteré nize vyjadiené obsahy
smysl, navic jsou pro polohy bodu P4 za bodem S; nasledujici trendy ziejmé.
Pfi pohybu se prodluzuje AB (vznikajici posunuty ¢tyfuhelnik ma vétsi obsah nez by
mél pfi podmince AB| = konst.) a presto se obsah S ¢tyfuhelniku S1.55BA zmensuje.
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To nahlédneme vypoctem

So = Sp,pyBa+ Ssypsa+ Ss,pPpB
— w . |PAPB|+‘%—A‘ . |51pA|+@ |85 P5|

PAA|+|PsB Pal+|P PaA|+|PpB
< 1Pa \J2r\ 5 \.(pApBH_ [S1 A‘;F‘ BS?‘): [Pa ‘Jg‘ 58| . konst.

Primeér w se pfi pohybu zmensuje (bod B klesa rychleji nez stoupa A), proto

se i S zmensuje. Maximalni n-thelnik musi mit tedy i vSechny thly stejné velké. Pro-
toze tohle spliiuje jen pravidelny n-thelnik a diky omezenosti obvodem musi maximum
existovat, je hledanym n-tthelnikem pravé ten pravidelny.

Priklad 5.14.

Ndznak Teseni. Pro usnadnéni oznacme stiedy trojuhelnikt pripsanych strandm AB,
BC, CD, AD postupné Sap, Spc, Scp a Sap. Nejprve prozkoumejme degenerovanou
polohu A = D. V té trojuhelnik pripsany strané AD splyne s bodem A a totéz plati pro
jeho stfed S, p. Vznikne symetricka pozice, kde pravé ze symetrie plyne kolmost spojnic,
viz obrazek 14a.

Obr. 14a Obr. 14b

Hybejme nyni rovnomérné (a rovnobézné) thloptickou BD do obecné polohy (jako
na obrazku 14b). Pohyb bodu S4p dostaneme zobrazenim pohybu bodu D ve spiralni
podobnostil S(A;30 ; @) Podobné dostaneme pohyb Sp¢c zobrazenim pohybu bodu B
ve spiralni podobnosti S(C';30 ,@) Protoze jsou pohyby bodi B a D totozné a obé
spiralni podobnosti jsou az na sviij stfed také stejné, tak jsou i zobrazené pohyby stejné
a body Sap a Spc pohybuji shodné, proto se neméni smér spojnice S4pSpc, kterou
urcuji. Stejny zavér dostaneme i pro druhou spojnici S4pScp. Diky vychozi pozici, ve
které na sebe byly obé spojnice kolmé, jsou kolmé i po posunuti do obecné polohy.

1Spiralni podobnost ( ;30 ; ?g) je zobrazeni, kdy nejprve situaci oto¢ime kolem bodu o thel 30

_3
2.
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Priklad 5.15.

Naznak reseni. Snadno se ovéri, ze pokud zvolime X jako ortocentrum, tak je Ctyt-
thelnik TU tétivovy. Hybejme tseckou PQ tak, aby zustal TU PQ tétivovy (to jest tak,
mé piimka PQ pofad stejny smér). Aby se jesté jednou vyskytl bod X na vysce, musel
by vyraz % . % nabit jesté jednou stejnou hodnotu (podle Cevovy véty). Vyraz se
ale bud stale néjak roste nebo se stile néjak zmensuje, proto této hodnoty uz vickrat

nenabyde.
Priklad 5.16.

Reseni. Reseni provedeme indukci podle poétu stejné vzdalenych bodi. Ozna¢me M,
mnozinu vyhovujici zadani, kde mé kazdy bod P od pravé n bodi z M vzdalenost 1. Za
M, staci vzit krajni body jednotkové tsecky. Mnozinu M, utvoiime z M; ,nakopirova-
nim“ té samé mnoziny a posunutim. Pfesnéji: vezmeme M; a piidame k ni M7, kde pro
kazdy bod P’ z M] existuje praveé jeden bod P z M; tak, ze PP’| = 1. Pro indukéni krok
predpokladejme, ze disponujeme vyhovujici mnozinou My. Vyberme pevné P € My, a
pfidejme do roviny o jednotkovy vektor posunutou mnozinu M, , kde vezméme odpovida-
jici bod P’. Ted je zajisténo, ze ma kazdy bod z M} U M, aspon od k+ 1 bodi vzdalenost

1.
M, M, M3 = My U M, Spatnéu Ms:
P’ P’
e R el T e

P : ! 2
PO -~ ~

Obr. 16a Obr. 16b Obr. 16¢ Obr. 16d

My ale potfebujeme, aby to bylo presné k + 1. Proto za¢néme s mnozinou M, otacet
po kruznici kolem bodu P tak, aby se zachovalo PP’| = 1. Existuje jen kone¢né mnoho

—
smért PP’, ve kterych k nékterému bodu z M, existuje vice jak jeden bod z M, ktery

od néj ma vzdalenost 1. Moznosti, jak natocit ﬁ , je ale nekonec¢né, tak existuje néjaka,
pfi které ke kazdému bodu z M), existuje pravé jeden bod z M, vzdéaleny 1. Disponujice
vyhovujicim posunutim M, definujme koneéné My = M, M. K vyfeseni tlohy staci
vzit M2009.

Priiklad 5.17.
Reseni. Pohybujme rovnomérné bodem S z A do B. Krajni polohy pohybu bodu X

oznac¢me X7, X2 a krajni polohy bodu Y oznacme Y7, Y5. Body X5 a Y7 lezi na ose
strany AB a proto splyvaji ve stied kruznice opsané trojuhelniku ABC.
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Bod X lezi pfi pohybu na ose tusecky AS, ktera se pohybuje polovi¢ni rychlosti bodu
S. Protoze X lezi celou dobu zaroven na ose strany AC, tak se pohybuje rovhomeérné po
usecce. Analogicky se Y pohybuje rovnomérné z Y7 do Y5. Relativné snadno se ukaze, ze
AS1 X171 =~ AS:XoYs ~ ACAB (naptiklad vyuzitim shodnosti AS1 X Y; = ACX 1Y,
a podobnosti AAX,C ~ ABX,C). To by nas mélo navést na myslenku, Ze i obecné
plati ASXY ~ ACAB. Vidét je to ihned ze spiralni podobnosti a dikaz udélame nasle-
dovné. Potfebujeme ukazat, ze je pfi pohybu <tSXY = konst. (analogicky bude platit
<SY X | = konst. a hledané tvrzeni bude diky ukazanym krajnim (vyhovujicim) polohdm
na svété). A ted uz lehce <SXY| =1 <SXC|= <SAC| diky soumérnosti a podle véty
o stfedovém a obvodovém thlu. Ukazali jsme tedy, Ze se tvar ASXY pfi pohybu neméni,
a staci identifikovat polohu S, kdy ma trojuhelnik nejmensi obsah, neboli nejmensi vysku,
a to je pravé kdyz S je pata vysky z bodu C na AB.

Priklad 5.18.

Reseni. Vezmeme kruznice k4, kg, které pili kruznice k po fadé v primeérech A; A a
B1B5. Vezmeme déle oba pruniky piimky AB s k a ozna¢ime X, Y. Zafixujeme-li XY
a ota¢ime s prumeérem A;A,, tak je ¢tyfuhelnik A; X AsY ve vSech polohach tétivovy
(pokud nelezi jeho vrcholy na piimce), coz dostaneme ze zachovani mocnosti bodu A.
Zachovani mocnosti funguje i pro bod B, takZe pro kazdy otoceny prumér A} Af existuje
prumér B Bj takovy, ze A}, A}, B1,B,, X, Y k.
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Obr. 18

Posouvanim stfedu kruznice k po ose tsecky XY vygenerujeme vSechny kruznice, které
puli k4 a kp. Pokud tfeti bod C' nelezi na primce AB, tak mezi pravé vygenerovanymi
kruznicemi najdeme pravé jednu, co puli ko (to dostaneme z pfedchoziho posouvani
stfedu kruznice k po ose tsecky XY'). Pokud C lezi na pfimce AB, tak vezmeme dvojici
kruznic k4 a ko a zkonstruujeme body X', Y’, kterymi prochézi jejich rodina pilicich
kruznic. Pokud X,Y - = X', Y’: tak vSechny kruZnice prochazejici body X, Y puli
vSechny t¥i kruznice k4, kg, ko, pokud {X,Y} # X’ Y’ tak neexistuje kruznice piilici
vSechny tTi kruznice.

6.4. Té7st priklady

Priiklad 5.19. VyfeSme tlohu nejdiive pro A lezici na ekvidistanté primek. Limitni
polohy bodd P, () ozna¢me odpovidajicim zptusobem Fy, )y, P, @, jako na obrazku,
tj. aby platilo <PpAQ~ = <QoAP~ = <PAQ|. Oznatme e ekvidistantu piimek
p, q. Bod vznikly zobrazenim bodu () v osové soumérnosti s ekvidistantou primek e
pojmenujme Q.

Nl | Lo,
A/ - _ _ A | POO7 QOO
|
|
|
Qo Q q
Obr. 19a
Dopoctenim uhla zjistime, ze <PyAP|+ <PyAQ’| je konstantni a hned z toho plyne
IPAP| = <AQ'Py|. To je rovnost obvodového a tisekového tthlu u kruznice opsané
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trojuhelniku PAQ’, ktera se diky tomu dotyka prfimky PyA. TudiZz rodina kruZnic do-
tykajicich se pfimky AP, v bodé A a lezicich v poloroviné APy()., urcuje jednoznacné
vsechny dvojice bodu P, ). Ekvivalentné muzeme fici, ze usecky PQ), pro které je <PAQ
stejny, jsou pravé ty, pro které plati |PoP| - |Qo@Q = PoP|-|PQ" = |PyAl?. Z vlast-
nosti mocnosti bodu ke kruznici ty samé dvojice bodi dostaneme i rodinou kruznic se
sttedem v A’ = l{:(PO; POA\) N e, které se dotykaji pfimky A’Py v poloroving PyA’A.
Zpétnym ekvivalentnim postupem pro bod A’ dostaneme, Ze je velikost <PA’Q) kon-
stantni. VSechny vlastnosti jako konstantnost <P AQ), konstantnost <P A’(Q, konstantnost
|PoP| - |PyQ" = PyA? = |PyA’| jsou tedy ekvivalentni.

V obecné poloze si vezméme dvojici ptimek p, ¢ a bod A nelezici uprostied. Provedme
zobrazeni podle obrazku.

/O/ Q// q//

Obr. 19b

Vezméme ¢ tak, aby A lezelo na ekvidistanté primek p, g a i zbytek véci definujme
stejné jako v pfedchozim p¥ipadé. Déle definujme Qf = AQoN¢”, Q" = j@ Ngq. Bod A”
bud ¢tvrtym bodem rovnobézniku Qy APyA”. Piimka p” at je takovou primkou, ze A”
lezi na ekvidistanté pfimek p” a ¢”. Nakonec Py = jﬁlTPg Np” a P’ = w Np”. Protoze
fakticky nové body Q", Qp, P”, Py vznikly pomoci stejnolehlosti se stiedy v A a A” s
opacnym koeficientem, tak plati |P{P"| - |Q0Q" = |PoP|-|QoQ = |PJA" 2 = |PA'|%.
To neznamend nic jiného, nez ze z bodu A” je usecka P”Q" vidét porad pod stejnym
thlem jako z bodu A’ tsecka PQ. Protoze je P na piimce A” P”, tak je i usecka PQ" z
bodu A” vidét porad pod stejnym thlem. A” je tedy hledany bod.

Priklad 5.20.

Reseni. Staéi ukazat jednu implikaci, opacnou dostaneme cyklickym pfeznacenim. Je
nutné priklad Fesit pro odlisné pro dva pripady: bud plati 8 < 90° a § < 90°, nebo je
BUNO 4 > 90 (jinak ¢tyfthelnik preznacime).
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Obr. 20a Obr. 20b

V prvnim pfipadé (na obrazku 20a) si pro vyfeseni vezmeme Thaletovu kruznici nad
prumérem AC' a pohybujeme k ni bodem B po ptfimce BD, ¢imz situaci pfevedeme na
druhy pfipad. Jesté predpokladejme, ze |[<ACB| < 90°, jinak prohodime jména bodu A
a C. Pfi tomto pohybu se polomér Rp neméni (trojuhelnik AC'D zstava na misté), R4

se diky vztahu R4 = % = K BC| zmenSuje a rozdil Rc — Rp se diky rovnosti
AB AB . " ,
Rc  Rp = ‘LAZ‘)B‘ = ‘LA‘CD‘ taky zmensuje. Celkové se tedy vyraz Ra + Rc —

Rp — Rp pii tomto pohybu zmensil.

Ve druhém piipadé (obr. 20b) situaci preznacime tak, aby 4 > 90° a opét |[<ACB| <
90°. Misto Thaletovy kruznice ted vezmeme kruZnici opsanou trojiuhelniku AC'D. Poté
postupujeme stejné jako v pripadé predchozim, pii posunu bodu B se opét vyraz R4 +
Rc Rp Rp zmensuje a tentokrat dosiahne ve findlni pozici B = B’ hodnoty 0 pfi
rovnosti R4 = Rp = Rc = Rp. To ale znamend, ze pred posunem bodu B platilo
R4+ Rc > Rp+ Rp.

Priklad 5.21.

Reseni. Ozna¢me priisecik thlopticek jako G a postavme si tthel EDF tak, aby méla
DE, DF a sméry pfimek EE’, F'F' a pohybujme
prusecikem G rovnomeérné vodorovneé.

Obr. 21a Obr. 21b
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Body F, F se tak pohybuji po svych primkéach stejné rychle, diky nim se ve vodorovném
smeéru stejné rychle pohybuji i vysky z bodu FE, F' a jejich prisecik H se tak pohybuje
rovnomérné vodorovné. Ze stejného divodu se rovnomérné pohybuje i H’'. Protoze v
krajnich polohach E = F' a E' = F maji trojuhelniky spole¢nou vysku (viz obr. 21b), na
které lezi i bod G, tak je v téchto limitnich polohach tloha splnéna. Pruseéik ptimky H H'
s trajektorii bodu G se pohybuje rovhomeérné a v krajnich polohdch £ = F’ a E' = F
splyva s bodem G, ktery se po stejné trajektorii pohybuje také rovnomérné. Proto je bod
G nutné zminénym prisecikem i v kazdém okamziku pohybu a tloha je vyfeSena pro
vSechny polohy.

7. Literatura a podékovani

Tento text byl sepsan bez pomoci literatury, je tedy ptvodni. Piiklady jsem cerpal
hlavné ze starsich roénikt PraSatka, archivu olympiady a IMO shortlistéi. Ulohy mtiZete
najit i s odliSnymi autorskymi feSenimi na strankach

http://www.math.muni.cz/"rvmo (stranky Matematické olympiady)

http://mks.mff.cuni.cz (stranky Matematického korespondencniho seminéaie)
Podékovat chci predevsim Kennymu Rolinkovi a Pepovi Tkadlecovi, ze mé presvédcili o
nevsednosti a dulezitosti této techniky a vyrazné motivovali metodu sepsat. Déle diky
Jardovi Hanclovi, Pavlu Kocourkovi, Pepovi Tkadlecovi a Alce Skdlové za korekturu prvni
casti.
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Hybani s body — domaci tlohy

Priklad. Dva body pravouhlého trojuhelniku jsou pohyblivé pfipevnény na osach sou-
fadnic jako na obrazku. Jakou mnozinu vykresli treti bod, pokud se trojihelnik pohybuje?

Priklad. Bud P bod uvnitt ¢tverce ABCD. Obsahy trojuhelniki ABP, BCP, CDP,
D AP oznaCme po fadé Sp, So, S3, S4. Dokazte, Ze pak plati S1 + S3 = Sy + Sy.

A D

(e, o]

O

B C

Piiklad. Necht je ABCD ¢étverec a CDEF k nému pripsany kosoétverec. Urcete veli-
kost tahlu AEC.

F
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Priklad. Na kruznici o lezi bod @), stfed kruznice gq. Kruznice se protinaji v bodech
A a B. Na q lezi jesté jiny bod C (rizny od A, B). Dalsi pruseciky pfimek CA, CB s
kruznici o ozna¢me po fadé E, D. Ukazte, ze jsou primky ED, C'(Q) kolmé.

Priiklad. Ke strandm trojuhelniku ABC' jsou pfipsany rovnostranné trojihelniky
ABC', A’BC, AB'C tak, ze body A’, B’, C" lezi v poloroviné opa¢né k poloroviné ABC.
Ukazte, ze je A’C’B’C rovnobéznik.
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o
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