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CZ.2.17/3.1.00/31165.



Tento text vznikl jako doplněk k přednášce Využit́ı vektor̊u a komplexńıch
č́ısel v geometrii. Nejprve probereme základńı vlastnosti vektor̊u a komplexńıch
č́ısel, pomoćı nichž by měl být čtenář schopen vyřešit pětici zadaných domáćıch
úloh.

Je probráno také množstv́ı úloh, na kterých prob́ıranou látku demonstru-
jeme.

1 Vektory

V prvńı části řekneme, co si představit pod pojmem vektor, a zaměř́ıme se jejich
základńı vlastnosti.

1.1 Aritmetický vektorový prostor

Definujme množinu V uspořádaných dvojic reálných č́ısel (a, b), kde definujeme
součet dvou uspořádaných dvojic (a1, b1) a (a2, b2)

(a1, b1) + (a2, b2) = (a1 + a2, b1 + b2)

a násobeńı reálným č́ıslem k

k(a, b) = (ka, kb).

Dvojici z množiny V budeme označovat ~v = (a, b) a nazývat ji vektorem.
Množina V splňuje podmı́nky vektorového prostoru. Nejde o nic jiného než
o ověřeńı, že existuje nulový a opačný prvek a o ověřeńı podmı́nek komutativity
a asociativity vzhledem k násobeńı a součtu definovaných výše. Tyto podmı́nky
zde nebudeme ověřovat.

Množinu V lze obecně definovat nad uspořádanými n-ticemi – vektor bude
mı́t v tomto př́ıpadě n reálných složek. Součet dvou prvk̊u z V definujeme opět
po složkách, podobně jako násobeńı reálným č́ıslem.

1.2 Geometrický vektorový prostor

Uvedeme si dva geometrické modely – model vázaných vektor̊u a model volných
vektor̊u.

Model vázaných vektor̊u

Začneme úmluvou: uvažujme bod P , který budeme chápat jako počátečńı bod
libovolné orientované úsečky, jej́ıž koncový bod bude libovolný jiný bod, např.
A.
Definice. Libovolným vektorem rozumı́me každou orientovanou úsečkou zave-
denou v předchoźı úmluvě. Vektor budeme značit ~v = ~PA a nulový vektor jako
~0 (v př́ıpadě, kdy bod A splyne s bodem P ).
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V tomto prostoru definujeme sč́ıtáńı dvou vektor̊u podle rovnoběžńıkového
pravidla. Sč́ıtáńı splňuje komutativnost a asociativnost

~u+ ~v = ~v + ~u, ~u+ (~v + ~w) = (~u+ ~v) + ~w,

existuje nulový vektor ~0 a opačný vektor vzhledem k vektoru ~u. Ten znač́ıme
−~u a plat́ı pro něj ~u + (−~u) = ~0 a |~u| = | − ~u|. Symbolem | · | pak označujeme
velikost vektoru.

Definujeme také násobeńı reálným č́ıslem, které splňuje

1 · ~u = ~u, a · (b · ~u) = (ab) · ~u,
a · (~u+ ~v) = a · ~u+ a · ~v, (a+ b) · ~u = a · ~u+ b · ~u

pro libovolná reálná č́ısla a, b a libovolné vektory ~u, ~v. Zde jsme názorně rozlǐsili
tečkou ”·” násobeńı mezi reálným č́ıslem a vektorem.

Tento model má využit́ı např. ve fyzice.

Model volných vektor̊u

Volným vektorem rozumı́me množinu všech navzájem rovnoběžných, souhlasně
orientovaných úseček o stejných velikostech. Každou takovou úsečku nazýváme
umı́stěńım vektoru.

Součet dvou takových vektor̊u provedeme tak, že zvoĺıme bod, který bude
počátečńım bodem umı́stěńı vektor̊u a samotnou operaci součtu provedeme jako
u modelu vázaných vektor̊u. Z d̊uvodu použité translace vektor̊u do společného
počátku nezáviśı operace sč́ıtáńı na volbě reprezentant̊u.

Operaci násobeńı reálným č́ıslem definujeme stejně jako sč́ıtáńı, tj. zvoĺıme
počátek a provedeme operaci. Výsledek opět nezáviśı na volbě reprezentanta
nebo volbě počátku.

Geometrický model volných vektor̊u se využ́ıvá např. v analytické geometrii.

1.3 Operace s vektory

Vektory maj́ı mnoho zaj́ımavých vlastnost́ı. Uvedeme pouze několik základńıch
pravidel.

Vektor (a, b) si můžeme v kartézské soustavě souřadné představit jako ori-
entovanou úsečku s počátečńım bodem v počátku a koncovým bodem v bodě
o souřadnićıch [a, b]. Při takové představě lze ztotožnit vektor (a, b) s bodem
[a, b].

Velikost́ı vektoru ~u = (u1, u2, . . . , un) rozumı́me

|~u| =
√
u2
1 + u2

2 + · · ·+ u2
n.

Pro dva vektory ~u = (u1, u2, . . . , un), ~v = (v1, v2, . . . , vn), které sv́ıraj́ı úhel o
velikosti ϕ, definujeme skalárńı součin (označovaný ”·”)

~u · ~v = ~v · ~u = u1v1 + u2v2 + . . .+ unvn = |~u||~v| cosϕ.
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Úhel ϕ uvažujeme vždy v intervalu [0, π], resp. [0, 180◦]. Z dvoj́ıho vyjádřeńı
skalárńıho součinu můžeme ze znalosti složek vektor̊u vypoč́ıtat velikost úhlu,
který sv́ıraj́ı. Z definice také plyne, že dva nenulové vektory jsou kolmé právě
tehdy, pokud je jejich skalárńı součin nulový

∀~u,~v 6= ~0 : ~u⊥~v ⇔ ~u · ~v = 0.

Pro dva vektory ~u = (u1, u2, u3) a ~v = (v1, v2, v3) v trojrozměrném prostoru,
které sv́ıraj́ı úhel ϕ, definujeme vektorový součin (označovaný ”×”)

~w = ~u× ~v = (u2v3 − u3v2, u3v1 − u1v3, u1v2 − u2v1).

Tj. výsledkem je vektor. Předchoźı vztah lze určit také z rozvoje determinantu

~w = ~u× ~v = det




~i ~j ~k
u1 u2 u3

v1 v2 v3




= ~i(u2v3 − u3v2) +~j(u3v1 − u1v3) + ~k(u1v2 − u2v1),

kde ~i, ~j a ~k jsou jednotkové vektory, |~i| = |~j| = |~k| = 1. Základńı vlastnosti
vektorového součinu jsou

~u× ~v = −~v × ~u,

(k~u)× ~v = k(~u× ~v),

(~u+ ~v)× ~w = ~u× ~w + ~v × ~w.

Velikost vektoru ~w lze mimo jiné určit i ze vztahu

|~w| = |~u||~v| sinϕ.

Z geometrického hlediska představuje velikost |~w| obsah rovnoběžńıku, jehož
strany jsou tvořeny právě vektory ~u a ~v.

Chceme-li např. vypoč́ıtat obsah rovnoběžńıku, jehož strany jsou tvořeny
vektory ve dvojrozměrném prostoru, můžeme k vektor̊um přidat třet́ı složku
(stejnou pro oba vektory). Potom spoč́ıtáme vektor ~w, jenž vznikne jako vek-
torový součin rozš́ı̌rených vektor̊u. Pokud bude rozšǐruj́ıćı složka rovna nule,
bude mı́t vektor ~w nenulovou pouze třet́ı složku, která bude určovat hledaný
obsah.

Bohužel v tomto textu, který je doplněk pro přednášku, neńı pro podrobněǰśı
informace prostor. Doporučujeme proto čtenáři přeč́ıst si o daľśıch zaj́ımavých
vlastnostech skalárńıho nebo vektorového součinu v některé ze středoškolských
učebnic.

2 Úvod do komplexńıch č́ısel

Definice. Množina komplexńıch č́ısel, kterou budeme značit C, je množina
uspořádaných dvojic reálných č́ısel [x, y] . Mezi dvěma komplexńımi č́ısly [x, y]
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a [u, v] definujeme operace sč́ıtáńı a násobeńı

[x, y] + [u, v] = [x+ u, y + v]

[x, y] [u, v] = [xu− yv, xv + yu]

Rovnost dvou komplexńıch č́ısel definujeme jako rovnost dvou uspořádaných
dvojic

[x, y] = [u, v] ⇔ x = u a y = v.

Dvojici [0, 1] znač́ıme v matematice i (v elektrotechnice j, aby nedošlo k
záměně s elektrický proudem i) a nazýváme ji komplexńı jednotkou. Z definice
součinu uvedené výše plyne d̊uležitý vztah

i2 = [0, 1][0, 1] = [−1, 0] = −1,

kde jsme dvojici [−1, 0] ztotožnili s reálným č́ıslem−1. Obecně lze každou dvojici
[x, 0] ztotožnit s reálným č́ıslem x a dvojici [0, y] s ryze imaginárńım č́ıslem iy
(připomeňme, že y je č́ıslo reálné). Každé komplexńı č́ıslo [x, y] lze zapsat v tzv.
algebraickém tvaru

[x, y] = [x, 0] + [0, y] = x+ yi.

Reálnou část́ı č́ısla x+yi rozumı́me Re(x+yi) = x, imaginárńı část́ı Im(x+yi) =
y.

Č́ıslo z̄ = a+ bi = a − bi nazveme komplexně sdružené k č́ıslu z = a + bi
a absolutńı hodnotou č́ısla z budeme rozumět nezáporné č́ıslo |z| =

√
a2 + b2.

Ihned vid́ıme, že

zz̄ = (a+ bi)(a− bi) = a2 − i2b2 = a2 + b2 = |z|2 ≥ 0,

tj. |z| =
√
zz̄. Pro absolutńı hodnotu plat́ı (z, z1, z2 ∈ C)

|z| ≥ 0,

|z| = 0 ⇔ z = 0,

| − z| = |z̄| = |z|,
|z1z2| = |z1||z2|,

|z1|+ |z2| ≥ |z1 + z2|.

Posledńı nerovnost je tzv. trojúhelńıková nerovnost, dokážeme ji později.
Snadno se ověř́ı také následuj́ıćı tvrzeńı (z, z1, z2 ∈ C):

¯̄z = z,

z = z̄ ⇔ z ∈ R,
z1 + z2 = z1 + z2,

z1z2 = z1 z2.

Matematickou indukćı se dá ukázat, že předchoźı vztahy plat́ı pro libovolný
počet komplexńıch č́ısel.
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Re

Im

α

−α

r = |z|
z = x + yi

z̄ = x− yi

O = 0 + 0i

Obrázek 1:

2.1 Zobrazeńı komplexńıho č́ısla v Gaussově rovině

Gaussova je rovina s pravoúhlým souřadnicovým systémem, kde každému bodu
[x, y] této roviny přǐrad́ıme jednoznačně komplexńı č́ıslo z = x + yi a naopak
každému komplexńımu č́ıslu z = x+ yi přǐrad́ıme bod [x, y] v rovině, tj. body v
Gaussově rovině ztotožńıme s komplexńımi č́ısly.

Na obrázku 1 je zobrazena soustava souřadná s počátkem O = 0 + 0i, kde
jsme vyznačili kompl. č́ıslo z = x+ yi a jemu kompl. sdružené č́ıslo z̄ = x− yi.
Obrazy těchto kompl. č́ısel jsou osově souměrné podle souřadné osy Re reprezen-
tuj́ıćı reálnou osu.

Hodnotou argumentu kompl. č́ısla rozumı́me kladně orientovaný úhel, u nás
α, který sv́ırá pr̊uvodič kompl. č́ısla a kladná poloosa Re. Pro α ∈ (−π, π]
znač́ıme α = Argz, tzv. hlavńı hodnota argumentu, jinak jen α = arg z. Ve-
likost́ı (resp. modulem) r = |z| kompl. č́ısla z rozumı́me velikost pr̊uvodiče, viz
obrázek 1.

2.2 Tvary komplexńıch č́ısel

Jedńım z tvar̊u komplexńıho č́ısla je algebraický tvar

z = x+ yi.

Z obrázku 1 vid́ıme, že reálná č́ısla x a y lze vyjádřit jako (jde vlastně o
vyjádřeńı z v polárńıch souřadnićıch)

x = r cosα, y = r sinα, r = |z|.

Dosazeńım do algebraického tvaru dostaneme goniometrický tvar

z = r(cosα+ i sinα).

5



Naopak z goniometrického vztahu dostaneme snadno tvar algebraický.
Využijeme-li Euler̊uv vztah

eiα = cosα+ i sinα,

můžeme z vyjádřit v exponenciálńım tvaru

z = reiα.

Moivreova věta. Pro každé celé k ∈ Z a každé reálné α ∈ R plat́ı

(cosα+ i sinα)k = cos kα+ i sin kα.

Tuto větu si nyńı dokážeme např. matematickou indukćı. Pro k = 1 věta
triviálně plat́ı. Předpokládejme, že věta plat́ı pro k = n ≥ 1 a pokuśıme se ji
dokázat i pro k = n+ 1. Podle indukčńıho předpokladu plat́ı

(cosα+ i sinα)n+1 = (cosα+ i sinα)n(cosα+ i sinα)

= (cosnα+ i sinnα)(cosα+ i sinα)

= (cosnα cosα− sinnα sinα) + i(cosα sinnα+ sinα cosnα)

= cos(n+ 1)α+ i sin(n+ 1)α,

č́ımž je věta dokázána. Poznamenejme, že jsme využili postupně indukčńı předpoklad,
vlastnosti při roznásobováńı kompl. č́ısel a nakonec goniometrické součtové
vzorce.

3 Základńı geometrické vztahy

3.1 Metrické vlastnosti

Vzdálenost dvou komplexńıch č́ısel a = a1 + ia2 a b = b1 + bi2 spočteme podle
Pythagorovy věty, podobně jako vzdálenost dvou bod̊u v Euklidově rovině,

√
(a1 − b1)2 + (a2 − b2)2 = |(a1 − b1) + i(a2 − b2)| = |a− b|.

Pro tři komplexńı č́ısla a, b, c definujeme velikost orientovaného úhlu ∠cab

|∠cab| = arg(c− a)− arg(b− a) = arg

(
c− a

b− a

)
.

Poznamenejme, že v tomto př́ıpadě se dostaneme z bodu b do bodu c v kladném
směru při oběhu bodu a. Při výměně bod̊u b a c dostaneme přesně opačný
výsledek. Nav́ıc úhel je určen jednoznačně až na násobky 2π.

Trojúhelńıková nerovnost. Pro komplexńı č́ısla a, b plat́ı nerovnost

|a|+ |b| ≥ |a+ b|,
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rovnost nastává tehdy, když jedno z č́ısel je reálným násobkem druhého.

D̊ukaz. Při geometrickém pohledu na věc trojúhelńıková nerovnost tvrd́ı, že
součet dvou stran v trojúhelńıku je větš́ı než strana třet́ı. Rovnost nastává
tehdy, když je trojúhelńık degenerovaný v úsečku.

Věnujme se algebraickému d̊ukazu. Vı́me, že pro kompl. č́ıslo z je č́ıslo z+ z̄
reálné, přesněji z + z̄ = 2Re(z) a plat́ı Re(z) ≤ |z|. Uvažujme kompl. č́ıslo ab̄,

pak ab̄ = āb a plat́ı

ab̄+ ab̄

2
=

ab̄+ āb

2
= Re(ab̄) ≤ |ab̄| = |a||b̄| = |a||b|.

Pak

|a+ b|2 = (a+ b)(a+ b) = (a+ b)(ā+ b̄)

= aā+ ab̄+ b̄a+ b̄ā ≤ |a|2 + 2|a||b|+ |b|2
= (|a|+ |b|)2,

což jsem chtěli dokázat. Rovnost nastává jen tehdy, pokud je č́ıslo ab̄ = r reálné,
neboli a = qb, kde q = r/|b|2 ∈ R.

3.2 Geometrické transformace

V této sekci budeme zobrazeńım f rozumět zobrazeńı z C do C,

f : C → C : z 7→ w = f(z).

Pro pevné a ∈ C a libovolné z ∈ C uvažujme zobrazeńı definované

f(z) = z + a.

Představ́ıme-li si body a a z jako vektory, jde o posunut́ı bodu z o vektor a do
bodu z + a. Toto zobrazeńı tedy představuje translaci.

Daľśı d̊uležité zobrazeńı má také jednoduchý předpis. Pro reálné č́ıslo r
reprezentuje zobrazeńı

f(z) = rz

stejnolehlost se středem v počátku souřadnic. Bud’ z = |z|eiα. Potom obraz
w = f(z) = r|z|eiα neměńı argument, ale jen absolutńı hodnotu,

|w| = |r||z|.

Pro r > 0 jsou body z a w na jedné polopř́ımce a pro r < 0 na opačné vzhledem
ke středu stejnolehlosti.

Pro komplexńı č́ıslo a = reiα je zobrazeńı

f(z) = az
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spirálńı podobnost (se středem v počátku souřadnic), nebot’ kompl. č́ıslo w =
f(z) má oproti č́ıslu z změněn argument o hodnotu α. To lze nahlédnout z
násobeńı dvou kompl. č́ısel vyjádřených v exponenciálńım tvaru:

az = reiα|z|ei arg z = r|z|ei(α+arg z).

Spirálńı podobnost se středem v bodě c ∈ C a komplexńım koeficientem a má
předpis

f(z) = a(z − c) + c.

Napǐsme nyńı vztah vyjadřuj́ıćı osovou souměrnost vzhledem k př́ımce p s
rovnićı y = ax+b, kde a, b jsou reálná č́ısla. Vı́me, že osová souměrnost vzhledem
k reálné ose Gaussovy roviny má jednoduchý předpis, a to

f(z) = z̄.

Toto pozorováńı využijeme pro konstrukci požadovaného předpisu. Necht’ př́ımka
p sv́ırá s kladnou poloosou Re úhel α, tj. a lze psát jako

a = tanα.

Následuj́ıćı transformace jsou provedeny v takovém pořad́ı, abychom př́ımku
p transformovali na př́ımku shodnou s osou Re. Pro libovolné kompl. č́ıslo z
uvažujme postupně transformace, které dohromady popisuj́ı osovou souměrnost:

z − b,

(z − b)e−iα,

(z − b)e−iα = (z̄ − b)eiα,

(z̄ − b)eiαeiα = (z̄ − b)e2iα,

(z̄ − b)e2iα + b.

Výsledné zobrazeńı je tedy

f(z) = (z̄ − b)e2iα + b.

Jako cvičeńı popǐste, jaké vlastnosti má následuj́ıćıho zobrazeńı

f(z) =
1

z
.

3.3 Př́ımka a kruh

V analytické geometrii lze rovnici př́ımky vyjádřit v r̊uzných tvarech. Jedńım z
nich je vyjádřeńı př́ımky v tzv. vektorovém tvaru. Uvažujme rovinu v ńıž je dán
bod A a tzv. směrový vektor ~u. Každý bod př́ımky určené bodem A a vektorem
~u lze psát ve tvaru

X = A+ t~u,
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kde t ∈ R je reálný parametr (odtud název parametrický tvar). Je-li bod A
obrazem kompl. č́ısla a a ~u je rozd́ılem kompl. č́ısel b a a, tj b− a = ~u, pak lze
libovolné komplexńı č́ıslo z lež́ıćı na př́ımce určené kompl. č́ısly a, b vyjádřit

z = a+ t(b− a) = (1− t)a+ tb,

kde t ∈ R. Pokud bychom uvažovali o bodech na úsečce ab (včetně krajńıch
bod̊u), uvažujeme parametr t v intervalu [0, 1].

Uvažujme kompl. č́ısla a, b, c, d. Pak jsou př́ımky ab a cd rovnoběžné právě
tehdy, když

b− a

b̄− ā
=

d− c

d̄− c̄
. (1)

K d̊ukazu si stač́ı uvědomit, co znamená pro kompl. č́ıslo z pod́ıl z/z̄. Pǐsme z
v exponenciálńım tvaru z = reiα. Pak

z

z̄
=

reiα

re−iα
= e2iα

je komplexńı jednotka (tzn. kompl. č́ıslo na jednotkové kružnici se středem v
počátku souřadnic) s velikost́ı argumentu 2α.

Nyńı snadno zjist́ıme, kdy jsou tři kompl. č́ısla a, b, c kolineárńı: tehdy a jen
tehdy, když

a− b

ā− b̄
=

a− c

ā− c̄
.

Rovnost (1) lze přepsat i takto

b− a

d− c
=

b̄− ā

d̄− c̄
=

(
b− a

d− c

)
,

což znamená, že č́ıslo (b − a)/(d − c) je reálné. Jako cvičeńı si prozkoumejte
komplexńı č́ısla splňuj́ıćı

z = z̄, z = −z̄, z = −z

a podobně.
Rovnoběžnost dokážeme již identifikovat. S kolmost́ı př́ımek je to podobně

jednoduché. Př́ımky ab a cd jsou ortogonálńı právě tehdy, když

b− a

b̄− ā
= −d− c

d̄− c̄
.

Obrazy komplexńıch č́ısel a, b, c a d lež́ı na jedné kružnici právě tehdy, když

a− c

b− c
:
a− d

b− d
∈ R.
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3.4 Trojúhelńık

V této sekci uvedeme pouze tři základńı poučky, a to jak poznat podobnost
dvou trojúhelńık̊u nebo jak poznat rovnostranný trojúhelńık. Nakonec uvedeme
jednoduchý vzorec pro výpočet obsahu trojúhelńıku, který můžete použ́ıt pro
řešeńı domáćıho úkolu.

Uvažujme dva trojúhelńıky abc a pqr. Řekneme že tyto trojúhelńıky jsou
podobné a shodně orientované tehdy a jen tehdy, pokud

a− c

b− c
=

p− r

q − r
.

V této formulce je schována podobnost trojúhelńık̊u podle věty sus. Stač́ı si
jen uvědomit co vlastně znamená rovnost dvou komplexńıch č́ısel . Uvažujme o
rovnosti dvou kompl. č́ısel u a w z geometrického hlediska (argumenty bereme
modulo 2π):

u = v ⇔ |u| = |v| a arg u = arg v.

Následuj́ıćı podmı́nky nám dovoĺı identifikovat rovnostranný trojúhelńık.
Pro kladně orientovaný rovnostranný trojúhelńık jsou následuj́ıćı podmı́nky ek-
vivalentńı:

• |a− b| = |b− c| = |c− a|,

• a2 + b2 + c2 = ab+ bc+ ca,

• (b− a)/(c− b) = (c− a)/(a− b),

• (a+ eb+ e2c)(a+ ec+ e2b) = 0,

kde e = cos(2π/3) + i sin(2π/3).
Obsah P trojúhelńıku abc je nezáporné reálné č́ıslo (podobný vztah je znám

z analytické geometrie)

P =
1

4i
det




a ā 1
b b̄ 1
c c̄ 1


 =

1

4i
(ab̄+ bc̄+ cā− āb− b̄c− c̄a).

Druhá rovnost neńı nic jiného než výpočet determinantu 3×3 podle Cramerova
pravidla.

4 Řešené př́ıklady

Úloha 1. V rovině je dán ostroúhlý trojúhelńık ABC. Jeho výška procházej́ıćı
bodem B prot́ıná kružnici s pr̊uměrem AC v bodech P,Q a výška procházej́ıćı
bodem C prot́ıná kružnici s pr̊uměrem AB v bodech M,N . Dokažte, že body
P , Q, M a N lež́ı na jedné kružnici.
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Řešeńı. Pojd’me se pod́ıvat nejprve na jedno řešeńı, které nevyuž́ıvá vektorovou
algebru. Označme A′ patu kolmice z bodu A na stranu BC a V ortocentrum
trojúhelńıku ABC, viz obrázek (2).

Z mocnosti bodu ke kružnici nad pr̊uměrem AB plat́ı

|AV ||A′V | = |MV ||NV |.
Podobně z mocnosti bodu ke kružnici nad pr̊uměrem AC

|AV ||A′V | = |PV ||QV |.
Tyto dvě rovnosti dávaj́ı dohromady

|MV ||NV | = |PV ||QV |.
Bod Q odděluje body M,N a P,Q, které splňuj́ı vztah mocnosti, tj. lež́ı na
společné kružnici. T́ım je úloha vyřešena.

A B

C

P

Q

M

N

A′

V

Obrázek 2:

Při využit́ı vektorové algebry může být řešeńı deľśı a pracněǰśı, ale zato
mnohem poučněǰśı. Plat́ı |AQ| = |AP | a |AM | = |AN |, nebot’ P,Q a M,N lež́ı
na kružnićıch sestrojených nad pr̊uměry AC a AB. Př́ımky AC a AB, které
jsou zároveň osami tětiv PQ a MN , procházej́ı bodem A. To nám napov́ıdá, že
pokud body P,Q,M,N lež́ı na nějaké kružnici, jej́ı střed muśı být nutně v bodě
A.

Bod P lež́ı na výšce z bodu B a př́ımky PB a AC jsou kolmé, proto

~PB · ~AC = 0.
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V kružnici nad pr̊uměrem AC plyne z Thaletovy věty

|∠APC| = 90◦ ⇒ ~AP · ~PC = 0.

Potom plat́ı následuj́ıćı sled rovnost́ı

|PA|2 = ~AP · ~AP = ~AP · ~AP + ~AP · ~PC = ~AP · ( ~AP + ~PC) =

= ~AP · ~AC = ~AP · ~AC + ~PB · ~AC = ( ~AP + ~PB) · ~AC =

= ~AB · ~AC.

Podobně, ze symetrie zadáńı úlohy, dostaneme vztahy

~MC · ~AB = 0, ~AM · ~MB = 0.

Následuj́ıćı sekvence rovnost́ı je jejich d̊usledkem:

|AM |2 = ~AM · ~AM = ~AM · ~AM + ~AM · ~MB = ~AM · ~AB =

= ~AM · ~AB + ~MC · ~AB = ~AC · ~AB.

Celkem tedy máme
|AN | = |AM | = |AP | = |AQ|

a naše domněnka je tedy dokázána. Body P,Q,M,N lež́ı na jedné kružnici se
středem v bodě A.

Úloha 2. Necht’ M a N jsou postupně vnitřńı body stran AB a BC rovnos-
tranného trojúhelńıku ABC, pro které plat́ı |AM | : |MB| = |BN | : |NC| = 2 :
1. Označme P pr̊useč́ık př́ımek AN a CM . Dokažte, že př́ımky BP a AN jsou
navzájem kolmé.

A M B

N

C

Q

P

Obrázek 3:

Řešeńı. Bez újmy na obecnosti můžeme předpokládat |AB| = 1. Označme Q

pr̊useč́ık př́ımek BP a AC. Základńı myšlenka je ukázat kolmost vektor̊u ~AN a
~QB.
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Nejprve ale zjist́ıme v jakém poměru děĺı bod Q stranu CA trojúhelńıku
ABC. Protože |AM | = |BN | = 2

3 a |BM | = |CN | = 1
3 , je podle Cèvovy věty

1 =
|AM |
|BM |

|BN |
|CN |

|CQ|
|AQ| =⇒ |CQ|

|AQ| =
1

4
.

Proto |CQ| = 1
5 a |AQ| = 4

5 .

Nyńı můžeme vyjádřit vektory ~AN a ~QB např. pomoćı vektor̊u ~AC a ~AB.
V trojúhelńıku ABC plat́ı

~AB + ~BC = ~AC =⇒ ~BC = ~AC − ~AB. (2)

Z trojúhelńıku ANC vyjádř́ıme (s využit́ım rovnosti (2))

~AN = ~AC − ~NC = ~AC − 1

3
~BC =

2

3
~AC +

1

3
~AB. (3)

Z trojúhelńıku ABQ vyjádř́ıme

~QB = ~AB − 4

5
~AC. (4)

Dokážeme-li, že skalárńı součin ~AN · ~QB = 0, bude úloha vyřešena. Podle
(3) a (4) plat́ı

~AN · ~QB =

(
2

3
~AC +

1

3
~AB

)
·
(

~AB − 4

5
~AC

)
=

=
1

3
|AB|2 + 6

15
~AB · ~AC − 8

15
|AC|2 =

1

3
+

6

15

1

2
− 8

15
= 0,

kde jsme využili vztah̊u ~AB · ~AB = |AB|2 = 1, ~AC · ~AC = |AC|2 = 1, ~AB · ~AC =
|AB||AC| cos 60◦ = 1

2 .

Úloha 3. Uvnitř strany BC lichoběžńıku ABCD (s deľśı základnou AB) lež́ı
bod K. Z bod̊u C a B sestrojme rovnoběžky s př́ımkami KA a KD (v tomto
pořad́ı). Dokažte, že se tyto rovnoběžky prot́ınaj́ı na př́ımce AD.

Řešeńı. Protože |AB| > |CD|, existuje pr̊useč́ık př́ımek AD a BC. Označme ho
O a ztotožněme ho s počátkem Gaussovy roviny, O = 0 + 0i. Označme dále ϕ
kladně orientovaný úhel AOB.

Označme r př́ımku procházej́ıćı bodem C, která je rovnoběžná s př́ımkou
AK. Bud’ L pr̊useč́ık př́ımek r a AD. Uvažujme kompl. č́ıslo ω1 ∈ C, ω1 6= 0,
které reprezentuje spirálńı podobnost o úhel ϕ kolem bodu O, j́ıž přejde bod A
do bodu K,

K = ω1A.

Protože AK ‖ r, jsou trojúhelńıky AKO a LCO podobné. Bod L přejde proto
v zobrazeńı ω1 do bodu C,

C = ω1L. (5)
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A B

CD

K

O = 0 + 0i

L
r

ϕ

Obrázek 4:

Uvažujme spirálńı podobnost ω2 (0 6= ω2 ∈ C) o úhel −ϕ kolem bodu O, v
ńıž přejde bod K do bodu D,

D = ω2K.

S ohledem na vyjádřeńı K plat́ı

D = ω2K = ω2ω1A = ω1ω2A. (6)

V (6) převád́ı zobrazeńı ω1ω2 bod A do bodu D. Co je ω1ω2 za zobrazeńı? Jde
o složeńı dvou spirálńıch podobnost́ı s úhly ϕ a −ϕ. Zobrazeńı ω1ω2 je proto
stejnolehlost. Toto pozorováńı nav́ıc potvrzuje fakt, že body A a D lež́ı na jedné
polopř́ımce.

Body B a D lež́ı na jedné polopř́ımce a trojúhelńıky ABO a DCO jsou
podobné. Zobrazeńı ω1ω2 proto zobrazuje bod B do bodu C,

C = ω1ω2B. (7)

Chceme-li ukázat rovnoběžnost KD ‖ BL neboli podobnost trojúhelńık̊u
OKD a OBL, muśıme ukázat platnost vztahu L = ω2B. Připomeňme, že ω2 je
zobrazeńı, v němž přejde bod K do bodu D. Ze vztah̊u (5) a (7) obdrž́ıme

C = ω1L = ω1ω2B

a po vyděleńı nenulovým č́ıslem ω1 dostaneme požadovaný vztah L = ω2B. Ten
nám ř́ıká, že v zobrazeńı ω2 přejdou body B a L postupně v body L a D neboli
že př́ımky BL a KD jsou rovnoběžné. To jsme ale chtěli dokázat – bod L je
totiž pr̊useč́ık př́ımek BL a CL a zároveň lež́ı na úsečce AD.

Úloha 4. Uvnitř rovnostranného trojúhelńıku ABC najděte všechny body Q,
které splňuj́ı podmı́nku

|∠QAB|+ |∠QBC|+ |∠QCA| = π/2.
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Řešeńı. Umı́stěme trojúhelńık ABC do Gaussovy roviny tak, aby body A,B
a C splynuly postupně s obrazy komplexńıch č́ısel, jež jsou řešeńım rovnice
z3 − 1 = 0. Tj. jsou to postupně obrazy komplexńıch č́ısel 1, ω a ω2 = ω̄.

A = 1

B = ω

C = ω̄

Q = z

O

Im

Re
α

β

γ

Obrázek 5:

Uvažujme spirálńı podobnost se středem v bodě A, která převede bod B do
bodu Q. Takové zobrazeńı má předpis

(ω − 1)r1e
iα = z − 1 ⇒ eiα =

1

r1

z − 1

ω − 1
,

kde r1 je nějaké reálné č́ıslo. Podobně uvažujme spirálńı podobnosti, které
převád́ı bod C do bodu Q a bod A do bodu Q:

(ω̄ − ω)r2e
iβ = z − ω ⇒ eiβ =

1

r2

z − ω

ω̄ − ω
,

(1− ω̄)r3e
iγ = z − ω̄ ⇒ eiγ =

1

r3

z − ω̄

1− ω̄
.

Exponenciály jsme vyjádřili z d̊uvodu, abychom mohli využ́ıt podmı́nku α+
β + γ = π/2. Vynásobeńım exponenciál dostaneme

1

r1r2r3

(z − 1)(z − ω)(z − ω̄)

(ω − 1)(1− ω̄)(ω̄ − ω)
= ei(α+β+γ) = eiπ/2 = i.

Vid́ıme, že při splněńı předpokladu muśı být komplexńı č́ıslo ryze imaginárńı
(č́ıslo r1r2r3 je totiž reálné). Budeme nyńı upravovat č́ıslo

(z − 1)(z − ω)(z − ω̄)

(ω − 1)(1− ω̄)(ω̄ − ω)
.

Jmenovatel zlomku uprav́ıme takto

(ω − 1)(1− ω̄)(ω̄ − ω) = (ω − ω̄)(1− ω)(1− ω) = (ω − ω̄)|1− ω|2
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a čitatel takto

(z − 1)(z − ω)(z − ω̄) = (z − 1)(z2 − z(ω + ω̄) + ωω̄) =

= (z − 1)(z2 + z + 1) = z3 − 1,

kde jsme využili vztahy

ω + ω̄ + 1 = 0, ωω̄ = |ω|2 = 1. (8)

Prvńı rovnost v (8) vlastně ř́ıká, že vektorový součet vektor̊u ~OA = (1, 0),
~OB = (Reω, Imω) a ~OC = (Re ω̄, Im ω̄) je nula (vektorová samozřejmě), a
druhý, že absolutńı hodnota komplexńıho č́ısla ω je 1.

Celkem máme

(z − 1)(z − ω)(z − ω̄)

(ω − 1)(1− ω̄)(ω̄ − ω)
=

z3 − 1

(ω − ω̄)|1− ω|2 .

Toto č́ıslo muśı být, jak už v́ıme, ryze imaginárńı. Vzhledem k tomu, že č́ıslo
ω− ω̄ je ryze imaginárńı a č́ıslo |1−ω| je reálné, muśı být z3− 1 reálné, tj. č́ıslo
z3 muśı být reálné. Kdy to nastane?

Pǐsme z = |z|(cosϕ+ i sinϕ), pak z3 = |z|3(cos 3ϕ+ i sin 3ϕ) je reálné právě
tehdy, když sin 3ϕ = 0. Řešeńı této goniometrické rovnice v intervalu [0, 2π) je
ϕ = kπ/3 (k = 0, 1, 2).

Rovnosti výše ř́ıkaj́ı, že hledaná množina bod̊u je sjednoceńı výšek v trojúhelńıku
ABC. Jak jistě tuš́ıte, zat́ım jsme našli jen nutnou podmı́nku.

Nyńı muśıme ukázat ještě obrácenou implikaci: dokázat, že bod každé výšky
v trojúhelńıkuABC splňuje podmı́nku ze zadáńı. Tato část je ovšem jednoduchá.

Předpokládejme, že bod Q je např. na výšce procházej́ıćı bodem C. Pak
|∠QCA| = π/6. Dále |∠QAB| = |∠QBA| a |∠QBA|+ |∠QBC| = π/3, takže

|∠QAB|+ |∠QBC|+ |∠QCA| = π/2.

Závěr: hledanou množinou bod̊u je sjednoceńı výšek trojúhelńıku ABC.

Úloha 5. Pro pravidelný sedmiúhelńık A0A1 . . . A6 dokažte rovnost

1

|A0A1|
=

1

|A0A2|
+

1

|A0A3|
.

Řešeńı. Body Ak necht’ jsou obrazy kompl. č́ısel ak = εk pro k = 0, 1, . . . , 6, kde
ε = exp(i2π/7), viz obrázek 6.

Z vlastnost́ı obvodových a úsekových úhl̊u plynou rovnosti úhl̊u: |∠A3A0A2| =
|∠A3OA2|/2 = 2π/14 a |∠A3A0A1| = |∠A3OA1|/2 = 2π/7.

Uvažujme proto rotaci okolo bodu a0 o úhel ω = 2π/14 a o úhel ε = ω2 =
2π/7. V prvńı rotaci přejde bod a2 do bodu

a′2 = ω(a2 − a0) + a0 = ω(a2 − 1) + 1,
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A1

A2

A3

A4

A5

A6

Im

ReO

Obrázek 6:

v druhé rotaci přejde bod a1 do bodu

a′1 = ε(a1 − a0) + a0 = ε(a1 − 1) + 1.

Rotaci bod̊u a1 a a2 jsme provedli tak, aby body a3, a
′
2, a

′
1 byly kolineárńı.

Pro ověřeńı dokazované rovnosti proto stač́ı dokázat následuj́ıćı rovnost

1

a′1 − 1
=

1

a′2 − 1
+

1

a3 − 1
.

S ohledem na vyjádřeńı č́ısel a′1, a
′
2, a1, a2 a a3 stač́ı dokázat

1

ω2(ω2 − 1)
=

1

ω(ω4 − 1)
+

1

ω6 − 1
.

Po roznásobeńı a uspořádáńı dostaneme

ω6 + ω4 + ω2 + 1 = ω5 + ω3 + ω.

Jednoduchým trikem převedeme liché mocniny na sudé. Plat́ı totiž ω5 = −ω12,
ω3 = −ω10 a ω = −ω8. Tyto rovnosti se daj́ı snadno dokázat geometricky z
obrázku 6. Stač́ı si uvědomit, jaká je velikost úhlu ω a co znamená geometricky
mocnina komplexńıho č́ısla. Můžeme proto psát

0 = ω12 + ω10 + ω8 + ω6 + ω4 + ω2 + 1

= ε6 + ε5 + ε4 + ε3 + ε2 + ε1 + 1

=
ε7 − 1

ε− 1
.
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Nyńı se ptáme: plat́ı tato rovnost? Odpověd’ je ano, nebot’ ε je jeden z kořen̊u
binomické rovnice z7−1 = 0 (nav́ıc zřejmě ε 6= 1). Dospěli jsem k rovnosti 0 = 0
a požadovaná rovnost je dokázána.

Úloha 6. (Ptolemayova věta) Pro čtyři r̊uzné body A, B, C a D v rovině
plat́ı |AB||CD| + |AD||BC| ≥ |AC||BD|. Rovnost plat́ı právě tehdy, když A,
B, C, D jsou kolineárńı nebo koncyklické (kde A, C odděluj́ı B, D).

Řešeńı. Tuto úlohu lze elegantně řešit pomoćı komplexńıch č́ısel. Označme a, b,
c, d komplexńı č́ısla odpov́ıdaj́ıćı bod̊um A, B, C, D. Plat́ı

(b− a)(d− c) + (d− a)(c− b) = ab− ad+ dc− bc = (a− c)(b− d).

Uvažujme absolutńı hodnoty č́ısel, pak podle trojúhelńıkové nerovnosti plat́ı

|AB||CD|+ |AD||BC| = |(b− a)||(d− c)|+ |d− a||c− b| ≥
≥ |(b− a)(d− c) + (d− a)(c− b)| =
= |(a− c)(b− d)| = |AC||BD|.

Rovnost v (9) nastane, pokud

(b− a)(d− c) = t(d− a)(c− b)

pro nějaké t > 0. To znamená, že komplexńı č́ıslo (d − a)/(b − a) je kladný
násobek (d− c)/(c− b), proto

arg{(d− a)/(b− a)} = arg{(d− c)/(c− b)},

tj. |∠DAB| = 180◦ − |∠DCB|, což nastane tehdy, když A, B, C, D jsou ko-
lineárńı nebo koncyklické, kde A, C odděluj́ı B, D.

Úloha 7. Uvažujme zobrazeńı f(z) = Az + B s komplexńımi koeficienty A
a B. Vı́me, že maximálńı hodnota |f(z)| na segmentu {x ∈ [−1, 1], y = 0} v
komplexńı rovině (z = x+ yi) je M . Dokažte, že pro každé z plat́ı

|f(z)| ≤ M̺,

kde ̺ je součet vzdálenost́ı bodu z od bod̊u 1 a −1.

Řešeńı. Protože v zadáńı mluv́ıme o vzdálenosti bodu z od bodu 1, tj. |z − 1|,
a od bodu −1, tj. |z + 1|, upravme předpis zobrazeńı f(z):

f(z) = Az +B =
1

2
((z + 1)(A+B) + (z − 1)(A−B))

=
1

2
((z + 1)f(1) + (z − 1)f(−1)),

kde jsme označili f(1) = A+B a f(−1) = A−B.
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Vezmeme-li v úvahu předpoklad ze zadáńı, tj. že plat́ı

|f(−1)| ≤ M |f(−1)| ≤ M,

a definici ̺, tj.
̺ = |(z + 1)|+ |(z − 1)|,

můžeme odhadnout absolutńı hodnotu f(z)

|f(z)| =
1

2
|((z + 1)f(1) + (z − 1)f(−1))|

≤ 1

2
(|(z + 1)|+ |(z − 1)|)M =

1

2
̺M,

kde jsme využili trojúhelńıkovou nerovnost. Dokázali jsme dokonce silněǰśı tvrzeńı.
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Úloha 1. Uvažujme komplexńı č́ısla a = 1+ i, b = 3+ 2i a c = 4− 3i. Zjistěte,
zda lež́ı v jedné př́ımce a pokud ne, spočtěte obsah trojúhelńıku abc. Výsledek
ověřte pomoćı vektorové součinu.

1



Úloha 2. Popǐste množinu všech komplexńıch č́ısel splňuj́ıćı současně následuj́ıćı
podmı́nky:

|z − 1| ≥ |z − (−2i)|, |z − 2| < 4.

1



Úloha 3. Odvod’te vzorce pro cos 3x a sin 3x využ́ıvaj́ıćı pouze mocnin cosx a
sinx. Při odvozeńı použijte Moivrovu větu.

1



Úloha 4. Rozeberte podrobně zobrazeńı f : C → C, kde

f(z) =
r2

z̄
,

kde r je reálné č́ıslo. Jak se toto zobrazeńı nazývá?

1



Úloha 5. Ke každé straně libovolného n-úhelńıka (n ≥ 3) sestroj́ıme vektor,
který je na tuto stranu kolmý, směřuje ven z tohoto n-úhelńıka a má délku
shodnou s délkou strany. Dokažte, že součet těchto vektor̊u je nulový vektor.

1


