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Tento text vznikl jako doplnék k prednédsce Vyuziti vektoru a komplexnich
¢isel v geometrii. Nejprve probereme zdkladni vlastnosti vektortu a komplexnich
Cisel, pomoci nichz by mél byt ¢tenar schopen vytesit pétici zadanych domacich
tloh.

Je probrano také mmnozstvi tiloh, na kterych probiranou latku demonstru-
jeme.

1 Vektory

V prvni ¢asti fekneme, co si pfedstavit pod pojmem vektor, a zaméiime se jejich
zakladni vlastnosti.

1.1 Aritmeticky vektorovy prostor

Definujme mnozinu V usporddanych dvojic redlnych ¢isel (a,b), kde definujeme
soucet dvou usporddanych dvojic (aq,b1) a (ag, by)

(a1,b1) + (az,b2) = (a1 + az, b1 + b2)
a nasobeni redlnym cislem k
k(a,b) = (ka, kb).

Dvojici z mnoziny V budeme oznacovat ¢ = (a,b) a nazyvat ji vektorem.
Mnozina V' spliuje podminky vektorového prostoru. Nejde o nic jiného nez
o ovéreni, ze existuje nulovy a opac¢ny prvek a o ovéreni podminek komutativity
a asociativity vzhledem k ndsobeni a souctu definovanych vyse. Tyto podminky
zde nebudeme ovéfovat.

Mnozinu V' lze obecné definovat nad usporddanymi n-ticemi — vektor bude
mit v tomto piipadé n realnych slozek. Soucet dvou prvku z V' definujeme opét
po slozkach, podobné jako nasobeni redlnym ¢islem.

1.2 Geometricky vektorovy prostor

Uvedeme si dva geometrické modely — model vdzanych vektortu a model volnych
vektoru.

Model vazanych vektoru

Zacéneme umluvou: uvazujme bod P, ktery budeme chapat jako pocateéni bod
libovolné orientované tsecky, jejiz koncovy bod bude libovolny jiny bod, napft.
A.

Definice. Libovolnym vektorem rozumime kaZdou orientovanou useckou zave-
denou v predchozi umluve. Vektor budeme znacit v = PA a nulovy vektor jako
0 (v pripade, kdy bod A splyne s bodem P).



V tomto prostoru definujeme s¢itani dvou vektoru podle rovnobéznikového
pravidla. S¢itani splnuje komutativnost a asociativnost

i+ T=0+1d, i+ (0+d) = (i+ )+,

existuje nulovy vektor 0 a opaény vektor vzhledem k vektoru @. Ten znacéime
—i a plati pro néj @ + (—) = 0 a |@] = | — @|. Symbolem | - | pak oznacujeme
velikost vektoru.

Definujeme také nésobeni redlnym ¢islem, které spliiuje

i = 4, a-(b-u) = (ab) -,

1.
a-(W+7) = a-td+a-7, (a+b)-d=a-Uu+b-u

pro libovolnd realné ¢éisla a, b a libovolné vektory u, v. Zde jsme nézorné rozlisili
teckou ”-” nasobeni mezi redlnym ¢islem a vektorem.
Tento model ma vyuziti napt. ve fyzice.

Model volnych vektora

Volnym vektorem rozumime mnozinu vSech navzajem rovnobéznych, souhlasné
orientovanych tusecek o stejnych velikostech. Kazdou takovou tsecku nazyvame
umisténim vektoru.

Soucet dvou takovych vektoru provedeme tak, Ze zvolime bod, ktery bude
pocdteénim bodem umisténi vektoru a samotnou operaci sou¢tu provedeme jako
u modelu vézanych vektoru. Z duvodu pouzité translace vektoru do spoleéného
pocatku nezavisi operace s¢itdni na volbé reprezentantu.

Operaci nasobeni redlnym ¢islem definujeme stejné jako scitani, tj. zvolime
pocatek a provedeme operaci. Vysledek opét nezavisi na volbé reprezentanta
nebo volbé pocatku.

Geometricky model volnych vektoru se vyuzivd napt. v analytické geometrii.

1.3 Operace s vektory

Vektory maji mnoho zajimavych vlastnosti. Uvedeme pouze nékolik zakladnich
pravidel.

Vektor (a,b) si muzeme v kartézské soustavé souradné predstavit jako ori-
entovanou tusecku s poc¢atecnim bodem v poc¢atku a koncovym bodem v bodé
o soufadnicich [a,b]. Pii takové predstavé lze ztotoznit vektor (a,b) s bodem
[a, b].

Velikost{ vektoru @ = (uq, ua, . .., up) rozumime

il = Ju? g+l

Pro dva vektory @ = (u1,us,...,uy), U = (v1,02,...,0,), které sviraji tihel o
velikosti ¢, definujeme skaldrni sou¢in (oznacovany ”-”)

<y

U-U=10-U=uvs + ugva + ...+ u,v, = |U||0] cos p.



Uhel ¢ uvazujeme vizdy v intervalu [0, 7], resp. [0,180°]. Z dvojiho vyjddieni
skalarniho sou¢inu muzeme ze znalosti slozek vektoru vypocitat velikost thlu,
ktery sviraji. Z definice také plyne, ze dva nenulové vektory jsou kolmé prave
tehdy, pokud je jejich skalarni soucin nulovy

Vi, 0#£0: 417 < @-7=0.

Pro dva vektory @ = (uq,us,us3) a v = (v1, v, v3) v trojrozmérném prostoru
) b b b )
které sviraji thel ¢, definujeme vektorovy soucin (oznacovany ”x”)

W=UXU= (UQ’Ug — U3V2,U3V1 — ULV3, U1V — ugvl).

Tj. vysledkem je vektor. Predchozi vztah lze urcit také z rozvoje determinantu

i ik
w=uxv = det| uy us us
U1 V2 U3

-

= i(ugvs — ugve) + j’(uwl — uyv3) + E(ulvg — ugUy),

kde 7, j a k jsou jednotkové vektory, |i| = |j] = |k| = 1. Zakladn{ vlastnosti
vektorového soucinu jsou

UXVU = —UX1,
(ki)) x U = k(u x ),
(U4 V)x W = UXT+UTXT

Velikost vektoru @ lze mimo jiné urcit i ze vztahu
|| = |a]|7] sin .

Z geometrického hlediska predstavuje velikost |@| obsah rovnobézniku, jehoz
strany jsou tvoreny pravé vektory u a v.

Chceme-li napf. vypocitat obsah rovnobézniku, jehoz strany jsou tvoreny
vektory ve dvojrozmérném prostoru, muzeme k vektorum pfidat tfeti slozku
(stejnou pro oba vektory). Potom spocitdme vektor o, jenz vznikne jako vek-
bude mit vektor @ nenulovou pouze tteti slozku, ktera bude urcéovat hledany
obsah.

Bohuzel v tomto textu, ktery je doplnék pro prednasku, neni pro podrobné;jsi
informace prostor. Doporucujeme proto Ctenéri precist si o dalsich zajimavych
vlastnostech skalarniho nebo vektorového soucinu v nékteré ze stredoskolskych
ucebnic.

2  Uvod do komplexnich cisel

Definice. Mnozina komplexnich cisel, kterou budeme znacit C, je mnoZina
usporddanych dvojic redlnych cisel [x,y] . Mezi dvéma komplexnimi cisly [x,y]



a [u,v] definujeme operace scitini a ndsobeni

[z, 9]+ [w,v] = [z+uy+]
[,y] [u,v] = [zu—yv,2v+ yul

Rovnost dvou komplexnich ¢isel definujeme jako rovnost dvou usporadanych
dvojic
[,y =[u,v] & z=u a y=o.
Dvojici [0, 1] znacime v matematice ¢ (v elektrotechnice j, aby nedoslo k
zdmeéne s elektricky proudem i) a nazyvame ji komplexni jednotkou. Z definice
souc¢inu uvedené vyse plyne dulezity vztah

i2 =1[0,1][0,1] = [~1,0] = —1

kde jsme dvojici [—1, 0] ztotoznili s redlnym ¢islem —1. Obecné lze kazdou dvojici
[x,0] ztotoznit s redlnym cislem a a dvojici [0,y] s ryze imagindrnim ¢islem iy
(pfipomenime, Ze y je ¢islo redlné). Kazdé komplexni ¢éislo [z, y] lze zapsat v tzv.
algebraickém tvaru

[z,y] = [2,0] + [0, y] = = + yi.

Redlnou ¢asti ¢isla x+yi rozumime Re(x+yi) = z, imagindrn{ ¢asti Im(z+yi) =
y.

Cislo z = a + bi = a — bi nazveme komplexné sdruzené k ¢islu z = a + bi
a absolutni hodnotou ¢isla z budeme rozumét nezaporné ¢islo |z| = va? + b2
Thned vidime, ze

2z = (a+bi)(a — bi) = a® —i*b* = a®> + b* = |2|> > 0,

tj. |z] = V/zz. Pro absolutni hodnotu plati (z, z1, 22 € C)

|z| > 0,

2] = 0 & 2z=0,
| =z = |z =],
|z122] = |21]22],

|21 + 22| > |21 + 22

Posledni nerovnost je tzv. trojihelnikova nerovnost, dokazeme ji pozdéji.
Snadno se ovéif také nasledujici tvrzeni (z, z1, 22 € C):

z = =z
z = zZ & zeR,
Zl+22 = Z"'E?
Z1Z2 = Z17%2.

Matematickou indukei se dé ukézat, ze predchozi vztahy plati pro libovolny
pocet komplexnich ¢isel.



Im a

z=x+ Yt
r=|z|
Q
O=0+0i >~ —«a Re
Z=x =1y
Obrazek 1:

2.1 Zobrazeni komplexniho ¢isla v Gaussové roviné

Gaussova je rovina s pravouhlym souradnicovym systémem, kde kazdému bodu
[, y] této roviny piitadime jednoznacéné komplexni ¢islo z = x + yi a naopak
kazdému komplexnimu ¢islu z = x 4 yi prifadime bod [z, y] v roving, tj. body v
Gaussové roviné ztotoznime s komplexnimi ¢isly.

Na obrézku 1 je zobrazena soustava souradnd s poc¢atkem O = 0 + 0i, kde
jsme vyznacili kompl. ¢islo z = z + yi a jemu kompl. sdruzené ¢islo z = = — yi.
Obrazy téchto kompl. ¢isel jsou osové soumeérné podle souradné osy Re reprezen-
tujici redlnou osu.

Hodnotou argumentu kompl. ¢isla rozumime kladné orientovany tihel, u néas
a, ktery svird pruvodi¢ kompl. ¢&isla a kladnd poloosa Re. Pro o € (—m, 7]
znatime a = Argz, tzv. hlavni hodnota argumentu, jinak jen o = argz. Ve-
likost{ (resp. modulem) r = |z| kompl. ¢isla z rozumime velikost pruvodice, viz
obrazek 1.

2.2 Tvary komplexnich ¢éisel

Jednim z tvaru komplexniho ¢isla je algebraicky tvar
z =+ yi.

Z obrézku 1 vidime, ze redlna ¢isla z a y lze vyjadiit jako (jde vlastné o
vyjadieni z v poldrnich souradnicich)

T =TCosq, y =rsina, r=|z|.
Dosazenim do algebraického tvaru dostaneme goniometricky tvar

z =r(cosa+isina).



Naopak z goniometrického vztahu dostaneme snadno tvar algebraicky.
Vyuzijeme-li Euleruv vztah

e’ = cosa +isin q,
muzeme z vyjadiit v exponencidlnim tvaru

Z=Te

Moivreova véta. Pro kaZdé celé k € Z a kazZdé redlné o € R plati

(cos a + isina)® = cos ka + isin ka.

Tuto vétu si nyni dokdazeme napi. matematickou indukci. Pro k& = 1 véta
trivialné plati. Predpokladejme, ze véta plati pro k = n > 1 a pokusime se ji
dokazat i pro k = n + 1. Podle indukéniho predpokladu plati

)"t = (cosa +isina)™(cosa + isina)

(cosa+isina
= (cosna + isinna)(cos a + isin a)
= (cosnacosa — sinnasin «) 4 i(cos o sin na + sin v cos na)
= cos(n+ 1)a+isin(n+ 1)a,
¢imz je véta dokazana. Poznamenejme, ze jsme vyuzili postupné indukéni predpoklad,
vlastnosti pfi rozndsobovani kompl. ¢isel a nakonec goniometrické souctové
vzorce.

3 Zakladni geometrické vztahy

3.1 Metrické vlastnosti

Vzdalenost dvou komplexnich ¢isel a = a1 + ias a b = by + bis spocteme podle
Pythagorovy véty, podobné jako vzdalenost dvou bodu v Euklidové roving,

Vi(ar =b1)? + (a2 — b2)? = [(a1 — b1) + i(az — ba)| = |a — b].

Pro tii komplexni ¢isla a, b, ¢ definujeme velikost orientovaného uhlu Zcab

|Zcab|] = arg(c — a) — arg(b — a) = arg (g : Z) .

Poznamenejme, ze v tomto pripadé se dostaneme z bodu b do bodu ¢ v kladném
sméru pii obéhu bodu a. Pfi vyméné bodu b a ¢ dostaneme presné opacny
vysledek. Navic thel je urc¢en jednoznaéné az na nasobky 2.

Trojtuhelnikova nerovnost. Pro komplexni ¢isla a,b plati nerovnost

la| + [b| > |a + 0],



rovnost nastavd tehdy, kdyz jedno z cisel je redlngm ndsobkem druhého.

Dukaz. Pii geometrickém pohledu na véc trojuhelnikova nerovnost tvrdi, Ze
soucet dvou stran v trojuhelniku je vétsi nez strana tfeti. Rovnost nastédva
tehdy, kdyz je trojihelnik degenerovany v usecku.

Vénujme se algebraickému dukazu. Vime, Ze pro kompl. ¢islo z je ¢islo z 4+ 2
redlné, piesnéji z + z = 2Re(z) a plati Re(z) < |z|. Uvazujme kompl. ¢islo ab,
pak ab = ab a plati

abtab _ a8 _ peotab) < [ab| = |allBl = [allb].

5 <
Pak
la+b? = (a+b)(a+tb)=(a+b)(a+b)
= aa+ab+ba+ba < |a + 2|alb| + |b[?
= (la| + [b])?,

coz jsem chtéli dokézat. Rovnost nastéava jen tehdy, pokud je éfslo ab = r redlné,
neboli a = ¢b, kde ¢ = r/|b|* € R.
3.2 Geometrické transformace

V této sekci budeme zobrazenim f rozumeét zobrazeni z C do C,
f:C=>C: z—=w=f(2).
Pro pevné a € C a libovolné z € C uvazujme zobrazeni definované
f(z)=z+a.

Predstavime-li si body a a z jako vektory, jde o posunuti bodu z o vektor a do
bodu z + a. Toto zobrazeni tedy predstavuje translaci.

Dalsi dulezité zobrazeni ma také jednoduchy predpis. Pro redlné cislo r
reprezentuje zobrazeni

f(z) =1z
stejnolehlost se stfedem v po¢étku souradnic. Bud z = |z|e'*. Potom obraz
w = f(z) = r|z|e’® neméni argument, ale jen absolutni hodnotu,

|w] = |r||z].

Pro r > 0 jsou body z a w na jedné polopiimce a pro r < 0 na opa¢né vzhledem
ke stfedu stejnolehlosti.
Pro komplexni &islo a = rei® je zobrazeni

f(z) =az



spirdlni podobnost (se stiedem v po¢dtku souradnic), nebot kompl. &fslo w =
f(2) mé oproti ¢islu z zménén argument o hodnotu «. To lze nahlédnout z
nasobeni dvou kompl. ¢isel vyjadienych v exponencidlnim tvaru:

iarg z i(atarg z)

az = re'®|zle =r|z|e
Spiralni podobnost se stfedem v bodé ¢ € C a komplexnim koeficientem a mé
predpis
f(z)=a(z—c)+ec
Napisme nyni vztah vyjadiujici osovou soumérnost vzhledem k piimce p s
rovnici y = ax+b, kde a, b jsou redlna ¢isla. Vime, ze osova soumeérnost vzhledem
k redlné ose Gaussovy roviny mé jednoduchy predpis, a to

flz)=2z

Toto pozorovani vyuzijeme pro konstrukei pozadovaného piedpisu. Necht pifmka
p svira s kladnou poloosou Re thel a, tj. a lze psat jako

a = tan a.

Nésledujici transformace jsou provedeny v takovém potadi, abychom piimku
p transformovali na primku shodnou s osou Re. Pro libovolné kompl. ¢islo z
uvazujme postupneé transformace, které dohromady popisuji osovou soumeérnost:

z—b,

(z=b)e™",

(z = b)e~io = (Z = b)e',
(Z — b)e™e™ = (2 — b)e,
(Z — b)e*™™ 4.

3.3 Primka a kruh

V analytické geometrii lze rovnici piimky vyjadfit v riznych tvarech. Jednim z
nich je vyjadieni primky v tzv. vektorovém tvaru. Uvazujme rovinu v niz je dan
bod A a tzv. smérovy vektor 4. Kazdy bod pifimky uréené bodem A a vektorem
U lze psat ve tvaru

X =A+tu,



kde t € R je redlny parametr (odtud nézev parametricky tvar). Je-li bod A
obrazem kompl. ¢isla a a u je rozdilem kompl. ¢isel b a a, tj b — a = u, pak lze
libovolné komplexni ¢islo z lezici na primce uréené kompl. ¢isly a, b vyjadrit

z=a+tb—a)=(1-1t)a+1td,

kde ¢t € R. Pokud bychom uvazovali o bodech na useéce ab (véetné krajnich
bodu), uvazujeme parametr ¢ v intervalu [0, 1].
Uvazujme kompl. ¢isla a, b, ¢, d. Pak jsou piimky ab a cd rovnobézné prave
tehdy, kdyz
b—a d-c
— = . (1)
b—a d-c
K dukazu si sta¢i uvédomit, co znamend pro kompl. éislo z podil z/z. Pisme z
v exponencidlnim tvaru z = re’®. Pak

reie

2t

z
z  re-ie
je komplexni jednotka (tzn. kompl. ¢islo na jednotkové kruznici se stiedem v
pocatku souradnic) s velikost{ argumentu 2.
Nyni snadno zjistime, kdy jsou tii kompl. ¢isla a, b, ¢ kolinearni: tehdy a jen
tehdy, kdyz
a—b a-c

a—b a—c¢

Rovnost (1) lze prepsat i takto

b—a b—a _(b—a

d—c d—¢ \d—c)’
coz znamend, ze ¢islo (b — a)/(d — ¢) je redlné. Jako cviceni si prozkoumejte
komplexni ¢isla splnujici

z =2z, z2=—2Z, Z=—z
a podobné.
Rovnobéznost dokazeme jiz identifikovat. S kolmosti primek je to podobné
jednoduché. Piimky ab a cd jsou ortogonélni pravé tehdy, kdyz
b—a d—c

b—a d—¢
Obrazy komplexnich ¢isel a, b, ¢ a d lezi na jedné kruznici pravé tehdy, kdyz

a—c a—d

: R.
b—c b_d -




3.4 Trojihelnik

V této sekci uvedeme pouze tii zakladni poucky, a to jak poznat podobnost
dvou trojuhelnikt nebo jak poznat rovnostranny trojihelnik. Nakonec uvedeme
jednoduchy vzorec pro vypocet obsahu trojuihelniku, ktery muzete pouzit pro
reseni domaciho ukolu.
Uvazujme dva trojihelniky abe a pgr. Rekneme Ze tyto trojihelniky jsou
podobné a shodné orientované tehdy a jen tehdy, pokud
a—c p-—r

b—c q-—r
V této formulce je schovana podobnost trojihelniki podle véty sus. Staci si
jen uvédomit co vlastné znamend rovnost dvou komplexnich ¢isel . Uvazujme o
rovnosti dvou kompl. ¢isel u a w z geometrického hlediska (argumenty bereme
modulo 27):
u=v < |u|=|v|a argu=argwv.

Nasledujici podminky ndm dovoli identifikovat rovnostranny trojuhelnik.
Pro kladné orientovany rovnostranny trojuhelnik jsou néasledujici podminky ek-
vivalentni:

o la—bl=1b—c|=]|c—d,

o a®+b%+c? =ab+ be+ ca,

e (b—a)/(c=b)=(c—a)/(a—Db),
o (a+eb+e%c)(a+ec+eb) =0,

kde e = cos(27/3) + isin(27/3).
Obsah P trojuhelniku abe je nezéporné realné ¢islo (podobny vztah je zndm
7z analytické geometrie)

1

1 - _
1 | = —(ab+bc+ ca—ab— bc— ca).
1 47

1 a
P=—

42_det b

c

o UKl

Druhd rovnost neni nic jiného nez vypocet determinantu 3 x 3 podle Cramerova
pravidla.

4 Resené piiklady

Uloha 1. V roviné je dan ostrothly trojuhelnik ABC. Jeho vyska prochazejici
bodem B protind kruznici s prumérem AC' v bodech P, (@ a vyska prochézejici
bodem C' proting kruznici s pramérem AB v bodech M, N. Dokazte, ze body
P, Q, M a N lezi na jedné kruznici.

10



Resend. Pojd'me se podivat nejprve na jedno feseni, které nevyuzivé vektorovou
algebru. Ozna¢me A’ patu kolmice z bodu A na stranu BC' a V' ortocentrum
trojuhelniku ABC, viz obrazek (2).

7 mocnosti bodu ke kruznici nad prumérem AB plati

[AV||A'V] = |[MV||NV].
Podobné z mocnosti bodu ke kruznici nad prumérem AC
[AV||AV] = [PV[|QV].
Tyto dveé rovnosti davaji dohromady
IMVI|[NV| = [PVI]|QV].

Bod @ oddéluje body M, N a P,Q, které spliuji vztah mocnosti, tj. lezi na
spole¢né kruznici. Tim je tloha vyfeSena.

Q

A/

Obrazek 2:

Pii vyuziti vektorové algebry muze byt feSeni delsi a pracnéjsi, ale zato
mnohem pouénéjsi. Plati |[AQ| = |AP| a |[AM| = |AN|, nebot P,Q a M, N lez
na kruznicich sestrojenych nad pruméry AC a AB. Piimky AC a AB, které
jsou zaroven osami tétiv PQ a M N, prochazeji bodem A. To nam napovida, ze
pokud body P, @Q, M, N lezi na néjaké kruznici, jeji stted musi byt nutné v bodé
A.

Bod P lezi na vysce z bodu B a piimky PB a AC jsou kolmé, proto

PB-AC = 0.
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V kruznici nad prumérem AC' plyne z Thaletovy véty
|ZAPC|=90° = AP-PC =0.

Potom plati nésledujici sled rovnosti

|PA? = AP-AP=AP-AP+ AP-PC = AP . (AP + PC) =
— AP.-AC = AP.AC+ PB-AC = (AP + PB)- AC =
= AB-AC.

Podobné, ze symetrie zadani 1lohy, dostaneme vztahy
MC-AB=0, AM-MB=0.
Nésledujici sekvence rovnosti je jejich dusledkem:
|AM> = AM-AM = AM - AM + AM - MB = AM - AB =
= AM-AB+ MC - AB = AC - AB.
Celkem tedy méme
[AN| = |[AM]| = |AP| = |AQ|

a naSe domnénka je tedy dokazana. Body P,Q, M, N lezi na jedné kruznici se
stiedem v bodée A.

Uloha 2. Nechf M a N jsou postupné vnitini body stran AB a BC' rovnos-
tranného trojuhelniku ABC, pro které plati |[AM|: |MB| = |BN|: |[NC|=2:
1. Ozna¢me P prusecik piimek AN a C'M. Dokazte, ze piimky BP a AN jsou
navzajem kolmé.

C
Q
N
A M B
Obréazek 3:
Resend. Bez tijmy na obecnosti miizeme piedpokladat |AB| = 1. Oznacme Q

prusecik pifmek BP a AC. Zékladni myslenka je ukdzat kolmost vektoru AN a
QB.
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Nejprve ale zjistime v jakém poméru déli bod @ stranu C'A trojuhelniku
ABC. Protoze |AM| = |BN| = % a |BM| =|CN| = 1, je podle Cevovy véty

| _1AM|BN|[CQ __ 10Q _1
|[BM| |CN|[AQ| AQ[ 4
Proto |[CQ| = 1 a |AQ| = 2. B B B B
Nyni muzeme vyjadiit vektory AN a QB napf. pomoci vektoru AC' a AB.
V trojihelniku ABC plati

AB+4+ BC =AC = BC=AC- AB. (2)
Z trojuhelniku ANC' vyjadifme (s vyuzitim rovnosti (2))
AN = AC — NC = AC — %B* . %A@ + %AB )
Z trojihelniku ABQ vyjadiime
@:@_?a (@)

Dokéazeme-li, ze skalarni soucin AN - Q_B = 0, bude tloha vyfesena. Podle
(3) a (4) platf

AN - QB

2 . 1 - L4
ZAC+=AB) - (AB - —AC) =
(340+348) - (4 - 40)

1 6 - - 8 1 61 8
ZIAB)P? + —AB - AC — —|AC|? =
3| |+15 ¢ 15| ¢l

37152 15

kde jsme vyuzili vatahtt AB-AB = |AB|? = 1, AC-AC = |AC|> = 1, AB-AC =

|AB||AC| cos 60° = 1.

Uloha 3. Uvnitf strany BC lichobézniku ABCD (s delsi zakladnou AB) lez
bod K. Z bodu C a B sestrojme rovnobézky s piimkami KA a KD (v tomto
poradi). Dokazte, ze se tyto rovnobézky protinaji na piimce AD.

Reseni. Protoze |AB| > |C'D|, existuje prisecik pifmek AD a BC. Oznaéme ho
O a ztotoznéme ho s pocatkem Gaussovy roviny, O = 0 + 0i. Ozna¢me dale ¢
kladné orientovany thel AOB.

Oznacme r piimku prochazejici bodem C, ktera je rovnobézna s primkou
AK. Bud L priseéik pifmek r a AD. Uvazujme kompl. &slo wy € C, wy # 0,
které reprezentuje spirdlni podobnost o 1ihel ¢ kolem bodu O, jiz prejde bod A
do bodu K,

K= wlA.

Protoze AK || r, jsou trojihelniky AKO a LCO podobné. Bod L piejde proto
v zobrazeni wy; do bodu C,
C = wlL. (5)

13



O=0+0¢

Obrazek 4:

Uvazujme spirdlni podobnost wy (0 # we € C) o tthel —¢ kolem bodu O, v
niz prejde bod K do bodu D,
D = WQK.

S ohledem na vyjadieni K plati
D = (,L)QK = WleA = wlng. (6)

V (6) prevadi zobrazeni wiws bod A do bodu D. Co je wiws za zobrazeni? Jde
o slozeni dvou spiralnich podobnosti s thly ¢ a —p. Zobrazeni wyws je proto
stejnolehlost. Toto pozorovani navic potvrzuje fakt, ze body A a D lezi na jedné
polopiimece.

Body B a D lezi na jedné polopfimce a trojuhelniky ABO a DCO jsou
podobné. Zobrazeni wjws proto zobrazuje bod B do bodu C,

C = w1(.AJQB. (7)

Chceme-li ukdzat rovnobéznost KD || BL neboli podobnost trojihelniki
OKD a OBL, musime ukéazat platnost vztahu L = wsB. Pfipomenime, Ze ws je
zobrazeni, v némz prejde bod K do bodu D. Ze vztahu (5) a (7) obdrzime

C =w L =wwyB

a po vydéleni nenulovym ¢islem w; dostaneme pozadovany vztah L = wsB. Ten
nam tika, ze v zobrazeni wy ptejdou body B a L postupné v body L a D neboli
ze piimky BL a KD jsou rovnobézné. To jsme ale chtéli dokazat — bod L je
totiz prusecik piimek BL a C'L a zaroven lezi na tsecce AD.

Uloha 4. Uvnitf rovnostranného trojuhelniku ABC' najdéte vsechny body @,
které spliuji podminku

|ZQAB| + |£QBC| + |£QCA| = /2.
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Resend. Umistéme trojihelnik ABC do Gaussovy roviny tak, aby body A, B
a C splynuly postupné s obrazy komplexnich ¢isel, jez jsou feSenim rovnice
23 —1 = 0. Tj. jsou to postupné obrazy komplexnich é&isel 1,w a w? = @.

y

B=w

v ||
@

A [
m
.

C=w

Obrazek 5:

Uvazujme spirdlni podobnost se stfedem v bodé A, kterd prevede bod B do
bodu Q. Takové zobrazeni mé predpis

) , 1 2z-1
(w—1re*=2—-1 = ¢° — =

rpw—1’

kde 71 je néjaké redlné ¢islo. Podobné uvazujme spirdlni podobnosti, které

prevadi bod C' do bodu @ a bod A do bodu Q:

A , 12—
(a)fw)rgew:sz = o 7Y

roW—w’
- ; 1lz—-w
lI-@rse" =2z—w = 7 =—

_7’31—5}'

Exponencidly jsme vyjadiili z divodu, abychom mohli vyuzit podminku a+
B+~ = /2. Vyndsobenim exponencidl dostaneme

1 (z=-1)(z-w)(z—)

_ ei(a+/3+’y) _ ei‘n’/Z =i,
rirars (w—1)(1 — 0)(© — w)

Vidime, ze pii splnéni predpokladu musi byt komplexni ¢islo ryze imagindrni
(¢islo r17rars je totiz redlné). Budeme nyni upravovat ¢islo

(- (- w)(z-a)
(w—1)1-@)(w—w)

Jmenovatel zlomku upravime takto

@-1D(1-@)@-w) = (w-&) 1 -w)T=w) = (-1 - wf
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a Citatel takto

z-Dz-w(z-a) = (z-=DE*-2(w+o)+ww) =
(z=1)(24+24+1)=2>—1,

kde jsme vyuzili vztahy
wto+1=0, wo=|w?=1 (8)

Prvni rovnost v (8) vlastné ké, ze vektorovy soucet vektorit OA = (1,0),
OB = (Rew,Imw) a OC = (Rew,Im®) je nula (vektorovd samoziejmé), a
druhy, ze absolutni hodnota komplexniho ¢isla w je 1.
Celkem méme
(z—1)(z—w)(z—w) 2 -1

(w-1D1-0)(0—-w) (w—a)1—-w?

Toto ¢islo musi byt, jak uz vime, ryze imaginarni. Vzhledem k tomu, ze ¢islo
w — @ je ryze imagindrn{ a &fslo |1 —w| je realné, musf byt 2% — 1 redlné, tj. &fslo
23 musi byt redlné. Kdy to nastane?

Pisme z = |z|(cos ¢ +isin @), pak 2% = |z|?>(cos 3p +isin 3p) je redlné prave
tehdy, kdyz sin 3¢ = 0. Resenf této goniometrické rovnice v intervalu [0,27) je
p=kn/3 (k=0,1,2).

Rovnosti vyse fikaji, ze hledand mnozina bodu je sjednoceni vysek v trojihelniku
ABC. Jak jisté tusite, zatim jsme nasli jen nutnou podminku.

Nyni musime ukazat jesté obracenou implikaci: dokazat, ze bod kazdé vysky
v trojuihelniku ABC spliiuje podminku ze zadani. Tato ¢ast je ovsem jednoduché.

Predpokladejme, ze bod @ je napf. na vysce prochézejici bodem C. Pak
|ZQCA| =x/6. Dale |[LZQAB| = |£ZQBA| a |ZQBA| + |£QBC| = ©/3, takze

|ZQAB| + |£QBC| + |£LQCA| = /2.

Zéavér: hledanou mnozinou bodu je sjednoceni vysek trojihelniku ABC.

Uloha 5. Pro pravidelny sedmithelnik AgA; ... Ag dokazte rovnost

S D
|AgA1]  |AgA2|  |AgAs|

Resend. Body A}, necht jsou obrazy kompl. éisel ay, = ¥ pro k =0, 1,...,6, kde
e = exp(i27/7), viz obrazek 6.

Z vlastnosti obvodovych a tisekovych thlu plynou rovnosti uhla: | LAz AgAs| =
|4A30A2‘/2 = 27T/].4 a ‘4A3AOA1| = |4A30A1|/2 = 27T/7

Uvazujme proto rotaci okolo bodu ag o tihel w = 27/14 a o thel ¢ = w? =
27 /7. V prvuf rotaci piejde bod as do bodu

ay = w(ay —ag) + ag = wlag — 1) + 1,

16



A Im
Ay
Ay
As
A .
o Re
Ay
Ag
As
Obrazek 6:

v druhé rotaci prejde bod a; do bodu
a) =¢e(ar —ap) +ap =¢c(ag — 1) + 1.

Rotaci bodt a1 a ay jsme provedli tak, aby body as, aj,a} byly kolinedrni.
Pro ovéreni dokazované rovnosti proto staci dokazat nasledujici rovnost

R B
ay—1 ay—1 az—1

S ohledem na vyjédieni ¢isel a},al, a1,as a ag staci dokédzat

1 1 1

W(w?2-1) wwr-1) oot

Po roznasobeni a usporadéni dostaneme
WO+ +l=w+uwd+w.

Jednoduchym trikem pievedeme liché mocniny na sudé. Plati totiz w® = —w!?,

w3 = —w!% a w = —wB. Tyto rovnosti se daji snadno dokdzat geometricky z
obrazku 6. Staci si uvédomit, jaka je velikost ihlu w a co znamenda geometricky
mocnina komplexniho ¢isla. Muzeme proto psat

0 — w12+w10+w8+w6+w4+w2+1
= S+StetS 2441
e’ —1
e—1"
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Nyni se ptame: plati tato rovnost? Odpovéd je ano, nebot ¢ je jeden z kofenii
binomické rovnice z7 —1 = 0 (navic ziejmé € # 1). Dospéli jsem k rovnosti 0 = 0
a pozadovana rovnost je dokazana.

Uloha 6. (Ptolemayova véta) Pro ¢tyfi ruzné body A, B, C a D v roviné
plati |[AB||CD| + |AD||BC| > |AC||BD|. Rovnost plati pravé tehdy, kdyz A,
B, C, D jsou kolinedrni nebo koncyklické (kde A, C' oddéluji B, D).

Reseni. Tuto tlohu lze elegantné fesit pomoci komplexnich éisel. Oznacéme a, b,
¢, d komplexni ¢isla odpovidajici bodum A, B, C, D. Plati

(b—a)(d—c)+ (d—a)(c—=b)=ab—ad+dc—bc= (a—c)(b—d).
Uvazujme absolutni hodnoty ¢isel, pak podle trojihelnikové nerovnosti plati
|AB||CD[ + |AD[[BC| = [(b—a)ll(d—¢)|+|d—allc—b] >

[(b—a)(d—c)+(d—a)(c—Db)| =
|(a —¢)(b—d)| = |AC||BD].

Y

Rovnost v (9) nastane, pokud
(b—a)(d—c)=td—a)(c—0b)

pro néjaké ¢ > 0. To znamend, ze komplexni ¢islo (d — a)/(b — a) je kladny
nésobek (d — ¢)/(c — b), proto

arg{(d — a)/(b - a)} = arg{(d — ¢)/(c = b)},

tj. |£DAB| = 180° — |£DCBY|, coz nastane tehdy, kdyz A, B, C', D jsou ko-
linearni nebo koncyklické, kde A, C' oddéluji B, D.

Uloha 7. Uvazujme zobrazeni f (z) = Az 4+ B s komplexnimi koeficienty A
a B. Vime, ze maximdln{ hodnota |f(z)| na segmentu {x € [-1,1],y = 0} v
komplexni roviné (z = = + yi) je M. Dokazte, ze pro kazdé z plati

[f(z)] < Mo,
kde ¢ je soucet vzdalenosti bodu z od bodu 1 a —1.

Reseni. Protoze v zadani mluvime o vzdalenosti bodu z od bodu 1, tj. |z — 1],
a od bodu —1, tj. |z + 1|, upravme piedpis zobrazeni f(z):

f(z)=Az+B = %((z—i— A+ B)+ (2 — 1)(A - B))

- %((z +1f1) + (2 = 1) f(=1)),

kde jsme oznagcili f(1) = A+ B a f(—-1)=A— B.
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Vezmeme-li v tivahu predpoklad ze zadéani, tj. ze plati
(D<M [f(-D]=< M,

a definici o, tj.
e=E+DI+1(-1)

muzeme odhadnout absolutni hodnotu f(z)

PG = S+ DIA) + (= DF(-1))]

2
< S+ DI+~ VDM = 2oM,

kde jsme vyuzili trojihelnikovou nerovnost. Dokazali jsme dokonce silnéjsi tvrzeni.

5 Podékovani

Tento text vznikl v ramci projektu ”"Rozvoj systému vzdélavacich prilezitosti
pro nadané zéky a studenty v prirodnich védach a matematice s vyuzitim online
prostfedi”. Rad bych timto podékoval viem organizétorim a zvlasté Dr. Sirovi
za prilezitost se takového projektu zucastnit.

6 Literatura

e Dusan Djurkic a kol., The IMO Compendium. A Collection of Prob-
lems Suggested for the International Mathematical Olympiads: 1959-2004,
Springer 2006, ISBN 0-387-24299-6.

e Marko Radovanovi¢, Complex Numbers in Geometry, The Author(s) and
the IMO Compendium Group 2007, www.imomath.com.

19



Uloha 1. Uvazujme komplexni ¢isla a = 1+14, b =3+ 2¢ a ¢ = 4 — 3i. Zjistéte,
zda lezi v jedné piimce a pokud ne, spoctéte obsah trojihelniku abe. Vysledek
ovérte pomoci vektorové soucinu.



Uloha 2. Popiste mnozinu viech komplexnich &fsel spliujici soucasné nasledujici
podminky:
|z — 1| > |z — (—21)], |z — 2| < 4.



Uloha 3. Odvod'te vzorce pro cos 3z a sin 3z vyuzivajici pouze mocnin cosz a
sinx. PTi odvozeni pouzijte Moivrovu vétu.



Uloha 4. Rozeberte podrobné zobrazeni f : C — C, kde

[

1) =%

—
z

kde r je realné ¢islo. Jak se toto zobrazeni nazyva?



Uloha 5. Ke kazdé strané libovolného n-tthelnika (n > 3) sestrojime vektor,
ktery je na tuto stranu kolmy, sméfuje ven z tohoto n-ihelnika a ma délku
shodnou s délkou strany. Dokazte, ze soucet téchto vektoru je nulovy vektor.



