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Neeuklidovska geometrie aneb je rovnobézka vzdy
jen jedna?

Lukas Krump, MFF UK

1 Co zpusobily Euklidovy axiomy

V ptibéhu neeuklidovské geometrie je matematicky obsah neodmyslitelné
spjat s historii myslenek a lidi, ktefi je prinaseli.

Na samém zacatku stoji jméno starofeckého matematika Fuklida, ktery
7il zhruba mezi lety 325 a 260 pf.n.l. a ptisobil zejména v Alexandrii. Své
mnohasvazkové dilo Stoicheia, coz prekladame jako Zaklady, sepsal za tce-
lem shrnuti v té dobé znamé matematiky a jejiho postaveni na pevné, ne-
zpochybnitelné zéklady. Nepochybné se mu to podafilo, nebot Ziklady se
pouzivaly jako zékladni zdroj matematiky dalsi zhruba dva tisice let. Pfesto
v samotnych ,zakladech Zakladi“ byla jedna — feknéme — mezera, ktera
nedala generacim matematikti spat a ktera nakonec ve svém dusledku vedla
pravé k objevu neeuklidovské geometrie.

Oc¢ slo? O takzvany paty Euklidiv axiom neboli axiom o rovnobézkach.
Nejprve si pripomenime, co je to axiom: axiomem myslime zakladni tvr-
zeni, které se v rdmci dané teorie nedokazuje, a naopak vSechna tvrzeni se
z danych axiomi dokazat daji. Euklides povazoval za ,nejzakladnéjsi“ cast
matematiky geometrii, a proto hned na samém zacatku prvniho dilu Za-
kladu se po zavedeni nutnych pojmu setkavame s formulaci nékolika axiomi
geometrie, dnes bychom fekli euklidovské geometrie v roviné. Existuji riizné
verze formulaci i odislovdni axiomi, uvedme struc¢nou, pritom vSak zcela
ilustrativni verzi s péti axiomy. Euklides pozaduje, aby geometrie v roviné
spliiovala:

1. Kazdymi dvéma body lze vést usecku. (Dnes bychom tekli, Ze dva
rizné body jsou koncovymi body pravé jedné usecky.)

2. Tuto tisecku lze libovolné prodlouzit obéma sméry. (Tedy usecka urcuje
primku, kterd je ,na obé strany nekonecnd*.)

3. Kazdou tseckou lze opsat kruznici. (Neboli je-li dan bod a kladny po-
lomér, je tim jednoznacné uréena kruznice.)

4. Vsechny pravé thly jsou si rovny. (Pravy thel je podle definice polovina
primého uhlu, axiom turdi, Ze jeho velikost nezdvisi na poloze (a pro
dalsi icely ji budeme znacit 5 ).)

5. Jsou-li dany tfi pfimky p, q,r tak, zZe r protina pfimky p,q pod thly
a, B na stejné strané primky r, a plati-li a« + 5 < w, pak p a ¢ se
protinaji, a sice na té strané piimky r, kde jsou uhly «, 3.

Zastavme se u patého axiomu. Na prvni pohled nas zarazi jeho ziejma
slozitost v porovnéani s jednoduchymi, jasnymi a struénymi axiomy 1.—4.



Mnoha lidem jiz od starovéku pfipadalo, ze paty axiom by mél byt spis
vétou, kterd pajde dokadzat z prvnich ¢tyf axiomtd. Tento dojem je jesté
silnéjsi, kdyz si uvédomime, ze se z néj da snadno odvodit (rozmyslete si!)
ekvivalentni tvrzeni

5a. Méjme piimku a bod, ktery na ni nelezi. Pak timto bodem lze vést
s danou primkou préavé jednu rovnobézku.

ez

vidime, co Tika, ale problém ziistava. Toto tvrzeni fika ,,oc¢ividnou pravdu®,
nikdo si nedokéze predstavit, ze by to mohlo byt jinak (mohou snad da-
nym bodem vést dvé rovnobézky? nebo naopak zadna?), pfesto se nedafi
jej odvodit z prvnich ¢tyf axiomu. Tato formulace se diky své jednoduchosti
stala nejslavnéjsi verzi patého euklidova axiomu a ten se proto ¢asto nazyva
axiomem o rovnobézkach. A na dva tisice let se stal pal¢ivym problémem,
nevyfeSenou dirou v samotnych zakladech matematiky.

V prtibéhu staleti se mnozstvi myslitelt ze vSech moznych zemi snazilo
dokazat paty axiom a dafilo se jim jej prevést jina, ekvivalentni tvrzeni,
kterad byla shledavana tak o¢ividnym, jako axiom ba., presto ona oc¢ividnost
plynula pouze z lidské zkuSenosti s euklidovskou geometrii v roviné, z ne-
schopnosti predstavit si jinou moznost, totiz ze by platily prvni ¢tyfi axiomy,
ale paty nikoli, a az do pocatku 19. stoleti se nikomu nepodafilo jej ani do-
kézat ani vyvratit. Pfitom predstava, ze by paty Euklidiv axiom mohl byt
na prvnich ¢tyfech nezavisly, tedy ze by snad mohla existovat jind geometrie
nez euklidovska, byla dosti désiva. Zastavme se na chvili u nékterych z onéch
zminénych tvrzeni, ekvivalentnich s axiomem o rovnobézkach, a zkusme si
u kazdého z nich predstavit, ze by neplatil, presnéji Ze by platil jeho opak.
Vétsinou se jedné o dosti pfiSernou predstavu, no jen posudte sami. Axiom
5. je tedy ekvivalentni s kazdym z nasledujicich tvrzeni:

5b. Kazdym vnitinim bodem dutého thlu (tj. thlu nejvyse pfimého) lze
vést piimku, protinajici obé ramena thlu mimo vrchol thlu. (V opacném
pripadeé tedy existuje néjaky duty uhel a néjaky jeho vnitrni bod takovy, Ze
ZADNA primka jim prochdzejici neprotne obé ramena thlu, nybrs nejvyse
jedno z nich, s vyjimkou primky jdouct vrcholem uhlu.)

5c. Ke kazdym tFem nekolinearnim bodtm (tj. bodim nelezicim na jedné
primce) existuje ¢tvrty, stejné od nich vzdaleny — tedy stfed kruznice témto
tfem bodtm opsané. (V opacéném pripadé tedy existuje trojice nekolinedrnich
bodu, kterym nelze opsat kruznici.)

5d. Ke kazdé ptfimce existuji tii body, které lezi po jedné jeji strané, jsou
od ni stejné vzdélené a jsou kolinearni. (V opacném pripadé tedy existuje
primka, takovd, Ze kdyZ na jedné jeji strané vezmeme tit body stejne od ni
vzdalené, pak nemohou byt kolinedrni.)

5e. Soucet uhla v kazdém trojuhelniku je roven w. (V opacném pripadé
tedy existuje trojuhelnik se souctem uhli mensim nebo vétsim nez m.)

5f. Existuji dva trojuhelniky, které si jsou podobné, ale nikoli shodné (t;.



maji stejné thly, ale rizné dlouhé strany). (V opacném pripadé tedy plati, Ze
pokud mame dva trojuhelniky, které jsou si podobné, musi byt nutné shodné,
céili plati véta ,uuu®, tj. trojuhelnik je zaddan svymi uhly.)

Vidime tedy, Ze se jedna o dosti zapeklity problém. Veskera nase intuice
fika, ze opak axiomu o rovnobézkach platit nemtize, protoze odporuje jaké-
koli rozumné predstavé o geometrii v roviné (jak je vidét z formulaci 5a.—f.),
ale dokazat tento axiom se taky nedari. Mozna je problém vubec v nasem
pojeti pojmu rovnobézky. Zkuste se sami zamyslet, jak je vlastné defino-
vana rovnobézka k dané primce. Patrné najdete nékolik rtznych zptsobi,
popremyslejte tedy, jak je na sebe vzajemné prevést.

2 Sféricka geometrie

Ctenaf, ktery se pustil do studia neeuklidovské geometrie, uz asi ze samot-
ného nazvu tusi rozuzleni. Je to skutecné tak, paty axiom se dokéazat neda,
fikame, Ze je na prvnich ¢tyfech nazavisly a podle toho, zda pfijmeme paty
axiom nebo jeho opak, vede cely systém axiomtl na geometrii euklidovskou
nebo neeuklidovskou. Nez se dostaneme k popisu toho velkého objevu, kte-
rému Fikdme neeuklidovskd geometrie, pojdme si na jednom snadném pii-
kladu uvédomit, Ze odlisné geometrie jsou viibec mozné.

Predstavme si idedlni povrch Zemé: nasi planetu znézornime jako kouli,
a povrchu koule se c¢asto rika sféra; to, co nyni zkonstruujeme, se nazyva
stéricka geometrie. Pojdme na chvili fikat ,,pfimky“ hlavnim kruZnicim na
sfére, tedy kruznicim, které maji stred ve stfedu koule. Na povrchu idealni
Zemé by to byl rovnik, a také vSechny poledniky (brané kolem dokola),
ale zemépisné rovnobézky jiné nez rovnik uz hlavnimi kruznicemi nejsou,
tedy nemaji narok na nézev primka. (VSimnéme si, Ze slovo rovnobézka se
zde pouziva pro ¢aru stejné vzdalenou od rovniku, ktera ale sama NENI
pfimkou. Nepfipomind ndm to negaci axiomu 5d.?7) Mame tak zavedeny
systém piimek a bodu (odlisny od euklidovského) a mizeme tak zkoumat
platnost péti Euklidovych axiomt.

Nez tak uc¢inime, uvédomme si, ze délame zcela pfirozenou véc vzhledem
k tomu, ze my lidé jsme proti Zemi mali¢ci a mame tendenci povazovat ten
kousek Zemeékoule, na ktery dohlédneme, za kus roviny a métit vzdalenosti
euklidovsky, tedy v zasadé chybné. Pro vétsinu praktickych aceld je apro-
ximace kouskem euklidovské roviny v pofaddku, odchylky ve velikostech ¢i
uhlech jsou zcela zanedbatelné, kdyz méfime budovy nebo pozemky (kde
se navic ve skutecnosti mnohem vice projevi nerovnosti terénu, které jsme
vylou¢ili prohlasenim, ze Zemi povazujeme za pfesnou kouli). OvSem v pla-
netdrnim méfritku musime samoziejmé vzit v tivahu zakfiveni Zemé. Ale pii
pojeti, ze ,primka je ¢ara, po které jdu, kdyz jdu porad rovné, jinymi slovy
pfimka je nejkratsi spojnice dvou bodi“, jsou samoziejmé piimky hlavnimi
kruznicemi, jak jsme prve definovali. A mimochodem, zemépisné rovnobézky
(kromé rovniku) opravdu nejsou pfimkami ve smyslu nejkratsi spojnice, staci
si uvédomit, Ze transkontinentalni trasy letadel nevedou po rovnobézkéach,



napft. let z Rima do New Yorku, ktery lezi na ptiblizné stejné zemépisné Sifce,
nevede po piislusné rovnobézce, nybrz podstatné severnéji kolem Islandu —
prakticky po nejkratsi trase ¢ili pfimce.

7 téhoz divodu nemame problém se zavedenim pojmu tthel dvou piimek
na sféfe: z naseho lidského pohledu jsou dvé sférické primky v malém okoli
svého prtseciku nerozeznatelné od euklidovskych piimek, staci tedy vzit
jejich thel jako thel prislusnych dvou primek. Piisné vzato tedy definujeme
thel dvou sférickych pfimek jak tihel jejich prislusnych tecen.

Splituje tedy sférickd geometrie pét euklidovych axiomd? Upfimneé feceno
nikoli a je to hned vidét. Jsou totiz splnény pouze axiomy 1. a 4., zatimco 2.
a 3. nikoli. Ale tyto dva neplati vlastné jen z jediného divodu, a sice kvtili
omezené velikosti sféry. Na dané sfére s danym polomérem jsou samoziejmé
omezené vzdalenosti, takze tsecku nelze prodlouzit libovolné daleko, stejné
jako nelze narysovat kruznici o poloméru vésim, nez se na sféru vejde. Ale
pokud priddme do téchto dvou axiomu piislusna délkova omezeni, budou
v zasadé platit a tak se zda, Ze to vede na vcelku rozumnou geometrii.

Zajimavy je samoziejmé paty axiom. Zkusme jej otestovat na formulaci
5e., tedy tvrzeni o souctu thld v trojihelniku. Pfedstavme si t¥i body, a sice
A=severni pdl, B=priisecik rovniku a poledniku 0° a C=prisecik rovniku
a poledniku 90°. Trojihelnik dany témito body je rovnostranny a mé u
kazdého vrcholu tihel 90° neboli 7, jejich soucet je tedy 37” a paty axiom
tudiz neplati!

Sféricka geometrie tedy neni plnokrevnou geometrii, jelikoz jsou v ni
vzdélenosti omezené jistou univerzalni konstantou (polovinou délky rovniku)
a musime proto omezovat rozsah u axiomu 2. a 3., ale je prvnim piikladem,
Ze paty axiom nemusi automaticky platit. Ovéime jesté, jak se chova ve
formulaci 5a., tedy kolik existuje rovnobézek k dané p¥imce jdoucich danym
bodem. Uvédomime si nejprve, ze kazdé dvé primky na sféfe se protinaji —
vskutku, hlavni kruznice tuto vlastnost maji. Mame-li tedy zadanu pfimku
p a bod na ni nelezici, musi nutné kterdkoli piimka ¢, jdouci tim bodem,
protnout primku p, coz nespada do zadné rozumné definice rovnobézky. Na
sféte tedy plati verze patého Euklidova axiomu, kdy k dispozici neni ZADNA
rovnobézka.

Napada nas tedy, zda existuje geometrie, kde by naopak bylo rovnobézek
vice nez jedna. Uz jsme na stopé velkého objevu.

3 Velky objev — Lobacevského rovina

Objev neeuklidovské geometrie je spojen zejména se jménem ruského ma-
tematika Nikolaje Ivanovi¢e Lobacevského, ktery zil v letech 1792-1856 a
cely jeho profesni zivot je spjat s univerzitou v Kazani. S podobnymi mys-
lenkami pfisli prakticky zaroven s nim i Janos Bolyai a velky Carl Friedrich
Gauss, ale Lobacevského piinos je zasadni a nejucelenéjsi. Neeuklidovska
geometrie mé& dokonce pfesné datum, které lze povazovat za jeji narozeni:



23.2.1826, kdy Lobacevski prednesl o svém objevu prvni ustni sdéleni. Prvni
publikace nasledovala az o tii roky pozdéji, a dalsi rozpracovani nésledovala
v dalsich letech. Bohuzel, Lobacevski zustaval dlouhou dobu nepochopen
a jeho publikace byly Smahem odmitany. Dva tisice let lidé vérili, ze paty
axiom musi jit dokazat, a tento ¢lovék tvorivého ducha predstavil geometrii,
kterd dokazovala opak, ktery — jak uz vime — pfindsi mnoho velmi podiv-
nych dasledki. Proto byl prvni roky po publikovani teréem mnoha odsudki
a sziravych kritik. Nakonec si vSak jeho objev pravem nasel misto na slunci.

Tuto geometrii v roviné, spliiujici ¢tyri prvni Euklidovy axiomy a opak
patého, nazyvame nyni na pocest jejiho hlavniho objevitele Lobacevského
geometrii, a také uz vime, ze je vlastné jen jednim z mnoha ptipadt obecnéj-
$ich neeuklidovskych geometrii vyskytujicich se ve vS§ech moznych dimenzich.
O Lobacevského roviné také ¢asto mluvime jako o hyperbolické roviné.

vvvvv

geometrie zminénd vyse. Situace je navic ponékud komplikovana tim, Ze exis-
tuje vice riznych zptsobu (tzv. modelt), jak hyperbolickou rovinu popsat,
pricemz kazdy ma své vyhody i nevyhody. Pro dalsi postup zvolime takzvany
Poincarého polorovinny model, ktery lze popsat jesté pomérné elementarné.

Ozna¢me nejprve pismenem P horni polorovinu v (euklidovské) roving,
tj. P = {(x,y) € R%y > 0}. Tato polorovina (bez hrani¢ni pfimky, tj.
vodorovné osy, kterou nazveme h) bude modelovat nas vznikajici hyperbo-
licky svét. Body mimo ni nebudou z pohledu P existovat, a¢ budou mit sviij
vyznam v mnoha konstrukcich.

Nyni zavedeme ptimky, pfesnéji feceno budeme mit pfimky dvou druht.
Primkou prvniho druhu budeme rozumét kazdou polokruznici v P, kterd ma
stfed na h, jinak feceno jde o prinik kruznice se stfedem na h s polorovi-
nou P. Pfimkou druhého druhu budeme rozumét kazdou polopfimku v P,
kolmou na h. VSimnéme si, ze oba typy pfimek jsou realizovany pomoci
¢ar (tj. polokruznice resp. polopiimky), které jsou kolmé na h, pficemz u
polokruznice se pfesnéji jedné o kolmost h a prislusné tecny.

Dale zavedeme pojem absolutnich bodi neboli bodd v nekone¢nu. Mno-
zinou absolutnich bodid A rozumime sjednoceni A = h U {H}, kde h je jiz
zavedend vodorovnéa osa, a k ni se pridava jediny prvek H, coz je podle defi-
nice tzv. nevlastni bod, ¢ili smér (0, 1), tedy smér svislého vektoru kolmého
na h. To m@ze byt na prvni pohled matouci, ale uvédomme si, ze diky této
definici mame na kazdé pfimce dva (rtizné) absolutni body, tedy body v ne-
konec¢nu. Pfimka prvniho druhu mé oba na ose h, pfimka druhého druhu ma
jeden na ose h a druhy je smér H, spole¢ny vSem primkam druhého druhu.
Absolutni body samoziejmé nelezi v P, podobné jako v euklidovské roviné si
umime predstavit body v nekonec¢nu, ale nejsou soucasti euklidovské roviny.
K tomu zavedeme oznaceni: je-li # pfimka (prvniho nebo druhého druhu),
ozna¢me z’ dvouprvkovou mnozinu jejich absolutnich bodt.

Déle pojmenujeme tfi rizné vzajemné polohy dvou (rtiznych) pfimek.
Primky x,y jsou



1. rovnobézné, pokud 2’ Ny’ # () (tedy pokud maji spoleény absolutni
bod),

2. riznobézné, pokud 2’ Ny = 0,z Ny # 0 (tedy pokud nemaji spole¢ny
absolutni bod, ale maji spoleény bod v P),

3. mimobé&zné, pokud =’ Ny =0,z Ny = 0 (tedy pokud nemayji spole¢ny
absolutni bod ani bod v P).

Mame tedy tri rizné vzajemné polohy dvou rtznych primek, zatimco
v euklidovské roviné jsou jen dvé moznosti (rovnobézky a rtznobézky). Na
vysvétlenou, v hyperbolické roviné jsou pfimky rovnobézné, pokud se ,,po-
tkavaji v nekone¢nu“, tj. maji spoleény jeden z absolutnich bodt — to od-
povida jedné z moznych definic rovnobéznosti v euklidovské roviné. Pojmy
ruznobéznosti jsou zcela analogické — pfimky se protinaji v jednom bodé.
Zato pripad mimobéznosti, kde se pfimky ani neprotinaji ani nemaji spo-
leény bod v nekonecnu, nema v euklidovské roviné zadnou analogii. Z toho
vidime, ze v hyperbolické roviné je ,vice mista“, jsou mozné t¥i vzajemné
polohy, a srovnejme si to se sférickou geometrii, kde je naopak mozna jen
jedinéd vzajemné poloha, a sice riznobéznost.

Rozmysleme si nyni, co se stane s patym euklidovym axiomem. Bez
ohledu na druh zadané primky, mame-li dan bod, ktery na ni nelezi, lze
snadno nahlédnout, ze existuji pravé dvé piimky, které prochézeji timto
bodem a zaroven maji se zadanou primkou spole¢ny jeden z jejich dvou ab-
solutnich bodt, tedy jsou s ni rovnobézné! Je to pravé zpisobeno tim, Ze
kazda pfimka mé dva rizné absolutni body. Vidime tedy, Ze plati negace
ptvodniho patého axiomu s upfesnénim, ze rovnobézky jsou pravé dvé, a
uz si dopredu mtzeme prozradit, ze na zakladé dalsich definic se ukaze, ze
axiomy 1.—4. jsou beze zbytku splnény, nejsou s timto poslednim ve sporu
a tudiz jsme skute¢né nalezli geometrii, kterd neni euklidovska. Da se tedy
ocekavat, ze se bude i v dalsich ohledech chovat jinak nez euklidovska rovina,
pritom vsak zptsobem, ktery do sebe zapada a skryva v sobé matematickou
krasu.

4 Uhly a vzdalenosti

Aby byla geometrie plnohodnotné, musime mit kromé vzijemnjych poloh
primek zavedeno méfeni thli a vzdalenosti. Zacneme s thly — definice je
snadné. Uhlem dvou pfimek v P budeme rozumét tihel jejich teden. Co to
konkrétné znamena?

Jsou-li dvé pfimky rtiznobézné, protinaji se v jednom bodé, v ném se-
strojime teény (pokud je jedna z pfimek druhého druhu, teéna s ni splyva)
a jejich thel je nas hledany thel. Znamena to tedy, Ze thly se ,znazornuji
spravné®, tedy thel dvou pfimek v P je to, co vidime jako thel jejich eukli-
dovskych obraz.



Pokud jsou pfimky rovnobézné, potkavaji se v absolutnim bodé a pak
je tuhel jejich teCen nutné 0. Pro¢? Pokud je spoleény absolutni bod jeden
z bodid piimky h, pak uz vime, Ze jsou na ni obé pfimky kolmé, tedy sviraji
nulovy thel. Pokud je spoleénym absolutnim bodem smér H, jedna se nutné
o dvé pfimky druhého druhu, a tedy o rovnobézky v euklidovském smyslu,
¢ili jejich thel je opét nula.

A konecné v pripadé mimobéZek nedava tato definice smysl — pfimky
totiz nemaji zadny prusecik ani v P ani v A, tedy neni kde konstruovat tecny
ani mérit thel. Ale muzeme si prozradit, Ze lze hel pfimek zavést jistym

rovnobézky, ale pro mimobézky vychéazi hodnota thlu imaginarni.

Je-li fe¢ o thlu, mizeme rovnou zavést trojuhelnik. Trojahelnikem bu-
deme rozumét tvar ohraniceny tfemi réiznymi primkami, pficemz kazdé dveé
se protinaji v jednom bodé (vrcholu trojuhelnika), lhostejno zda je to bod
v P nebo v A (tedy dvé sousedni strany trojihelnika mizou byt riznobézné
nebo rovnobézné). Uhly v trojihelniku pak uréujeme podle uvedené definice
a vidime, Ze je nékolik moznosti podle toho, zda je vrchol trojihelnika ab-
solutnim bodem nebo ne (tedy zda jsou piislusné dvé strany rovnobézné ¢i
nikoli). Trojuhelnik nazveme c-krat asymptotickym, pokud ¢ = 1,2,3 jeho
vrcholi je absolutnich; u takového vrcholu je pak samozrejmé nulovy thel.
Trikrat asymptoticky trojuhelnik pak tedy ma vSechny tfi ithly nulové! Tedy
i jejich soucet je nula a to neguje axiom 5e. z Gvodni kapitoly.

Chceme-li zavést vzdalenost, musime opét rozlisit dva pripady podle
typu pfrimky, na které oby body lezi.

Za¢néme s pripadem, %e body A, B lezi na pfimce druhého druhu. Ozna-
¢ime na chvili pismenem P ten z absolutnich bodu primky AB, ktery lezi na
pfimce h (ten druhy je totiz H). Oznacime symbolem e(XY") euklidovskou
vzdalenost bodi X, Y a definujeme hyperbolickou vzdalenost bodu AB jako

e(AP)
e(BP) ‘ '

d(AB) = |logy e(AP) — logy e(BP)| = ‘logQ

Abychom si dokazali predstavit, jak se takto zavedena vzdalenost da
znazornit, zamysleme se nad tim, jak najit bod ve vzdalenosti 1 od daného
bodu. Bud tedy dan bod A, hleddme bod B, ktery bude s bodem A leZet
na piimce druhého druhu a jejich vzdalenost bude d(AB) = 1. Vyjdéme
z definice a nejprve odstranme absolutni hodnotu:

e(AP)
1 =+1.
82 .(BP)
Dale odstranime logaritmus:
e(AP) _ ol
e(BP)

Vidime tedy, Ze fesenim jsou dva body Bj, B, které maji euklidovskou vzdéa-
lenost od absolutniho bodu P dvojnasobnou, resp. poloviéni nez je euklidov-
ska vzdélenost e(AP).



Pokud tedy nakreslime celoc¢iselnou skalu na pfimce druhého druhu, vi-
dime, Ze se vzdélenosti smérem dolt (k ose h) zkracuji, smérem vzhiru se
naopak roztahuji. Tedy vzdalenosti se — na rozdil od ahli — zobrazuji zkres-
lené.

Domaci kol 1. Sti¥ed tsecky na primce druhého druhu. Necht
A, B jsou dva body na pfimce druhého druhu. Najdéte podminku (vyjad-
fenou v euklidovskych vzdalenostech), kterou musi spliiovat stfed usecky
AB (stfed ve smyslu hyperbolické vzdalenosti). Popiste geometrickou kon-
strukci tohoto stfedu. Pomiize vAm mocnost bodu ke kruznici.

V druhém piipadé uvazujme body A, B lezici na pfimce prvniho druhu.
Oznacime-li pismeny « resp. § thel, ktery svira polomér kruznice prislusny
bodu A resp. B s osou h, zavadime vzdalenost bodu jako

to&
logs g—é

o B
d(AB) = |log, tg§ — log, tg§| =

Abychom oba pfipady dali do souvislosti, popiSme si prenaseni vzdale-
nosti mezi obéma piipady. Nejprve preneseme vzdalenost mezi dvéma prim-
kami druhého druhu. Jsou-li A, B dva body na p¥imce druhého druhu a a C'
bod na jiné pfimce druhého druhu ¢, hleddme bod D na téze pfimce takovy,
ze d(AB) = d(CD). Konstrukce je snadné: postupné kreslime (euklidov-
ské) pfimky takto: AC, jeji prusecik s h ozna¢me U, dale piimku BU, jeji
prusecik s primkou c je jedno hledané feSeni D;, coz vyplyva z podobnosti
trojuhelnikt a z definice d(C'D). Podobné druhé feseni Dy najdeme tak, ze
nakreslime pfimku BC, jeji pruseCik s h bude V, dale pifimku VA a jeji
prusecik s c je Ds.

Jak prenést vzdalenost mezi pfimkou prvniho druhu a pfimkou druhého
druhu? K tomu ndm staci dokézat, ze jsou-li A, B na pfimce prvniho druhu
a, E, F na primce druhého druhu ¢ spojeny tak, zZe prisecik pifimek AFE a
BF splyva s absolutnim bodem U, ktery je absolutnim bodem pfimky a,
pak d(AB) = d(EF). To je obsahem nésledujiciho ukolu.
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Domaci ukol 2. Preneseni vzdalenosti z primky prvniho druhu
na pfimku druhého druhu. Dokazte z definice hyperbolické vzdalenosti,
ze na obrazku plati d(AB) = d(EF) = d(CD;) = d(CD3). Pomtze vam
véta o stfedovém a obvodovém thlu.



Domaci tukol 3. Kolmice k pfimce jdouci danym bodem. Je-li
dana pfimka a (prvniho nebo druhého druhu) a bod M, ktery na ni nelezi,
dokazte, Ze existuje pravé jedna primka m, prochéazejici bodem M a kolma
na pfimku a. Pro pfimku a prvniho druhu vdm pomiize mocnost bodu ke
kruznici.

5 KruzZnice, uhel rovnobéznosti, plocha trojihel-
nika

Jak vypadaji kruznice v hyperbolické roviné? Definice je analogicka definici
v euklidovské roviné. Je-li dan stfed S a polomeér r > 0, pak jimi urcena
kruznice je mnozina

K, ={X € P;d(XS) =r}.

Na prvni pohled neni vibec ziejmé, jak takto definovand mnozina mize
vypadat; vime uz preci, Ze vzdalenosti se zobrazuji zkreslené. Nastésti lze
dokazat, ze kruznice se znézorni jako euklidovské kruznice, pficemz jeji stred
se znazorni posunuté, presnéji hyperbolicky stfed kruznice je viiéi euklidov-
skému stredu posunut ponékud doli — to souvisi s diive uvedenou konstrukci
stfedu usecky.

Popisme si nyni fenomén zvany tthel rovnobéznosti. Méjme jednou asymp-
toticky trojuhelnik ARU, pfi¢emz bod U je absolutni (tedy je u néj nulovy
thel) a u vrcholu R je pravy thel. Oznacime déle d = d(AR) a ¢ thel u
vecholu A. Pak plati

d = log, cotgg.

Uvédomme si nejprve euklidovskou analogii — pfi daném nastaveni jsou
pfimky AU a RU rovnobézné a tedy sviraji s pfimkou AR stejny, tedy pravy
uhel. V hyperbolickém ptipadé je ale tento thel ¢ odlisny od pravého (pfes-
néji je mensi nez pravy). Nazyva se thlem rovnobéZznosti a uvedeny vzorec
je dulezity tim, ze jej dava do vzdjemné jednoznac¢ného vztahu s délkou d.
Pokud se délka d zmensuje k nule, roste velikost thlu ¢ k pravému.

Je to tedy situace zcela odlisné od euklidovské. V euklidovské geomet-
rii je velikost thlu ¢ nezavisla na délce d, v hyperbolické geometrii na ni
zévisi. To v disledku znamend, Ze v hyperbolické geometrii si nemizeme
volit jednotku délky, jak jsme zvykli z euklidovské. Abychom védéli, co je
jeden metr, musime ho néjak zavést, napt. jistou dobu byla za definici metru
brana délka kovového etalonu. Pritom pro thel zadny takovy etalon nebyl
tfeba — bylo zfejmé, co je plny thel a jeho zlomky. V hyperbolické geometrii
je naopak jednotka délky zavisla na thlu, a je tudiz také dana absolutni mi-
rou, a zadny etalon tudiz neni potfeba. Tento fakt byl velkym trnem v oku
Lobacevského kritiktim, kteri povazovali takovou geometrii za nemoznou.

Tento fenomén ukazuje jesté jeden dilezity fakt: euklidovska geometrie
je v jistém smyslu limitnim pifpadem hyperbolické. Reknéme si to znovu:



pokud se délka d zmensuje k nule, roste velikost thlu ¢ k pravému, a tedy
se situace blizi euklidovské. Jinak fec¢eno, pokud bychom uvazovali jen velmi
malé vzdalenosti, témér nerozlisime hyperbolickou geometrii od euklidovské.
To je podobné jako v nasi ivaze o sférické geometrii: z pohledu malickych
lidi, jako jsme my, vypada povrch planety rovny, euklidovsky. Az pfi pohledu
zvendi vidime, zZe neni.

Nyni se jesté vratime k trojuhelniku a ukazeme si vzorec pro vypocet
jeho plosného obsahu. Za¢neme vzorcem pro obsah trojihelnika na sféte.

Domaci kol 4. Plocha sférického trojihelnika. Uvazujme sféru
(=povrch koule) o poloméru r. Vite-li, Ze plosny obsah dvojuhelnika D,,
daného tihlem « je Pp, = 2ar?, dokaite, 7ze plosny obsah sférického trojua-
helnika 7" s vnitfnimi thly «, 8,7 je Pr = r2((a + B+ 7) — 7).

Jak ndm to pomiize v hyperbolickém pripadé? D& se ukazat, ze hyper-
bolicka rovina se v uréitém smyslu chova jako sféra o jistém imaginarnim
poloméru r = ki, kde ¢ je imaginarni komplexni jednotka a k je néjaké kladné
realné ¢islo. Po dosazeni do uvedeného vzorce (r? = —k?) dostavame vzorec
pro plogny trojihelnika v hyperbolické roving Pr = k?(m — (a + B + 7)).
Protoze plocha trojuhelnika je automaticky kladné ¢islo, plyne z toho, Ze
soucet thld v trojuhelniku je zde mensi nez 7. A zaroven odtud plyne, Ze
se plocha trojuhelnika da vyjadrit pouze pomoci jeho thld a nejsou k tomu
potfeba délky stran, coz je opét véc euklidovské geometrii zcela cizi.



6 Zavérem

Uvedli jsme zde neeuklidovskou geometrii pomoci polorovinného modelu.
Dluzno fici, Ze tato geometrie lze znazornit i mnoha jinymi zptsoby, které
lze na sebe prevadét. Jen ve strucnosti, jednim z dalsich modeld je Poin-
carého kruhovy model, kde jako prostor P slouzi vnitfek kruhu a primky jsou
v8echny kruhové oblouky, kolmé na vnéjsi kruznici (jsou jen jednoho typu).
Tento model byl zpopularizovin M.C.Escherem v jeho obrazech, napt. Ci-
rcle limit IV, kde jsou vidét systémy piimek, a trojihelniky jimi urcéené jsou
nahrazeny andély a démony. Kazdy andél ma hyperbolicky stejné rozméry
a stejny plosny obsah.

Vidéli jsme mnozstvi fenoménti, které jsou vlastni hyperbolické geomet-
rii, jsou naprosto odlisné od euklidovského svéta a muzeme se tedy ptat, zda
ma tato geometrie néjaky redlny vyznam, zda se vyskytuje nékde v prirodé
(podobné jako sférickou geometrii vlastné pouzivame k popisu povrchu nasi
planety). Pfekvapivé je odpovéd ano — a dokonce to tusil uz Lobacevski,
a¢ nemél dost prostiedkt, aby to dokéazal. Lobacevski predpokladal, ze by
jeho geometrie (rozsifend do dimenze t¥i) mohla byt redlnou geometrii ve
vesmiru, i kdyz zjistitelna jen na obrovskych vzdalenostech, a snazil se to ur-
¢it vypoctem hlt mezi vzdalenymi hvézdami — nevypocital ovsem odchylku
vétsi, nez byla predpokladana chyba méreni.

Prilom prisel az s Albertem Einsteinem na zacatku 20. stoleti. Jeho
obecna teorie relativity je pfimo postavend na neeuklidovské geometrii (pfes-
néji na Riemannové geometrii, kterd je Sirokjym zobecnénim té Lobacev-
ského) a zhruba Feceno Fika, ze velmi hmotna télesa zakiivuji prostor kolem
sebe a to tak, Ze vypada jako kusy hyperbolického prostoru. Platnost obecné
teorie relativity byla jiz mnohokrat prokézana a vlastné se bez ni jiz dnes
neobejdeme: naptiklad systém GPS pouziva ve vzorcich k urcovani polohy
tzv. relativistickou korekci, kterd zapocitava rychlosti a vzdélenosti, v nichz
se pohybuji prislusné druzice okolo Zemé, a bez tohoto vypoctu by bylo
urc¢ovani polohy beznadéjné chybné.



Neeuklidovska geometrie aneb je rovnobézka vzdy
jen jedna?

Lukas Krump, MFF UK
Tlohy
1. Stred usecky na primce druhého druhu. Necht A, B jsou dva body
na primce druhého druhn. Najdéte podminku (vyjadrenon v euklidovskych
vzdalenostech). kterou musi splilovat stred tsecky AB (stred ve smyslu hy-
perbolické vzdalenosti). Popiste geometrickou konstrukei tohoto stredu. Po-

muze vam mocenost bodu ke kruzniei.



Neeuklidovska geometrie aneb je rovnobézka vzdy
jen jedna?

Lukas Krump, MFF UK
Ulohy
2. Preneseni vzdalenosti z primky prvniho druhu na primku
druhého druhu. Dokazte z definice hyperbolické vzdilenosti, ze na obrazku
plati d(AB) = d(EF) = d(CDy) = d(CD5). Pomiize vam veéta o stredovém

a obvodovém uhlu.




Neeuklidovska geometrie aneb je rovnobézka vzdy
jen jedna?

Lukas Krump, MFF UK
Tlohy
3. Kolmice k primce jdouci danym bodem. Je-li dana primka a
(prvniho nebo druhého druhu) a bod M. ktery na ni nelezi, dokazte, ze
existuje pravé jedna primka m, prochazejici bodem M a kolma na primku
a. Pro primku a prvniho drubu vam pomtize mocnost bodu ke kruznici.



Neeuklidovska geometrie aneb je rovnobézka vzdy
jen jedna?

Lukas Krump, MFF UK
Tlohy
4. Plocha sférického trojuhelnika. Uvazujme stéru (=povrch koule)
o polomérn r. Vite-li, Ze plosny obsah dvojihelnika D, daného ihlem a je
Pp,, = 2ar?, dokazte, ze plosny obsah sférického trojuhelnika T s vnitinimi
thly a, 8,7 je Pr=r%(m — (a+ B +7)).



