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Kuzelosecky a kvadriky ve skole i kolem nas

Aneta Mirova, MFF UK

1 Kuzelosecky

Kuzelosecka se da definovat nékolika zpusoby. Pro nés je nejvhodng&jsi tento
zpusob definice:

DEFINICE: Necht je dédna kvadraticka rovnice
az? + 2bxy + cy® +2dx +2ey+ f =0

, kde [a,b,c] # [0,0,0], potom mnozina vSech bodu X [z,y], jejichZ sourad-
nice vyhovuji této rovnici se nazyva kuZelosecka a rovnice se nazyva rovnice
kuZelosecky .

DEFINICE: Jestlize rovnici kuZzelosecky nevyhovuji redlné soutadnice zad-
ného bodu, budeme ji nazyvat formdlné redlnd kuZelosecka. V opacném piipadé
hovotime o bodové redlné kuzZelosecce.

PRIKLAD 1: KuZelosecka k : 22 4+ 1 = 0 je kuzelosecka formalné realn4,
protoZe neexistuje x € R, které by vyhovovalo této rovnici.

DEFINICE: Matici

f d e
d a b
e b ¢

nazveme matici kuZelosecky ax? + 2bxy + cy? + 2dx + 2ey + f = 0. Determinant

matice kuzelosecky budeme nazyvat determinantem kuzelosecky a budeme jej
znacit D.

PozNAMKA: Rovnici kuzelosecky muzeme popsat maticovou rovnici

f d e 1
lzy)- | d a b |- =z | =0
e b ¢ Y

PozNAMKA: Je-li hodnost matice kuzelosecky 3 (tj. D # 0), pak danou
kuZzelosecku nazyvame reguldrni . Je-li hodnost matice kuzelosecky 2 nebo 1 (tj.
D = 0), pak danou kuZelosecku nazyvame singuldrni nebo sloZenou.



1.1 Kuzelosecka a primka
Uvazujme kuzelosecku k : ax?+2bzy+cy?+2dx+2ey+ f = 0 a ptimku p uréenou

jejim bodem M [m, n] a smérovym vektorem  (u1, ug). Hledani spole¢nych bodu
(prusecika) kuzelosecky k a piimky p prevedeme na feSeni rovnice
a(m+t-u)>+2b(m+t-ur)-(n+t-ug)+cn+t-uy)’
+2d(m+t-u)+2e(n+t-uz)+ f=0

po upraveé

(a-u%+26~u1-u2+c-u§)2~t2+2[u1~(a~m+b~n+d)+u2~
(b-m+c-n+te)-t+a-m*+2b-m-nt+c-n*+2d-m+2e-n+f=0

Jedn4 se o rovnici s nezndmou t a s redlnymi parametry a, b, ¢, d, e, f. Po dofeSeni

této rovnice s neznamou t dostaneme pruseciky piimky s kuzeloseckou. Pokud
maé piimka s kuzeloseckou spole¢né tii rizné body, lezi cela na kuzelosecce.

PRIKLAD 2: Sestrojte prusecik kuzelosecky k : 2% —2xy—3y% —4x—6y+3 = 0
s pfimkou p: 5z —y — 5 =0.
RESENT: Resime soustavu dvou rovnic o dvou neznamych. Z rovnice pro

piimku p si vyjadiime y a dosadime do rovnice kuzelosecky k.

22 — 1022 + 10z — 7522 + 1502 — 75 — 42 — 302 — 30+ 3 = 0

202 —3x4+1 =0
1

171:1 l‘2:§

5

y1 =0 y2:*§

Kuzelosetka k a piimka p majf spolecné dva body A[1,0] a B [3, —3].

PRIKLAD 3: Sestrojte pruse¢ik kuzelosecky k : 22 —y?> +3z+y+2=10s
pfimkou p: z +y+5=0.

RESENI: ReSime soustavu dvou rovnic o dvou neznadmych. Z rovnice pro
pifimku p si vyjadfime = a dosadime do rovnice kuzelosecky k.

Y +2y+1-9*—3y—-3+y+2=0
3#0

Kuzelosecka k a pfimka p nemaji spoleény zadny bod.



1.2 Asymptotické sméry kuzelosecky

V této kapitole budeme mluvit o asymptotickych smérech kuzelosecky, nikoli o
asymptotach.

DEFINICE: Smér v roviné, dany nenulovym vektorem @ = (u,v), se nazyva
asymptotickym smérem kuZelosecky o rovnici ax?+2bxy+cy?+2dz+2ey+f = 0,
jestlize au? + 2buv + cv? = 0.

DUSLEDEK: Jestlize je jeden vektor nasobkem jiného vektoru, pak jsu tyto
dva vektory shodné. Proto mizeme za u zvolit libovolné &islo, dopocditat v a
timto dostaneme jednoho ze zastupct asymptotickych sméra.

PozNAMKA: Nékteré kuzelosecky asymptotické smérmaji a nékteré nemaji.
Nyni se podivame, kdy kuzelosecka asymptoticky smér bude mit:

au? 4 2buv + cv® = 0
au® 4+ buv + buv + cv® = 0
u(au + bv) +v (bu+cv) = 0
u(au+bv) = —v (bu + cv)
au + b v

bu + cv u
au+bv=-X v AeER

bu+cv =M AeR
z predchozich vztahu plati:

au+(b+N)v =0
u(b—A)+cv =0
Po vynasobeni prvni rovnice u (b — A) a druhé rovnice —au dostavame:
ab—Nu®+uv(b> =A%) =0
—au® (b—\) — acuv = 0
Tyto dvé rovnice muzeme secist uv (b2 -2 - ac), a protoze u # 0 a v # 0,
musi platit, ze —b% + A2 +ac = 0.
Nyni mohou nastat t¥i piipady:
o ac—b? > 0, takze neexistuje ), tj. neexistuje asymptoticky smér kuzelosecky

e ac—b? =0, takze A = 0, tj. existuje jeden asymptoticky smér kuzelosecky,
pro ktery plati au +bv =0 a bu + cv = 0.

e ac — b? < 0, takZe existuji A\; # Ao, tj. existuji dva riizné asymptotické
sméry kuzelosecky



PRIKLAD 4: Vypoditejte asymptotické sméry kuzelosecky k : 2x2 — day +
y? —2x+6y—3=0.

RESENT: Nejdiiv zjistime, kolik asymptotickych smérii bude zadana kuzelosecka
mit. 2 —4 < 0, takze kuzelosecka bude mit dva rizné asymptotické sméry. Tyto
sméry musi splitovat rovnici 2u? — 4uv + v? = 0, zvolime si v = 1 a dopocitame
u.

Zadana kuzelosecka ma dva asymptotické sméry (1 + %, 1) a (1 — ?, 1).

1.3 Stied kuZelosecky a singularni bod kuZelosec¢ky

DEFINICE: Bod X [z, y] budeme nazyvat stredem kuzelosecky, jestlize soufadnice
tohoto bodu budou feSenim soustavy rovnic:

axr+by+d=20
br+cy+e=0

DEFINICE: Bod M [m,n| budeme nazyvat singuldrnim bodem kuZelosecky,
jestlize soufadnice tohoto bodu budou feSenim soustavy rovnic:

am+bn+d =0

bm+cn+e =0
dn+en+ f =0

DUSLEDEK: KuZelosecka se singularnim bodem se tedy skladé ze dvou riaznobézek,
z jedné pfimky nebo pouze z tohoto singuldrniho bodu, a to podle toho, ma-li
dva asymptotické sméry, jeden asymptoticky smét nebp nemé-li zadny asymp-
toticky smér. Je-li kuzelosecka piimkou, je kazdy jeji bod bodem singuldrnim.

PRIKLAD 5: Najdéte stied, popi. singularni bod, kuzelosecky k : 222 —6xy+
5y2 — 2z +2y+1=0.

RESENT: Soufadnice stiedu kuzelosecky musi spliiovat rovnice:

20 —3y—1=0
—3x+o5y+1=0

Stfed méa soufadnice M|[2,1]. Aby byl stfed singularnim bodem, musi jeho

Bod M]|2,1] je singularnim bodem kuZelosecky k.



1.4 Singularni kuZelosecky

Singularnim kuzeloseckam se také nékdy iika kuzelosecky sloZené .
DEFINICE: KuZzelosecka, pro kterou se determinant matice kuzelosecky D
roven nule, se nazyva singuldrni kuZelosecka .

PozNAMKY: Klasifikace singularnich kuzelosecek:

o ac — b > 0, kuzelosecka nema zadny asymptoticky smér a sklada se z
jediného singularniho bodu

e ac — b? < 0, kuzelosecka ma dva asymptotické sméry a sklada se ze dvou
raznobéznych piimek, které se protinaji v singularnim bodé

e ac — b? = 0, kuzelosecka ma jeden asymptoticky bod a pro:

— af — d? = 0 se sklad4 z jedné pifmky
— af —d? > 0 je formalné realna,

— af —d? < 0 se sklada ze dvou rovnobé&znych piimek

PRIKLAD 6: Urdete o jakou kuZelosecku se jednd k : —6x2 — gacy +y? +
19z — 2y — 8 = 0.

RESENT: Nejdiiv si spocitame determinant matice kuzelosecky

-6 _5 19
4 2

D= *% 1 —-1/=0
L 1 -3

Kuzelosecka je singularni.
ac—b?> = —6 — % < 0 méa dva asymptotické sméry.
Vypocet asymptotickych sméri:
5
—6u? — iuv +v2 =0
u =1
5
2
——v—6=0
vt 5
3
v = —=
! 2
Vg = 4
Zadana kuZzelosecka ma asymptotické sméry ui = (1,—3) a up = (1,4).

Vypocet singularniho bodu:

5 19
—6r — —y = ——
TV T
5
—Zm—l—y:l
19
?x—y:8



Resenim této soustavy rovnic je bod M[12, 26].

110 11
Kuzelosecka k se sklada ze dvou piimek, které maji asymptoticky smér a
prochazeji singularnim bodem, tj. z pfimek:

dr—y—2=0
§x+ -4=0
gt YT

1.5 Regularni kuZelosecky

DEFINICE: Kuzelosecka, pro kterou neni determinant matice kuZzelosecky D
roven nule, se nazyva requldrni kuZelosecka .

PozNAMKA: O téchto kuzeloseckich vime, Ze neobsahuji pfimku.

PozNAMKY: Klasifikace regularnich kuzelosecek:

e ac — b? < 0, kuzelosecka je hyperbola

Hyperbola

Obréazek 1: Hyperbola

e ac — b? = 0, kuzelosecka je parabola



Parabala

Obrazek 2: Parabola

e ac — b? > 0, kuzelosecka nem4 zadny asymptoticcy smér a pro:

— a-D <0 je elipsa

Obréazek 3: Elipsa

— a-D > 0 je kuzelosecka formalné realna

PRIKLAD 7: Uréete o jakou kuzelosecku se jedna k : 222 + 4ay + 5y? — 62 —
8y — 100 = 0.

RESENT: Neprve si ovéiime jestli se jedna o regularni kuzelosecku:

100 -3 -8
D= -3 2 2 |[#£0
8 2 5

Zadana kuzelosecka je regularni.

ac—v*=2-5-22=6



Zadana kuZelosecka muze byt formélné realnd nebo elipsa.
a-D<0

Zadana kuzelosecka je elipsa.

1.6 Teény, asymptoty a polara kuZelosecky

DEFINICE: Te¢na je pfimka, kterd mé s kuzeloseckou spoleény jeden bod dotyku.
Na rozdil od priiseciku lezi v8echny okolni body kuZelosecky ve stejné poloroviné
urcené tecnou.

PozNAMKA: Tecna kuzelosecky muze byt nadefinovand riznymi zpisoby,
pro lepsi ndzornost si uvedeme nékolik piikladii:

-
/
Obréazek 4: Priklady tecen
Obrazek 5: Priklady pfimek, které maji s kuzeloseckou spole¢ny jeden bod a
nejsou tecny.

/
f

Te¢na prochézejici bodem M |[m,n|, ktery je bodem dotyku ma obecnou
rovnici (am+bn+d)x+ (bm+cen+e)y+dm+en+ f=0.

DEFINICE: Asymptotou nazveme piimku, kterd ma asymptoticky smér a
prochézi stfedem kuzelosecky.

PozNAMKA: Elipsa nemé zadné asymptoty, protoze neméa asymptotické sméry.
Parabola nema zadné asymptoty, protoze nemé stied. Jedina regularni kuzelosecka,
kterd mé asymptoty je hyperbola.



Obrazek 7: Polara.

Obréazek 6: Hyperbola a jeji asymptoty.

DEFINICE: Piimku (ar + bs + d) z+(br + ¢s + e) y+dr+es+ f = 0 nazveme
poldrou bodu RJr, s], jestlize bod R neni bodem kuZzelosecky.

PozNAMKA: Priseéiky polary bodu R a kuzelosecky jsou dotykové body
tecen vedenych z bodu R. Pokud polara bodu R nem4 s kizeloseckou zadny
spole¢ny bod, nelze z bodu R spustit ke kuZelosecce teény. Polaru bodu R
budeme znacdit pg.

DUSLEDEK: Lezi-li bod S na polafe bodu R, musi polara bodu S prochéazet
bodem R.

PRIKLAD 8: V bodé T[—1, 1] sestrojte te¢nu ke kuZelosecce k : 322 + 4ay +
592 — Tz — 8y — 3 = 0.

VYSLEDEK: Te¢na ma rovnici 9z + 2y + 7 = 0.

PRIKLAD 9: Z bodu R[0,0] spustte te¢ny ke kuzeloseéce k : 322 + Txy +
5y? + 4z + 5y +1=0.



Obréazek 8: Sdruzené sméry.

RESENT: Nejprve si odvodime rovnici polaru bodu R vzhledem ke kuzeloseéce
k.
Pr:2x+25y+1=0

Urcime pruseciky polary bodu R s kuZeloseckou k. (tj. feSime soustavu dvou
rovnic o dvou neznamych.)

Z bodu R muzeme ke kuzelosecce k spustit dvé tecny, jedna je urceta body
T, R a druhé tec¢na je uréena body T, R.
A maji obecné rovnice: t1 : 22+ 5y =0aty: 20 +y =0.

1.7 SdruZené sméry, sdruzené primeéry a osy kuzelosecky

Mg&jme dan smér @ = (u,v), timto mame danu i mnozinu pfimek tohoto sméru.
Neékteré z téchto primek budou seény kuzelosecky a budou ji protinat ve dvou
bodech.

DEFINICE: Stfedy v8ech takovych tétiv budou lezet na piimce, tzv. sdruzeném
priméru se smérem 4.

DEFINICE: Kolmym sdruzenym smérim kuzelosecky budeme fikat sméry os
kuZelosecky .

DEFINICE: Osou kuZelosecky nazveme piimku, ktera mé smér os a prochazi
stfedem kuzelosecky.

10



POZNAMKA: Protoze osy musi byt na sebe kolmé, musi spliiovat soustavu
rovnic:

pu = au + bv

pv = bu+ cv
kde p je fesenim rovnice | * b =0
, kde p ] v boe—pl|”

DEFINICE: Vrcholem kuZelosecky budeme rozumét priisecik kuzelosecky a os.

PRIKLAD 10: Sestrojte osy kuzelosecky a jeji vrcholy k : 222 — 122y — Ty% +
8x 4+ 6y = 0.

VYSLEDEK: Osy jsou 01 : x+2y—1=0ao09: —2x +y — 1= 0 a vrcholy
maji soufadnice [-1 — &v2,2 —L\2]a[-1 + &v2,2 + V2]

2 Kvadriky
DEFINICE: Necht je dana kvadraticka rovnice
az? + 2bxy + 2gx2 + cy® + 2hyz + j2° + 2dx + 2ey + 2kz + f =0

, potom mnozina vSech bodu X [z,y, 2], jejichz soufadnice vyhovuji této rovnici
se nazyva kvadrika a rovnice se nazyva rovnice kvadriky .

f d e k

. . d a b g

DEFINICE: Matice kvadriky : c b c h
kg h j

2.1 Klasifikace podle hodnosti matice kvadriky

PozNAMKA: Budeme fikat, ze kvadrika méa hodnost n, pokud matice kvadriky
bude mit hodnost n.

e Kvadrika hodnosti 2 je tvofena dvojici rovin.
e Kvadrika hodnosti 3 je kuZzelova nebo vélcova plocha.

e Kvadrika hodnosti 4 je regularni kvadrikou.

2.2 Piimka a kvadrika

Uvazujme kvadriku k : ax? + 2bxy + 2gxz + cy? + 2hyz + j2% + 2dx + 2ey +
2kz + f = 0 a pfimku p urcenou jejim bodem M [m,n,o] a smérovym vek-
torem @ (uq, ug, us). Hledani spoletnych bodu (prise¢ika) kvadriky k a p¥imky
p prevedeme na feSeni soustavy rovnic, podobné jako kdyz jsme hledali prusecik
piimky s kuZzeloseckou.

11



Pokud ma piimka s kvadrikou spole¢né t¥i razné body, lezi celd na kvadrice.

PRIKLAD 11: Sestrojte priisecik kvadriky k : 2% +2y—yz—>5z = 0 s piimkou
p=AB. A[-1,-2,-3], B[2,4,6].

VYSLEDEK: Kvadrika k a pfimka p maji spoletné dva body C[0,0,0] a
D[1,2,3].
2.3 Priimkové regularni kvadriky

Soucasti nékterych regularnich kvadrik miize byt piimka, tyto kvadriky nazyvame
primkovymi kvadrikami.

Hyperbolicky paraboloid.

Obrézek 9: Paraboloid jako pfimkova plocha.

Jednodilny hyperboloid.

Obrézek 10: Hyperboloid jako pifimkova plocha

12
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KuZelosecky a kvadriky ve Skole i kolem nas

Aneta Mirova
Piiklady

. Sestrojte prusecik pfimky r a kuzelosecky k v zavislosti na parametru p. r : z =
pok:x? -2y +22+3y—5=0.

. Pro kterd p,q € R je kuZelose¢ka k : x2 + 2pxy + y?> + 22 + 2qy — 3 = 0
singuldrni a ma jeden asymptoticky smér?

. Zbodu R[3, 4] spust'te te¢ny ke kuZelosetce k : 222 —dxy+y?—2x+6y—3 =0
a zjistéte body dotyku.

4. Urcete osy a vrcholy kuZelos¢ky k : 222 + 4xy + 5y? — 62 = 0.
. Ur&ete priseéik kvadriky k : 22 4+ 3y? — 22 + 1+ 22y — 42 + 22 = 0 s pifmkou
p=AB, AL, L ¥2] B[2,2,-3 - /2.

202772



Pfiklady na procviceni

. Sestrojte prisecik piimky p a kuzeloseCky k.p : o = —y — 1k : 22 —y? +
3r+y+2=0.

. Prokteré p € R se bude kuzelosecka k : p (22 + y2)+(1 + p*) ay+(1 4+ p) (z + y)+
1 = 0 skladat ze dvou riiznobéznych piimek?

. Z bodu R[0, 0] spust'te te¢ny ke kuzeloseCce k : 22 — 4oy —y?> +42—1=0a
zjistéte body dotyku.

. Urlete osy a vrcholy kuZelos¢ky k : 2 — 122y — 4y®> +5 = 0.

. Uréete prisecik kvadriky k : 222 — 3y? + 22 — 22y + 4 + 2z = 0 s pifmkou
p=AB, A[2,2,-2], B[-1, -1,1].



