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1 Ulozky logické versus matematické

Po svété se potuluji vselijaké logické hadanky — jak prevést vlka se zelim, jak rozdélit utvar na stejné
kusy, jak poznat spravnou zarovku, jak projit rychle tunelem, jak opékat topinky ¢i na kterou stranu
jede autobus. Radu téchto hadanek je mozné oznagdit i za hadanky matematické.

Mezi matematickymi a logickymi hadankami je zhruba ten rozdil, ze logické tlohy se mohou opirat
o takzvané chytaky. O néco, co v tloze neni jasné feceno, Fesitel si to neuvédomi, a tak se snazi marné
vyfesit néco, co ani feseni nemd. Tyto chytdky mohou vyuzivat i ,,vSeobecnych znalosti“, zZe lod je stéle
stejné ponofend, autobusy jezdi po pravé strané silnice, ¢i ze kdyz zarovka dlouho sviti, tak potom pali.

Zato obtiznost matematickjch hadanek v pochopeni zadani nespodivéa. Resitel matematické hadanky
presné vi, co se po ném chce. Jediny problém je ono feseni najit. Pokud zadani $patné pochopil, mize
se jednat spiSe o chybu zadavatele hadanky a ten ji rad opravi.

I zde probirané tilohy o poctivcich a lhafich budeme chapat jako matematické. To mimo jiné znamena,
ze nestaci Fict, kdo je poctivec a kdo 1haf, a ovérit, ze rikali, co méli. Je tfeba si také rozmyslet, zdali
tu nemuize byt i jiné feseni. Pokud totiz matematicka tloha nevybizi pfimo k nalezeni néjakého teSeni,
implicitné pfedpoklddame, Zze hleddme vSechna Feseni. Podobné, pokud zjistime (a dokézeme precizné
odtivodnit), Ze tloha nema FeSeni, jde o spravné vyfeSeni matematické tlohy.

Zda se, ze matematiky neni mozné zahnat do tzkych — bud najdou feSeni, nebo dokazi, ze zadné
neexistuje. Leda by existovala tloha, ve které neni mozné zadné feseni najit a soucasné neni ani mozné
prijit na to, ze neexistuje. Takové ,tlohy“ kupodivu opravdu existuji a povime si o nich néco ke konci
kurzu.

2 Vyrazime za poctivci a lhari

Na $irém mofti lezi jeden maly pozoruhodny ostrov — ostrov Logiky. Jen obc¢as na ostrov zavitaji turisté,
neni totiz prilis turisticky atraktivni. Jediné, co je na ném zajimavé, jsou matematicky pfresni obyvatelé,
a uznejte sami, kdo by plul tydny k nezajimavému ostrovu jen kvuli matematice?

Na tomto ostrové se obyvatelé déli na dvé skupiny, nékteii jsou tzv. poctivci a zbyli tzv. lhafi.
Poctivci fikaji vzdy pravdu, 1hafi vzdy lZou. Jinak jsou obyvatelé ,vSevédouci“, tedy kupiikladu védi,
ktefi obyvatelé jsou ktefi.

Uloha Potkaji se dva obyvatelé — Honza a Maté&j. Honza Fekne: ,Ale, ale, ... Alespoii jeden z nas je
lhar.“ Urcete, kdo mize byt Matéj.

Resend: Honzova véta budto plati, nebo neplati. Pokud by ale méla neplatit, znamenalo by to jednak,
7e Honza je Ihaf (protoZe §ifi bludy), a jednak, Ze oba dva jsou poctivci (protoZe ani jeden neni lhar).
Takova situace tedy nemohla nastat, tvrzeni je proto pravdivé a Honza je poctivec. Vime vsak, ze nékdo
z nich je lhafem, a musi to byt Maté;j.

Uloha Sedi takhle tii obyvatelé ostrova Logiky — Oliver, Roman a Ivan. Oliver: ,,Mezi nami neni ani
jeden poctivec. Roman: ,Mezi nami je pfesné jeden poctivec.“ Kdo je Ivan?

Uloha Cestovatel zavital na ostrov Logiky a vzal si jednoho obyvatele jako priivodce. Cestou potkali
dalsiho domorodce, inu vyslal cestovatel svého priavodce, aby se jej zeptal, zda je poctivcem, nebo lharem.
,Lvrdi, Zze je poctivec,” pfinesl zpravu privodce. Je privodce poctivec nebo lhar?

Uloha Turista potka dva obyvatele. Zepta se jich, zda je mezi nimi poctivec. Jeden z nich odpovi a
cizinec zné spravnou odpovéd na svou otdzku. Kdo je ten, ktery odpovédél, a kdo ten druhy?

Uloha Stojite na rozcesti, jedna cesta vede do vesnice Smrt a druh4 do vesnice Svoboda. U tohoto
rozcesti stoji rovnéz dva obyvatelé, jeden poctivec a jeden héf. Pomoci jedné otdzky s odpovédi ano/ne
zjistéte, kterd cesta vede do vesnice Svoboda.



Uloha V klubovné sedi pét obyvatelii ostrova Logiky: Mirek, Jarka, Jindra, Cervenacek a Rychlonozka.
Mirek prohlasi: ,Miizu Fict, ze Jarka miZe fict, ze Jindra mize ¥ict, Zze Cervenadek miize ¥ict, Ze Rych-
lonozka miize Tict, Ze je mezi nami sudy pocet lhaida.“ Muze byt Mirek 1hai?

Ndvod: Rozhodte libovolné povahy jednotlivym obyvatelim a urcete, zda je Mirkova véta pravdiva, nebo
ne. Déle si rozmyslete, jak se pravdivost zméni pfi zméné povahy nékterého z téchto obyvatel.

3 Vyroky a logické spojky

Ne u vSech vét dava smysl mluvit o tom, zda jsou pravdivé ¢ nepravdivé (fikdme tomu pravdivostni
hodnota). Tém, u kterych se to da, fikdme vyroky, v GeStiné se zpravidla jednd o véty oznamovaci —
kupiikladu ,,Véera prselo.“, ,Matfyz je prestizni fakulta.”, , Existuji mimozemstané.“ ¢i ,, Jsem egyptska
kralovna.“. Jiné vyroky miiZeme psat jazykem matematiky, napiiklad vyrok ,2* = 42“ plati, zatimco
vyrok 7+ 5 = 13“ neplati. Vyraz ,a? + b? = c*>* nemtizeme ani povazovat za vyrok, dokud nevime, co
je mysleno pod proménnymi a, b, c.

Miize se stat, ze chceme nakombinovat vice vyroka do jednoho, pfitom je potieba dat najevo, jak se
spocita pravdivostni hodnota slozeného vyroku na zakladé jednotlivych jednoduchych vyroktu. K tomu
slouzi takzvané logické spojky — opét se jedné i o nékteré spojky z Cestinarského pohledu, ale pouze o ty,
které se tykaji pravdivostni hodnoty. Za logickou spojku tak povazujeme ,a“, pripadné ,nebo“, avsak
uz nikoli tfeba ,nebot*.

Jako piiklad slozeného vyroku uvedeme ,Jestli 7+ 5 = 13, tak jsem egyptska kralovna.“ Ctenare
neznalého logickych spojek (pfedevsim implikace) by mohla pfekvapit skuteénost, Ze tento vyrok je
pravdivy.

Na nasledujicim obrazku najdete nejpouzivanéjsi logické spojky. Nahote je vzdy symbol logické
spojky, vlevo mozné hodnoty levého vyroku, vpravo mozné hodnoty pravého vyroku (kiiZek znamend
nepravdu, fajfka pravdu). V Sedé oblasti pak najdete hodnotu vysledného vyroku.

préavé tehdy, kdyz

Napriklad vyroku ,,Jestli 7+ 5 = 13, tak jsem egyptska kralovna.“ odpovida logicka spojka =-. Také
by bylo mozné tento slozeny vyrok formalné napsat jako

(7+ 5 = 13) = jsem egyptskd krélovna.

Hodnoty obou jednoduchych vyroku jsou nepravda, proto jako vyslednou hodnotu pouzijeme tu spodni,
coz je pravda.

Jako posledni zminime logickou spojku negace. Jedna se o formulaci ,,Neni pravda, ze ...“. Negaci
vyroku V pak znacime —V. Narozdil od ostatnich logickych spojek negace vyroky vlastné nespojuje,
protoze bere coby parametr pouze jeden vyrok.

Uloha Felix: ,Bydlim na pobfezi a jsem 1haf.“ Simon: ,Bydlim na pobieZi nebo jsem lhai.“ Bydli nékdo
z téchto Logic¢anti na pobtezi? A kdo jsou tito obyvatelé?

Uloha Jeden obyvatel fekl: ,,Tak jestli tady neni zakopany poklad, tak jsem lhaf.“ Je tento obyvatel
1ha¥? A je na ostrové Logiky zakopany poklad?



Uloha Sejdou se Igor, Luka$ a Michal z ostrova Logiky. Igor: ,Lukas je poctivec.“ Lukés: ,,Pokud je
Igor poctivec, tak je poctivec i Michal.“ Kdo je kdo?

Pomoci logickych spojek se da zbavit ptivodniho déleni na poctivce a lhafe. Kdykoli obyvatel o
fekne vyrok V, znamena to jen to, Ze plati vyrok ,obyvatel o je poctivec < V*“. Takto muzeme piefor-
mulovat 1ilohy, aby princip poctivcti a lhait nepotiebovaly. Napiiklad prvni tlohu v tomto dokumentu
preformulujeme jako ,,Honza je poctivec pravé tehdy, kdyz je Honza i Matéj lhar.«.

Ulohy typu ,;nékdo néco fekl“ nebyva problém tupé urozebirat. Po¢et moznosti, kdo je kdo, je roven
2", kde n znaci pocet pritomnjch osob.

Uloha Potkaji se David, Vojta a Saga z ostrova Logiky. David: ,Vojta je lhaf a Saga je poctivec.“ Vojta:
,Bud je David poctivec, anebo je poctivec SaSa a ja jsem lhar.“ SaSa: ,Vojta je Ihar a soucasné jsem
poctivec bud ja, anebo David.“ Kdo je kdo?

Resend: Oznacime si vyrok ,David je poctivec* jako D, vyrok ,Vojta je poctivec* jako V a vyrok ,Sasa
je poctivec” jako S. Zajiméa nas, pro které kombinace hodnot téchto vyroka plati vyrok

D& (=V)ANS) N Ve Da((=V)AS) N Se&((=V)ADaS)).

Tento vyrok oznacime X. Jednotlivé tfi ¢asti vyroku X vznikly prostym prepisem vét, které fikali jed-
notlivi obyvatelé, a pfidanim ekvivalence na zacatek s tim, ze je pronasel poctivec. V nasledujici tabulce
vyzkousime vSech 8 moznosti hodnot vyroka D, V', S a na zdkladé nich uréime hodnotu vyroku X . Kazdé
moznosti odpovida jeden fadek tabulky.
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Jediny pfipad, kdy X vysel pravdivy, je, kdyz vsichni tii jsou lhari. To je tedy jedinym feSenim
ulohy.
Uloha Na ostrové logiky se sesli Emil, Filip a Vilda. Emil: ,,Filip je poctivec nebo mam stejnou povahu

jako Vilda.“ Filip: ,,Emil s Vildou jsou poctivci.“ Vilda: ,Bud je Filip poctivec, anebo ja jsem lhar a
Emil poctivec.“ Kdo je kdo?

Uloha Setkali se Standa, Pavel a Milan z ostrova Logiky. Standa: ,Milan je poctivec a soucasné jsem
lhaf bud ja, anebo Pavel.“ Pavel: ,Mezi nami je alespon jeden poctivec a alespon jeden lhar.“ Milan:
y,otanda je poctivec a Pavel lhar.“ Kdo je kdo?

Uloha Pozadali jste tii obyvatele ostrova Logiky (Amose, Ivana a Oskara), af vAm o sobé néco feknou.
Zde jsou odpovédi: Amos: ,,Bud je Oskar poctivec, anebo jsem 1h&r ja i Ivan.“ Ivan: ,Oskar je 1har pravé
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tehdy, kdyz je soucasné Amos poctivec a ja lhar.“ Oskar: ,Ivan je lhaf a zaroven je Amos poctivec.” Kdo
je kdo?

Uloha Bez pouziti obratu ,,Co bys fekl, kdybych se zeptal ... “ zjistéte od obyvatele pomoci jedné otazky
(tedy otdzky na pravdivost jednoho vyroku), zda je na ostrové pfipojeni k Internetu.

Uloha Ve vesnici Ratata na ostrové Logiky obyvatelé namisto ,Ano“ a ,,Ne“ odpovidaji ,Bum® a ,,Cink“,
ale ne nutné v tomto poradi. Obyvatelé rozumi Cesky, tedy je mozné se zeptat naptiklad ,,Znamena cink
ano?“.

Zeptejte se ratatana na jednu otazku tak, abyste urc¢ité dostali odpovéd ,,Bum®.
Zeptejte se jiného ratatana tak, abyste zjistili, zda je poctivec.

Zeptejte se jesté jiného ratatana tak, abyste zjistili, zda je ten prvni poctivec.
Zeptejte se jesté jiného ratatana tak, abyste zjistili, co znamend ,,Cink*.

4 Spion na ostroveé

Jednou se stalo, ze na ostrov zavitali Spioni. Ti jsou k nerozeznani od pivodnich obyvatel, ale mohou
tikat, cokoli je napadne. V nasledujich ¢tyfech tlohach mate tii lidi na ostrové Logiky — Kubu, Frantu a
Pepu, ktefi jsou jsou v néjakém poradi poctivec, lhatr a $pion.

Uloha Kuba: ,J4 jsem poctivec.“ Franta: ,J4 jsem lhai.“ Pepa: ,J4 jsem $pion.“ Kdo je kdo?

Uloha Kazdého jsme se zeptali, ktery z nich je $pion. Honza s Frantou oznadili Pepu, jen Pepa oznadil
Honzu. Kdo je kdo?

Uloha Zeptali jsme se kazdého na otazku, kdo je Franta. Kazdy odpovédél jinak a ze ziskanych informaci
stale nebylo mozné jednoznac¢né urcit, kdo je kdo. Jak odpovédél Franta?

Uloha (The hardest logic puzzle ever) Na zakladé tif otazek s moznou odpovédi ,,Ano“ nebo , Ne“ uréete,
kdo jsou Kuba, Franta a Pepa. Pro kazdou otazku rozhodnete, kterému obyvateli ji polozite. Znéni otazky
a dotazovanou osobu miizete volit podle pfedchozich odpovédi. Je povoleno se ptat jednoho obyvatele
vicekrat (ale v takovém p¥ipadé se zas jiného nezeptate viibec).

Uloha Bylo by mozné vytesit predchozi tlohu s pozadavkem, Ze se kazdého smime zeptat pouze jednou?

Ndvod: Kolik je mozZnosti, jak jednotlivi obyvatelé odpovédi? Kolik je moznosti, jak rozdélit povahy
jednotlivym obyvatelim? Uvédomte si, Ze kazdému rozlozeni povah musi odpovidat dvé trojice odpovédi,
protoze si $pion mtze vybrat, jak odpovi.

5 Co je matematicka logika?

Matematika je véda, ktera narozdil od ostatnich nepfipousti dikazy ,,pozorovanim*. Pokud fyzik objevi,
7ze hmotné predméty se pritahuji, a potvrdi to hromadou experimentt, dale tomu véri a pocita s tim.
Pokud chcete o nétem presvédcit matematika, je provadéni experimentii zcela zbyteéné. Matematiky
nezajima, ze pravdépodobnost n&jakého tvrzeni je 99,999999%. Jediné dikazy, které matematici uznéavaji,
jsou takové, které se opiraji Cisté o logické argumenty. Takovymi argumenty muze byt napriklad:

e At V a W jsou jakékoli vyroky, plati V = (W = V). (logicky axiom)

e Mnozina vSech pfirozenych ¢isel obsahuje s kazdym ¢islem n i ¢islo n+ 1. (cca axiom teorie mnozZin)

e Méjme dva jiz dfive odvozené vyroky V a V = W. Na zdkladé nich odvodime W. (odvozovaci
pravidlo modus ponens)

e Pokud jsme zkusili pfedpokladat, ze vyrok V neplati, a dosli jsme k néjakému nesmyslu (jako tieba
5 > 6), odvodime, ze V plati. (dikaz sporem)

Vypisovat vSechny axiomy a odvozovaci pravidla tu nebudeme. Pokud matematik ¢te dukaz, ridi
se zpravidla spi§ svym zdravym rozumem nez tabulkou axiomti a odvozovacich pravidel. Je ale dobré
védét, ze existuje vSeobecné uznavana sada elementarnich tivah, na kterych je vybudovana témér celd
matematika.

Z pojmu matematickd logika muze laik nabyt dojmu, Ze se jednd o néjaké zadklady matematiky.
O néco, bez ¢eho &lovék pomalu ani nemfize myslet. Ze by se mélo jednat o jednoduchou a predevsim
logickou disciplinu. Tézko najit vétsi omyl.



Matematicka logika neni zéklad matematiky, nybrz ,matematika aplikovand sama na sebe“. Mate-
matickd logika pouzivd matematiku k tomu, aby manipulovala s formalnimi ,vétami“ a exaktné popiso-
vala, kterou posloupnost pismen povazujeme za vyrok ¢i kterou posloupnost pismen povazujeme za jeho
dikaz.

A pravé toto odkazovani sama na sebe vede k paradoxtim. Zac¢néme tieba prostym dotazem, zda
lhaF muze vyslovit vyrok ,Muizu Fict vyrok, ktery vznikne napsanim nésledujici véty dvakrat za sebe.
Mizu fict vyrok, ktery vznikne napsanim nésledujici véty dvakrat za sebe.“

Matematicka logika se sporu samoziejmé brani, takze vysledkem je néco, co je matematicky korektni.
Jen znac¢né neintuitivni.

6 Prijezd matematikt a nasledny blazinec

Tentokrat namisto Spiont pfijeli na ostrov matematici. Zatimco poctivci a lhafi pravdu znaji (jinak by
nemohli odpovidat), matematik pouze ¢erpé z dostupnych informaci a logicky odvozuje. Pokud napiiklad
matematik vidi dva obyvatele jako v prvni tloze (pfedpokliddejme, Ze matematici jsou od mistnich snadno
rozeznatelni), usoudi, Ze Honza je poctivec a Ze Matéj je lhaf. Matematik muze fikat pfesné to, co
je mozné dokazat, tedy to, co odvodi logickymi a matematickymi tvahami.

Pokud pro zménu matematik pouze slysi n€koho fikat ,Jsem poctivec”, nemiize o ném Fici nic
nového. Miize o ném vsak fikat ,On je bud poctivec, anebo 1har.“, ,Pokud je pravda, Ze je poctivec, tak
je poctivec.“, atd.

Mitize se zdat, ze oproti vSevédoucim poctivclim a lharim jsou matematici kone¢né trochu realisticti
a lidsti. Ptesto je lepsi se na matematiky divat spiSe jako na ,stroj na dikazy“, nez se do nich empaticky
vcitit.

Piedstavte si, Ze néjaky obyvatel (Spion, ktery tu ale nemé co délat) prohlasi: ,Jsem lhaf.“ Co v
takovém okamziku udéléd matematik? Uvédomi si, Ze je to podvod? Ze tento ¢lovék je pochybny? Nikoli,
dale ,logicky*“ odvozuje. Matematik prece ,,vi“, ze kazdy ¢lovék je bud poctivec nebo lhaf. Dostal spor
,»,S Nicim*.

V takovém okamziku ma matematik velmi mocny nastroj k dokézani ¢ehokoli. Naptiklad sporem:
,Pro spor piedpokladejme, Ze neplati Velkéd Fermatova vétal. No jo, ale tamhleten ¢lovék tvrdil, Ze je
lha¥. Z toho plyne, Ze neni Ihaf ani poctivec, a to je spor! Velkd Fermatova véta dokdzana!“ Uplné stejnym
zpusobem je takovy matematik schopen dokazat, ze Velkd Fermatova véta neplati, a miZe takto (stejné
jako $pion) Fikat zcela cokoli.

Definice Pokud je matematik schopny dokdzat kazdy vyrok (tedy i to, co neplati), fikdme o ném, ze se
zblaznil.

Predstavte si nyni nasledujici situaci. Na ostrové vedle sebe na laviéce sedi dva matematici, Hilbert
a Cantor. Hilbert pfesné zna (¢i je pfinejmensim piesvédéen, Ze znd) Cantorovo mysleni i vSechny infor-
mace, které Cantor slySel. Ve skutecnosti je ale Cantor $pion, ktery najednou zac¢ne ¥ikat tplné hovadiny,
takZe to vypada, ze se Cantor (coby matematik) zblaznil. Je to impuls pro Hilberta, aby se také zblaznil?

Vypada to, ze Hilbertova predstava ,Cantor je matematik Gplné stejny jako ja“ méla v Hilbertovi
vyvolat reakci ,,Jejdamane. Cantor se zblaznil, to znamena, ze objevil spor. Takze tu je né€jaky spor, na
zékladé kterého ja taky muzu fikat, co se mi zlibi. Jsem poctivec. Jsem 1haf. A vibec nejsem blazen, he
he.“ Tyto tvahy jsou spravné jen z pocatku. Hilbert opravdu odvodi, ze mize fikat cokoli. Mtize tedy
fikat i naptiklad ,Muzu Fict, Ze jsem poctivec. Mizu ¥Fict, Ze jsem 1haf.“ Akorat ani to mu (kupodivu)
nedovoluje opravdu cokoli fikat.

On ,vi“, Ze se zblaznil, to by ale byl spor jen za predpokladu, ze by umél dokazat, Ze se nezblaznil.
MiiZe se mu to podafit? Nemuze. Jestli nebyl blazen uz pfed tim, tak sice mé dokazanou zjevnou lez (to, Ze
se zblaznil), ale pfesto stale nemuize fikat cokoli. Jesté jiny matematik (Godel) totiz ptisel s nasledujicim
objevem.

Véta (O netplnosti) Z matematikt jen blazen miize prohlésit, Ze se nezblaznil.

Diikaz: Dozvite se na kurzu.

1 Velk4 Fermatova véta je slavny matematicky problém, jeho# ditkaz zabral mnoho let a mnoho stranek. Rika, Ze rovnice
z" 4+ y™ = 2" nema FeSeni v prirozenych ¢islech pro n > 3.



