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ABSTRAKT. Polynomy (které se éesky nazyvaji mnohocleny) maji velmi podobné vlastnosti jako celd ¢isla. D4
se tu uvazovat délitelnost, mnohoclen f(z) déli g(z), kdyz existuje mnoho¢len h(z), ze f(x)h(z) = g(z). Roli
prvocisel ndm pak prevezmou nerozlozitelné polynomy. Ukazeme si, ze i v mnohoclenech 1ze délit se zbytkem,
funguje jednozna¢ny rozklad na nerozlozitelné polynomy a miizeme pouzit Euklidav algoritmus k dokdzani
Bézoutovy véty.

Dale se na prednasce budeme zabyvat symetrickymi polynomy a ukazeme si, jak se daji elegantné pouzit pfi
feSeni nékterych polynomidlnich rovnic. Zajimava je také souvislost diskriminantt se symetrickymi polynomy.
Diskriminant mnohoélenu mizeme definovat i pro polynomy vyssich stupni nez 2. Ukazeme si, Ze to neni jen
nahodné ¢islo, které se zrovna vyskytuje ve vzorci pro feSeni kvadratickych rovnic, ale ze méa i mnohé dalsi
zajimavé vlastnosti.

Nakonec se budeme zabyvat vyuzitim polynomu v teorii ¢isel, budeme zkoumat nerozlozitelnost mnohoclent
nad celymi a racionalnimi ¢isly, pocitat s mnohocleny modulo prvocislo p a odvodime si né€které pékné vysledky
v klasické teorii ¢isel, jako napfiklad Wilsonovu vétu.

MNOHOCLENY A DELITELNOST MNOHOCLENT

Mnohoclenem (nebo také polynomem) nad R (resp. Q nebo C) myslime formélni soucet tvaru
f@) = ana” + ap_12" " + - +ao,

kde n je pfirozené ¢islo a a; € R (resp. Q, C) pro vSechna i = 0,1,...,n. Cisla a; nazveme koeficienty
polynomu a nejvétsi k takové, ze ar # 0, stupném mnoho¢lenu f, zna¢ime deg f. Navic poklddame
deg0 = 0o.! Clen ag nazyvame absolutnim clenem mnohoélenu f. Vsimni si, ze kazdé nenulové realné
(raciondlni, komplexni) ¢islo je vlastné polynomem stupné nula (0 je pak polynomem stupné o), tako-
vym mnoho¢lentm fikdme konstantni. Mnozinu vSech mnohoélentt nad R zna¢ime R[z], mnozinu vSech
mnohoélent nad Q zna¢ime Q[x] a podobné i mnoZzinu mnohoélend nad komplexnimi éisly zna¢ime Clx].

V definici mnohoclenu povazujeme x za abstraktni symbol, ktery umime sdm se sebou nasobit a séitat.
Naptiklad - 2 = 22 nebo = 4+ x = 2z. x je pro nas tedy nezndmd, se kterou se snazime poéitat, ackoliv
o ni viibec nic nevime.

Druhy pohled na mnohoc¢leny (ktery ale neni definici) je jako na funkce z redlnych éisel do redlnych
¢isel (resp. z Q do Q nebo z C do C), které hodnoté x ptifadi hodnotu souctu a,z™ +a, 12" 1 +- - +aq.
Tomuto budeme Fikat dosazovani hodnoty  do polynomu a vyslednou hodnotu budeme znaéit f(z), pro
konkrétni ¢islo tedy t¥eba f(2).

Je-li f polynom, pak redlné ¢islo a nazveme kofenem polynomu f, pokud plati f(a) = 0.

Polynomy mezi sebou umime nasobit a s¢itat. S¢itani je velmi jednoduché, prosté secteme prislusné
koeficienty polynomu (u ¢lentl, které se v jednom z polynomil nevyskytuji, povazujeme jejich koeficienty
za nulu), tj. je-li n > m, pak

(anx" +ap_1z" ao) + (bmxm + by ™ bo) =
= ap2" + -+ (@ + b)) 2™ + (@m—1 + bip—1) + - + (ao + bo)-

1Stupen nulového polynomu se obéas definuje i jako —1. Riizné definice reflektuji rtizné vlastnosti tohoto polynomu.
Vétsinou ale na konkrétni hodnoté tak nezalezi, dulezité ale je, ze deg0 # 0.

Typeset by ApS-TEX
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N4sobeni polynomi je trogku slozit&jsi. Dulezité je védét, jak se ndsobi 2™ a 2™, totiz ™ - 2™ = ™",
Zbytek je jen roznéasobeni zévorek. Tedy naptiklad
(22 + 22 +2)(2® — 20 +2) =

=222+ 2% (—220)+ 2% -2+ 22 22 + 22 (—22) +22-2+2 2%+ 2 (—20)+2-2 =

=at — 2% + 227 + 203 — 42 + dx + 2% — Az + 4 =2t + 4.
Obecné nasobime-li polynomy a,z™ +an_12" 4+ - +ag a bypx™ +bpy_12™ 1 + - - -+ by, tak dostaneme
mnohoélen (ktery budeme psat od absolutniho ¢lenu)

(anz™ + D TY L R ag) - (bpx™ + b1 z™ L4+ by) =
= aobo + (a0b1 + albo)x + (a0b2 + a1b1 + a2b0)$2 + (a0b3 + albg + a2b1 + agbo)x3 =+

Tedy koeficient u ¢lenu zj, v soucinu je
apbg + arbg—1 + agbg—2 + -+ - + axbo.

Cviceni. Vynasobte polynomy 22 + 2 +1, 22 —z +1a 22 — 1.
Resent. x5 —1.

Tvrzeni. Jsou-li f a g polynomy, pak plati

deg(f + g) < max(deg f,degg),
deg(f - g) = deg f + degyg.

Klicova pro nas bude definice délitelnosti mnohoclent. Délitelnost se definuje podobné jako v celych
¢islech, tudiz jsou vSechny vlastnosti délitelnosti polynomi velmi podobné jako u celych ¢isel. Proto k nim
budeme polynomy &asto pfirovnavat. Rikdme, ze polynom f déli polynom g, pokud existuje polynom h
tak, ze f(z) - h(z) = g(z), tuto skuteénost zapisujeme f | g.

Tedy napifklad plati z + 1 | 22 + 3z + 2, nebof 22 + 3z + 2 = (x + 1)(x + 2). Konstantn{ polynom
déli kazdy jiny a nulovy polynom je délitelny kazdym polynomem, nebot vzdy f -0 = 0. VSimné&te si, Ze
kdyz polynom f déli polynom g, tak deg f < degg a plati to dokonce i pro nulovy polynom.

Cviceni. Ukazte, ze polynom x2 + 1 déli polynom z% + 1.

Stejné jako celd ¢isla i polynomy mizeme délit se zbytkem, o tom hovoii nasledujici véta. Pro znéni
této véty definujme na chvili stupen nulového polynomu jako —1.

Véta. (déleni se zbytkem) Pro kazdé dva polynomy f a g existuji jednoznacné polynomy q a r takové,
ze degr < deg g a plati
f(z) = q(z)g(z) + r(z).

Tato véta ma jeden zajimavy a uziteny dusledek. Pokud budeme délit f mnohoclenem x — a, pak
zbytek r(z) bude stupné mensiho nez 1, tedy konstantni. Dostaneme tedy rovnost

f(@) =q(@)(x —a) +r,
kde 7 je konstanta. Navic dosadime-li do této rovnosti za x hodnotu a, dostaneme
fla) =qla)(a—a)+r=r.

Hledany zbytek je pravé hodnota polynomu f v bodé a. Shriime toto pozorovani v nésledujicim tvrzeni.

Tvrzeni. Je-li f libovolny polynom a a konstanta, pak existuje polynom q, Ze plati

f(@) = q(z)(z — a) + f(a).

Jinymi slovy konstantni polynom f(a) je zbytek polynomu f po déleni polynomem x — a.
Navic plati, Ze a je kofen polynomu f pravé tehdy, kdyz x —a | f.

Disledek. Kazdy mnohoclen f ma nejvyse deg f koreni.
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7 druhé casti tohoto tvrzeni je vidét, Ze pokud polynom g déli néjaky jiny, pak vSechny kofeny
polynomu g jsou i kofeny polynomu f. Protoze pro kazdy takovy kofen a plati x —a | g | f, tak
iz—allf.

Podobné jako v celych ¢islech i v polynomech definujeme nejvétsiho spoleéného délitele mnohoclent
f a g jako takovy mnohoclen h, ktery je spolenym délitelem f a g (tedy plati h | f a h | g) a navic
kazdy jiny spole¢ny délitel déli h (¢imz zaruéime, Ze h je ,nejvétsi“ ze spoleénych délitelit). Nejvétsiho
spolec¢ného délitele f a g znacime NSD(f, g).

Nejvétsiho spolecného délitele dvou polynomi mizeme spocitat Euklidovym algoritmem.

Cviceni. Spoctéte nejvétsiho spoleéného délitele polynomt z* + 23 + 322 + 22 + 2 a 2% + 22 — 2.
Reseni. Pouzijeme Euklidtv algoritmus, tedy budeme délit se zbytkem
ot a2 4327 420 + 2= (2 + 2% - 2) + (2% + 227 + 22+ 4),
ot 2% — 2= (z —2)(2® + 22% + 22 + 4) + (327 +6),

12
224227 + 2 +4= <3x+3> (322 +6) + 0.

Nejvetsi spoleény délitel je tedy 3x2 + 6, coz jesté miizeme zjednodusit pienasobenim 1/3 na z2 + 2.

Cviéeni. Necht m a n jsou pfirozend &isla a d jejich nejvétsi spoleény délitel. Spoctéte nejvétsiho
spole¢ného délitele polynomt z™ — 1 a ™ — 1.

Reseni. Kdyby n = m = d, pak ziejmé NSD(2™ — 1,2" —1) = 2" — 1 = 2™ — 1 = 2% — 1. Bez ijmy na
obecnosti tedy predpokladejme, ze n > m. Pak plati
2" —=1=z"""(@™ -1+ (""" - 1).

Tedy dostaneme, ze NSD(2™ —1,2™ —1) = NSD(z™ —1, 2"~ —1). Podivejme se, co se stalo s exponenty
u vedoucich koeficientti. Z dvojice (n,m) jsme dostali dvojici (m,n — m). Pokud stéle n — m > m,
miizeme tuto operaci zopakovat a dostaneme dvojici (m,n — 2m), ddle bychom dostali (m,n — 3m) atd.
Tedy podélime-li ¢islo n ¢islem m se zbytkem, bud ¢ podil a r zbytek, dostaneme dvojici exponentt
(m,n—qgm=r).

Dale budeme pracovat s polynomy z" — 1 a ™ — 1 stejné, jako jsme pracovali s piivodnimi polynomy.
Vsimnéte si, ze v exponentech u vedoucich koeficientii vlastné opakujeme Euklidiv algoritmus pro éisla
m a n, dostaneme se tedy nakonec ke dvojici (d,0), neboli k polynom@m z¢ —1a2°—-1=1-1=0,
jejichz nejvétsi spoleény délitel je ziejmé 2% — 1. Dokazali jsme tedy, Ze plati

NSD(z™ —1,2" — 1) = gNSPOmn) = gd 1,

e . . o o v o i o . n n—1
Cviceni. Jsou-li m,n pfirozena ¢isla vétsi nez 1, vyjadiete nejvétsiho spoleéného délitele 2" +22"  +1
m m—1
az? +227 41

Véta. (Bézoutova) Jsou-li f a g dva polynomy, pak existuji polynomy k a l, Ze plati
f(@)k(z) + g(z)l(x) = NSD(f, g)-

V celych ¢islech maji vyznamné postaveni prvocisla, a to diky tomu, ze kazdé ¢islo 1ze jednoznacné
zapsat jako soucin prvocisel. V polynomech prvocislim odpovidaji tzv. nerozlozitelné mnohocleny.

Mnohoélen f nazveme nerozloZitelngm (neboli ireducibilnim), pokud nejde netrividlnim zpisobem
zapsat jako soucin dvou mnohoclent, tedy neexistuji mnohocleny g a h, oba stupné mensiho nez f, Ze

f(x) = g(x) - h(z).
Tvrzeni. Pro nerozlozitelny mnohoclen f plati, Ze kdykoliv f | gh, pak f | g nebo f | h.
Nad redlnymi ¢isly jsou nerozlozitelné mnohocleny vSechny kvadratické trojéleny se zapornym dis-

kriminantem, vSechny linedrni mnohocleny a vSechny konstantni mnohocleny. Kromé téchto tam nejsou
zadné jiné, coz je dusledek slavné zakladni véty algebry.

Véta. (Zakladni véta algebry) Kazdy polynom stupné alespor 1 nad komplexnimi ¢isly méd komplexni
koren.

Dusledek. Kazdy mnohoclen stupné n s komplexnimi koeficienty ma v komplexnich cislech pravé n
korenti, pocitame-li je s nasobnosti.

Véta. (o rozkladu na nerozlozitelné mnohocleny) Je-li f nenulovy mnohoclen, pak existuje (aZ na
pofadi a prendsobeni konstantami) jednoznacny rozklad f na soucin nerozlozitelnych mnohoclent.
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FORMALN{ DERIVACE POLYNOMU A NASOBNOST KORENU

V této kapitole nas bude zajimat nasobnost kotfeni. Nejlepsi zptisob, jak definovat nasobnost korene,
je opfit se o tvrzeni, které ¥ikd, Ze a je kofen f(x) pravé tehdy, kdyz x — a | f. Tedy fekneme, Ze a je
kotfen f ndsobnosti pravé n, pokud (z —a)" | f a (x —a)" 11 f.

Pro zjistovani ndsobnych kofent bude uziteéné umét polynomy derivovat. My vSak nebudeme potie-
bovat derivaci, ktera udéva smérnici teény, misto toho si zavedeme vlastni, mnohem jednodussi, formélni
derivaci.

Formdln? derivaci mnohoélenu f = a,2" + ap_12" 1 + - - - + ap myslime mnoho¢len

' =napz""t + (n— l)an_lx"72 4+ -+ 1a;g.

Druhou derivaci myslime derivaci derivace, tj. f” = (f'), atd. n-tou derivaci zna¢ime f().
Lemma. Pro kazdé mnohocleny f a g plati
(f+9)=f+4d,
(f9) =g+ fd.

Diikaz. Prvné dokdZzeme tvrzeni o soudtu. Méjme polynomy f = ag + a1 + asx? + --- + ap,z” a
g = bo+ biw + box? + -+ + byz™ (n je vétsi ze stupit polynomt f a g, k polynomu mensiho stupné
pfidame nulové koeficienty). Pokud je nejdfive seéteme a pak zderivujeme, dostaneme

f49="(a0+bo) + (a1 + b1)z + (ag + b2)z® + - - + (an + by)2",

(f+9) = (a1 4+ b1) +2(az + b))z + - - +n(an + bp)a" .

Naopak spocteme-li si nejdiive derivace, mdme f’ = a; + 2a2x + -+ + nay,z” ! a podobné i ¢’ =
by + 2byx + --- + nb,z"!. Snadno se ovéii, ze soucétem téchto dvou polynomit opravdu dostaneme
(f +9)

Dokazat tvrzeni o soucinu derivaci bude trochu obtiznéjsi, zacneme pro ukazku se specidlnimi pripady
polynomu g. Pokud ¢ je konstantni, tj. ¢ = ¢ (pro né&jaké reélné ¢), pak ¢’ = 0 a chceme vlastné ukazat,
Ze (¢f)’ = cf’. To ovSem neni takovy problém. Rozmyslete si, Ze nezalezi, jestli koeficienty vynasobime
pred derivaci, nebo az po.

Dalsi specialni pfipad pro ukéazku je g = z. Tj. derivujeme polynom x f:

(zf) = (apw + a1z + - + anz" ™) = ag + 217 + 3azx® + -+ + (n + Dayz™ =
= (ap + a1z + -+ + apz™) + (a12 + 2a02% + - - - + na,x") = f +af =2’ f +af’.

Zbytek dikazu uz jen naznacime, nedéje se tu nic slozitého jen je potfeba si vSe dikladné rozepsat.
Podobné jako u soudinu zf miZzeme postupovat pii derivovani =¥ f, jen misto f vytkneme kz*"1f a
zbyde nam jako druhy séitanec z* f'.

Nakonec uz jen zbyva si uvédomit, ze kazdy polynom g je jen souctem (konstantnich) ndsobkii poly-

nomt 1, z, 22, atd. Tedy pouZijeme opakované pravidlo o derivaci sou¢tu a dostaneme kyjzené tvrzeni.
O

Lemma. Je-li n piirozené, pak plati ((z — a)”)/ =n(x—a)" L

Diikaz. Toto tvrzeni dokdzeme matematickou indukei podle n. Prvné je vidét, ze (x — a)’ = 1, coz je
tvrzeni pro n = 1. Déle predpoklddejme, Ze pro n — 1 tvrzeni plati. Pak

((z— a)”)l =((z—a)(z— a)”fl)/,
coz podle vzorce pro derivaci soudinu upravime na
(z—a)(z—a)" '+ (z— a)((a: - a)nfl)/ =(z—a)" '+ (x—a)- (n—1D(z—a)"%=n(x—a)",

pricemz v predposledni rovnosti jsme pouzili indukéni pfedpoklad. O

Tvrzeni. Je-li a kofen mnohoclenu f ndsobnosti n, pak a je koten vsech polynoma f, f”, ..., f(»=1.

Specialné ma-li f vicenasobny kofen, pak ma spolecny koren se svou derivaci.
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Diikaz. Budeme postupovat indukci pfes nasobnost kofene a. Je-li a kofen nasobnosti 1, nemame co
dokazovat. Necht tedy tvrzeni plati pro kofeny nésobnosti nejvyse n. A bud a kofen f nésobnosti n + 1,
ukéZzeme, Ze a je kofen nasobnosti n polynomu f’, pak uz bude vidét z indukéniho pfedpokladu, Ze a je

kofen (') = 7, ..., (f)"=0) = f00.
Vime, Ze a je kofen f néasobnosti n + 1, tedy f lze napsat ve tvaru f = (z — a)"*g, kde g je n&jaky
polynom. Zderivujme tedy tento zapis f

f=(@-a"g) =n+1)(e-a)"g+ (@ —a)" ¢ =(—a)"((n+1)g+ (x—a)),

tedy polynom (z — a)™ dé&li f’, coZ pfesné znamena, %e a je kofen f’ ndsobnosti alespoil n. O

Cviceni. Najdéte viechny vicendsobné (alesponi dvojnasobné) kofeny polynomu f(z) = 2% — V322 —
3+ 3V/3.

Reseni. Kazdy vicenasobny kofen je spoleény kofen polynom f a jeho derivace f’, spoétéme si tedy
nejdrive derivaci

f'(z) =322 — 2v/3z — 3.

Pfitom pro kazdy spoleény kofen a polynomt f a f’ musiplatit z —a | fix—a | f/, tedy z — a déli
i jejich nejvétsiho spolecného délitele, ktery spocteme Euklidovym algoritmem:

1 1 , -8
r)=|zr— —F= a:Jr—(o:—\/g)
r@)= (30 55) P+ 5
f'(@) = Bz + V3)(z - V3) +0
Tedy nejvétsi spoleény délitel f a f' je z — /3, jediny vicenasobny koren tedy je v/3. Navic umime urcit
i jeho nésobnost, kterd je pravé o jedna vy$si, nez ndsobnost tohoto kofene polynomu NSD(f, /'), tedy

v naSem pripadé jde o dvojnasobny kofen polynomu f.

SYMETRICKE POLYNOMY

Monomem o n nezndmych x1, X2, ..., T, rozumime ¢len tvaru
k1, ko En
ary'Ty® - xp,
kde a je realné (racionalni, komplexni, ... ) &islo a k; jsou nezdporn4 cela ¢isla pro i = 1,2, ...,n. Cislo
ki1 + ko + - - -+ k, pak nazveme stupnem tohoto monomu. Mnohoclenem o n nezndmych nazveme soucet
nékolika monomt o n nezndmych 1, x9, ..., x,. Mnohoclen f(x1,s,...,2,) nazveme homogenn,

pokud maji vSechny jeho monomy stejny stupen, tento stupen pak nazveme stupném homogenity f.

vvvvv

jak se nasobi monomy. Napiiklad pro dvé neznamé x a y definujeme souc¢in monomu jako
az™y™ - batyl = (ab)z"Trym T

Zajimat nas budou symetrické mnohocleny. Mnohoc¢len f o nezndmych x1, zo ... x, nazveme symet-
ricky, pokud pro libovolnou dvojici indextd ¢ a j = 1,2,...n se zdménou nezndmych x; a x; polynom f
nezméni. Specidlné polynom dvou neznamgych je symetricky, pokud f(z,y) = f(y, z).

Naptiklad polynom z?y + zy? o dvou nezndmych a polynomy 17223 a 3wy + 2323 + 2372 + 2373 +
r371 + 2371 o tfech neznamych jsou symetrické, ale polynomy 2% + 23 a 3wy + w323 + 2321 o tfech
nezndmych uz symetrické nejsou.

Vyznamné priklady symetrickych polynomu jsou tzv. elementdrni symetrické polynomy. Jsou to mno-
hocleny

01 =1 +22+ -+ Tp,

02 = T1%2 + +++ + T1Tp + T2T3 + -+ + T2y + -+ + Tn_1Tn,

03 = T122%3 + X1T2T4 + -+ + Tp—2Tn—1Tn,

Op = L1X2X3 Ty
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Tvrzeni. (Vietovy vztahy) Necht z1, xa, ..., x, jsou redlnd ¢isla, pak mnohoclen f(x) tvaru
flx) =2 —oz" ' +o02" 2 — - (=1)"0,
m4 pravé kofeny x4, xa, ..., x, (poitdme-li je s ndsobnosti).
Uloha. Reste soustavu rovnic
22y + xy? = 6,
T+xy+y=>5.

Reseni. Necht 07 = z + y a 0y = zy, pak zadané rovnice upravime do tvaru

0109 = 6,

O'1+O'2:5.

Tedy o a 09 jsou kofeny mnoho¢lenu f(x) = 22 — 5x + 6. Tento mnoho¢len m4 koreny 2 a 3 (mfizeme
naptiklad pouzit vzorec pro kofeny kvadratickych trojélent).

Mohou nastat dvé varianty. Prvné oy = 2 a 0 = 3. Pak x a y jsou kofeny trojélenu g(z) = 2 —2z+3,
ovSem diskriminant toho troj¢lenu je 4 —4 -3 = —8 < 0, tedy tato rovnice nemé feseni.

Musi nastat druh4 varianta o1 = 3 a 05 = 2. Tim dostaneme trojélen h(z) = 2% —3z+2 = (z—1)(z—2),
jehoz kofeny jsou é&isla = a y. Uloha ma tedy dvé feSeni: dvojicez =1, y=2ax =2,y = 1.

Tvrzeni. Je-li f(z1,x9,...,x,) symetricky mnohoclen, pak lze f vyjadiit jen pomoci elementarnich
symetrickych mnohod¢lent. Presnéji existuje mnohoc¢len g(oy,04,...,0,), Ze
g(o1,09,...,00) = f(x1,22,...,7p).

Dikaz. Neuveden.

Diky tomuto tvrzeni mtzeme podobné jako predchozi tlohu Fesit i mnohé dalsi, jejichz zadani je
zapsano pouze pomoci symetrickych polynomu. Uzite¢né k tomu bude znat nékolik vyjadreni nékterych
symetrickych polynomi.

Oznacme s, = z] +25+-- -+ . VSechny tyto polynomy jsou symetrické a jdou tedy vyjadrit pomoci
elementarnich mnohoclenti. Plati s; = o1, vzorec pro ss se jesté odvodi snadno

2 2
so=(z1+ x4+ -+ ) — 22129 — 201723 — -+ — 2Tp_12, = 07 — 209.

Pro ostatni se bude postupovat podobné, s, = o + *, kde z pfesného vyjadieni « pomoci symetrickych
polynomu dostaneme vyjadieni s,. Plati naptiklad

S3 = 0’% — 30109 + 903.

Situace se nam velmi zjednodusi, pokud budeme pracovat jen se dvéma nezndmymi x; a x, protoze
méame pouze dva elementdrni symetrické mnohocleny a také soucet (z1+ x2)™ se mnohem lépe umocriuje.
Zkuste si odvodit vztahy

S3 = 0':1)) - 30’102,

54 = 0F —40ioy + 202,
s5 = 0} — bovoy + 5o03.

Uloha. Reste soustavu rovnic
2° +y° = 464,

r+y=4.
Reseni. Oznaéme si 0y = x4+ y a 09 = zy, pro tyto symetrické mnoho¢leny plati stejné vzorce, co jsou
uvedeny vyse, specialné z° + y° = o} — bojoe + 5oyos. Uvédomime-li si, ze druhd rovnice ndm vlastné
fikd o1 = 4, zbyde nam jen dosadit do prvni, tj.
45 — 54305+ 5- 402 =42 - 29,
4-35—5-4%0y + 502 =0,
03 — 1609 + 28 = 0,
(02 —14)(02 —2) =0,
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coz je kvadratickd rovnice s nezndmou o2, kterd mé kofeny oo = 2 a 09 = 14.
V prvnim piipadé jsou tedy x a y kofeny kvadratické rovnice

a? —4a+2=0,

proto z,y = (4 £ /16 — 8)/2 = 24+ /2.

V druhém piipadé jsou x a y kofeny rovnice
o’ —4a+14=0,(a—2)? +10 =0,
kterd nemé zadné feseni.
Vysledkem jsou pouze dvojice 2 +1/2,2 —v/2 a 2 — /2,2 4+ V2.

Uloha. Dokazte, ze jsou-li a,b a c realna &isla takova, Ze a 4+ b + ¢ = 0, pak
a* + b* 4+ c* = 2(ab + be + ac)?.

Reseni.  Mnohoclen f(a,b,c) = a* + b* + ¢* je symetricky v nezndmych a, b a ¢ stupné 4. D4 se tedy
zapsat pomoci elementarnich symetrickych mnohoclenti, pfiCemz nam staci uvazovat jen takové souciny
symetrickych mnohoclenti, které dohromady maji stupen 4. Uvédomme si, Ze o; méa stupen 1, oo ma
stupeni 2 atd. Vime tedy, Ze existuji redlnd ¢isla «, 3, v a 4, Ze

f = aosoy + Boyo? + yos 4 0.
Navic pro zadana ¢isla a, b a ¢ plati o1 = 0, tedy nenulovy je jen tfeti clen a vime, ze
a* + b* + ¢* = y(ab + be + ac)?.

Zbyva uz jen dopocitat koeficient -, ale ten spocitame z libovolného dosazeni, které spliiuje o1 = 0,
tedy napiiklad a = b =1 a ¢ = —2. Plati tak

P41t 42t =91 141 (=2) +1-(-2))%,
18 = 9,

odkud uz je vidét, ze v = 2.

DISKRIMINANTY

Mnoho¢len f nazveme monickym, pokud je jeho vedouci koeficient 1, tj. f je tvaru
f=z"4+ap 12"+ +a.

V této kapitole se budeme zabyvat monickymi mnohocleny, protoze se pro né vztahy pro diskriminant
zjednodusi. Pfitom kazdy polynom g je (redlnym) nasobkem jednoznaéného monického polynomu f,
budeme-li tedy definovat diskriminant g, definujeme ho jako D(g) = D(f).

Diskriminant se asi poprvé objevil ve vzorci pro kofeny kvadratické rovnice. Je to kvantita prifazend
kvadratickému polynomu f = 22+bx+c, ktera reflektuje nékteré vlastnosti jeho kofenti. Jedna z takovych
vlastnosti je tfeba nasobnost. Vsimnéte si, ze kvadraticky polynom f mé dvojnésobny kofen praveé tehdy,
kdyZ je diskriminant nulovy. Vskutku, je-li totiz D(f) = 0, pak ze vzorct pro kofeny dostavame

—b+vD —-b++0 b
€T = = = ——
1,2 2 2 2’

a tedy 1 = 9 = —b/2.

Diskriminant Ize ovSem prirozené definovat i pro polynomy vyssich stupnt. Musime ale zacit s jinou
definici nez D(f) = b? — 4ac. Nechf f je kvadraticky monicky mnohoclen s kofeny x; a xo, definujeme
diskriminant f jako

D(f) = (z1 — x2)*.
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Vsimnéte si, ze diky druhé mocniné v definici diskriminantu je diskriminant symetricky mnohoclen
v nezndmych x; a s, tedy lze vyjadrit jen pomoci elementarnich symetrickych polynomt o1 = x1 + 22
a 09 = x129. Vskutku

D(f) = (z1 — 22)% = (z1 4 2)? — 4z129 = 07 — 40y.

Kdyz si nakonec uvédomime, ze o1 a oy vlastné odpovidaji koeficientiim polynomu f (z Vietovych
vzorctt), dostdvame, Ze pro kvadraticky trojélen 2% + bz + ¢ plati

D(x? +bx + ¢) = (=b)? — 4c = b* — 4c.

Timto vzoreckem pak mizeme diskriminant rozsitit na vSechny monické kvadratické mnohocleny, pricemz
jeho puvodni vyznam zustava nezménén.

Navic je z definujiciho vztahu vidét, Zze kdykoliv méa f dva kofeny, je D(f) nezédporny, nebot je druhou
mocninou realného éisla, a D(f) = 0, pravé kdyz tyto dva kofeny splyvaji.

Podivejme se, jak by Sel z na$i definice diskriminantu rychle odvodit vztah pro kofeny kvadratického
trojélenu. Resime vlastné soustavu rovnic

T+ xo = 7b,

1Ty = C,

pii¢emz z téchto dvou rovnic jsme uz odvodili, ze D(f) = (z1 —x2)?. Tedy zndme druhou mocninu rozdilu
a zaroven i soucet Cisel 1 a z5. Predpokladejme navic, ze x1 > xo, pak pfi¢tenim vztahu z; — xo = VD
k prvni ze zadanych rovnic (resp. ode¢tenim) dostaneme, ze 2zq = —b + VD a 2xy = —b— /D, z &hoz
plyne kyzeny vzorec

~b+vD

T1,2 = 9

Jak to ale bude vypadat pro polynomy vyssich stupnii? Je-li f mnohoclen stupné n, ktery méa koteny
1, T2, ... , T, pak definujeme diskriminant f jako

D(f) = (z1 — 1‘2)2(3?1 - $3)2 co(Tp1 — 9Cn)2,
tedy jako soucin druhych mocnin rozdilti vSech dvojic kofeni. Pro polynomy stupné 3 ndm toto dava
D(f) = (z1 — 22)* (21 — 23)* (w2 — 23)%.

Stejné jako v kvadratickém priipadé je D(f) symetricky v nezndmych x1, 3, ... x,, protoze kdyz
prohodime libovolné dva kofeny, tak se ndm hodnota diky druhym mocnindm nezméni, maximalné se
prohodi nékteré zavorky. Diskriminant polynomu lze tedy vzdy vyjadrit pomoci elementarnich symetric-
kych mnohoclent, které diky Vietovym vztahtim souvisi s koeficienty polynomu.

Diky tomu muzeme diskriminant vyjadfit jen pomoci koeficient polynomu f. Pak definujeme diskri-
minant i pro polynomy, které nemaji n kofeni, pravé timto vzoreckem.

Spocteme si napiiklad diskriminant polynomu 2® + ax + b, coz je polynom stupné 3, ktery nema
kvadraticky ¢len. Z Vietovych vzorci mame o1 = 21 + 22 + 23 = 0, 03 = T129 + 2223 + 123 = —a a
03 = X1T2Xx3 = b.

Prvni véc, které si v§imneme, je, Ze mnoho¢len D(f) v nezndmych x, x5 a x3 je homogenni stupné
6. Navic nebot o; = 0, chceme D vyjadiit pouze pomoci o3, ktery je homogenni stupné 2, a pomoci o3,
ktery je homogenni stupné 3. Proto aby nam sedély stupné mnoho¢lentd, musi byt vyjadieni D tvaru

D(z® + ax 4 b) = aol + Bo3,

protoze zadnym smiSenym ¢lenem nemuzeme dostat polynom stupné Sest, nebot stupen takového ¢lenu
je 2k + 3l, kde k je exponent u oo a [ exponent u o3 a k,l > 0, timto zptsobem ale nelze vyjadfit ¢islo
6. Navic mocniny nesmiSenych ¢lent jsou jasné, nebot musime zachovat stuperi.

Hledany vzorecek musi fungovat pro vSechny trojice kofent x1, z2 a x3, mizeme tedy pomoci kon-
krétnich hodnot najit koeficienty o a 8. Naptiklad dosazenim x; = 1, x3 = —1 a 3 = 0 dostaneme ze
symetrickych mnohoclenti jediny nenulovy oo = —1, plati tedy

—a=D(@* 1) =(-1-1)>*~-1-0)*1-0) =4,
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z ¢ehoz dostavame, ze a = —4.
Dale dosazenim 1 = x5 = 1 a x3 = —2 dostaneme o1 =0, 09 = —3 a 03 = —2, tedy

—27a+48 = D(z® + 32 —2) =0
a dopoéitame koeficient 5 = 27« /4 = —27. Plati tedy
D(z® + ax +b) = —4a® — 2702
Cviéeni. Bud a # 0. Rozhodnéte, zda nésledujici mnohoéleny maji vicendsobny koten:
a:2+2ax, 22 —3x+2 a 2¥+dx+dd.

Reseni. Diskriminant polynomu z2 + 2ax je 4a?, coz je nenulové ¢islo diky tomu, Ze a je rizné od nuly.
Prvni z polynomi nemé vicendsobné koteny.

Diskriminant mnoho¢lenu 23 — 3z + 2 je z vySe odvozeného vzorecku roven —4 - (—=3)% — 2722 =
4-27—27-4 = 0. Tento kubicky troj¢len mutze mit vicenidsobny kofen, opravdu snadno ovéfime, zZe
23 =3z +2=(z — 1)%(z + 2), tedy &islo 1 je dvojnasobny koten.

Posledni ze zadanjch mnohoé¢lenti mé diskriminant roven —4a® — 27a% = —31a%, coZ je opét nenulové
¢islo, takze ani tento mnohoclen nemé vicenadsobné koteny.

Uloha. Ukaizte, ze diskriminant polynomu (22 + 1)2 je 0, aviak tento polynom nemé 74dné realné
kofeny, specidlné tedy nema ani vicenasobné kofeny.

Uloha. Reste v realnych é&islech
2® — 61 —4V2 = 0.

Reseni. Spoéteme-li si diskriminant tohoto polynomu, dostaneme
D=—4-(—6)—27-(—4V2)? =4-6> - 2725 =,

tedy polynom 2 — 62 —4+v/2 ma dvojnéasobny kofen. Oznac¢me si ho a, posledni kofen tohoto mnohoélenu
oznac¢me b. Z Vietovych vztahi plati

2a+b=0,
a? + 2ab = —6,
a’b = 4V/2.
Vyfesme tuto soustavu rovnic. Z prvni rovnice vidime, Zze b = —2a, dosadime-li do posledniho vztahu,

méame —2a® = 41/2, proto a® = —2v/2 a a = —v/2, b = 2¢/2. Rovnice mé dva realné koreny, dvojnasobny
—1/2 a jednonasobny 2v/2.

Uloha. Dokazte, Ze diskriminant polynomu f stupné 3 je kladny, pravé kdyz mé f tfi rtizné realné
kofeny.

Reseni. Ukazme nejdiive, Ze kdyZ ma polynom f stupné 3 tii r@izné reilné koieny a, b a c, tak ma
kladny diskriminant. To je ale ihned vidét ze vztahu

D(f) = (a=b)*(b—c)*(a —c)?,

nebot vSechny t¥i séitance jsou druhé mocniny nenulovych realnych éisel.

Naopak necht f mé kladny diskriminant. Pak vime, Ze f nemé dvojnasobny kofen. Pfedpokladejme
pro spor, Ze f nem4 tfi redlné koreny. Takovy polynom mé ovSem v komplexnich ¢islech pravé tii kofeny,
z nichz jeden je readlny a dva jsou komplexné sdruzené. Oznac¢me si je postupné ¢, a + bi a a — bi a
spoc¢téme diskriminant polynomu s témito kofeny

D(f) = ((a+bi)—(a—bi))? (c—(a+bi))* (c—(a—bi))? = (2bi)* (c—a—bi)>(c—a+bi)* = —4b*((c—a)’+b?).

Tento vyraz je pro realna a, b a ¢ zfejmé nekladny.

Uloha. Spoctéte diskriminant mnohoélentt z* + ax + b a x° 4+ ax + b. DokéZete odvodit vzorec pro
diskriminant mnohoc¢lenu =™ 4 ax + b pro n > 1 pfirozené?
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PoLyNOMY NAD Z A Q

Mmnohoclenem nad Z myslime takovy mnohoclen nad @, jehoz koeficienty jsou celd ¢isla. Mnozinu
v8ech mnoho¢lent nad Z znacime Z[z].

Vsechna tvrzeni o polynomech, kterd jsme uvadéli v pfedchézejicich kapitolach, plati beze zbytku pro
polynomy nad Q, R a C, s celymi ¢isly vSak mame jeden problém — nemtzeme jen tak délit mnohocleny
se zbytkem. Napiiklad podil 22 + 1 a 2z + 1 nem4 celo¢iselné koeficienty, nebot

9 1 1 5
=+ 1= (296 4) (2x+1)+4.
Deélit se zbytkem muizeme bez problému jen monickymi polynomy.

V polynomech nad celymi ¢isly tedy neplati véta o déleni se zbytkem, Bézoutova véta ani véta o jedno-
znacném rozkladu na nerozlozitelné mnohocleny, tak jak jsou napsany v predchozich kapitolach. Nastésti
ale vzdy mutzeme pocitat s mnohocleny nad Q, a tak si zarucit platnost téchto vét.

Pfipomerime, Ze polynom f € Z[z]| je nerozloZitelny pokud neexistuji polynomy g,h € Z[z], kazdy
stupné alesporni 1, takové, ze gh = f.

Véta. (Gaussovo lemma) Je-li f € Z[z] nerozlozitelny polynom nad Z, pak je také nerozlozitelny jako
polynom nad Q.

Mame-li polynom nad @, mizeme ho snadno upravit na polynom s celo¢iselnymi koeficienty tak, ze ho
vynasobime nejmensim spoleénym nasobkem citatelti jeho koeficienti. Gaussovo lemma tak jde pouzit
i pfi diikazu nerozlozitelnosti polynomu s racionalnimi koeficienty.

Véta. (Eisensteinovo kritérium) Necht f = a,a™ + a,_12" " + - + ag je polynom s celo¢iselnymi
koeficienty a necht p je prvocislo takové, ze p | a; pro kazdé i = 0, 1, ..., n — 1 (tedy p déli vSechny
koeficienty kromé prvniho), p{ a, a p?{ ag. Pak je mnohoclen f nerozlozitelny nad Q.

Uloha. Dokaite, Ze je-li p prvoéislo, je mnoho¢len 2P~ + 2P~2 + - .. + 1 nerozlozitelny nad Z.
Reseni. Oznaéme si f(r) = 2P~ +2P~2 + ...+ 1 a viimnéme si, Ze (z — 1) f(z) = 2P — 1. Budeme chtit
pouzit Eisensteinovo kritérium, ale nemtiZzeme ho pouzit pfimo, nebot Zadny koeficient neni délitelny p.
Udélame tedy krok stranou, je-li mnohoc¢len f(x) rozlozitelny, pak je rozlozitelny i mnohoclen f(x + 1)

(staél do rozkladu dosadit « + 1 za x).
Pfitom zf(z + 1) = (x + 1)P — 1, tj.

P +prP 4 (PP 24 ... 4+1—1
flz+1)= P ) =aP 4 paP 2 4 (g>x”3+~'+ (pr):z:+p.

X

Absolutni ¢len mnohoclenu f(x) je p, tedy prvni podminku Eisensteinova kritéria méme splnénou (p | ag,
ale p? 1 ag), stejné tak je rovnou vidét, ze p { a, = 1. Zbyva nam ukazat, ze p déli vSechny ostatni
koeficienty polynomu f(z + 1).

Koeficienty polynomu f(x + 1) jsou kombinaé¢ni ¢isla tvaru (z), kde k =1,2, ..., p— 1. Ukdzeme, Ze
tato kombinacni ¢isla jsou pro prvocislo p vzdy délitelna p, plati totiz

() = womn

Pritom p déli ¢itatele tohoto zlomku, ale nikoliv jmenovatele, protoZze ve faktoridlu nasobime jen ¢isla
mensi nez p, tedy p nedéli zadné z téchto ¢isel, ale p je prvocislo, takze nemtize délit ani jejich soucin.

Nasledujici tvrzeni je uzitecné k hledani vSech racionalnich kofeni mnohoclenu nad Q nebo Z.

Tvrzeni. Mai4-li mnohoélen f = apx™ + ap_12" "1 + - - - 4+ ag celociselné koeficienty, pak pro kazdy jeho
raciondlni kofen x1 = p/q, kde p a q jsou nesoudélnd celd ¢isla, platip | ag a q | ap.

Uloha. Ukaite, 7e je-li f € Z[x] mnoho¢len stupné 3, ktery nema koten v Q, pak je ireducibilni nad Z,
a najdéte rozlozitelny mnohoclen stupné 3, ktery nemé koren v Z.

Reseni. Podivejme se nejprve na prvni ¢ast. Bud f(x) polynom stupné 3, ktery je rozlozitelny v Z.
Ukazeme, ze f ma racionalni kotfen. Plati

f(x) = g(x) - h(),
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kde g(z) a h(z) jsou mnoho¢leny nenulového stupné. Porovnadme-li stupné na levé a pravé strang, zjistime,
Ze jedinad moznost pro stupné g a h je, ze jeden z nich ma stupenn 1 a druhy 2. Tedy plati

f(x) = (az + b)(ca® + dx + e),

pak ale racionalni ¢islo —b/a je kofenem mnohoélenu f, nebot po dosazeni vyjde prvni zévorka nulova.
Abychom splnili druhou ¢ast, sta¢i ndm najit mnohoclen, ktery ma racionalni necelociselny kofen a
mé celociselné koeficienty, a pak najdeme jeho rozklad. Zvolme t¥eba kofen 1/2 a polynom

filz) = (:z:—;) (I2+1):z3—%x2+x—%.

Tento mnohoc¢len ovSem nemad celociselné koeficienty, ale to snadno napravime piendsobenim dvéma
_ — 9.3 2
fl@)=2f1(z) =22° —a* + 2z — L.

Nakonec ndm zbyva ovérit, Ze f nema celociselny kotfen. Takovy kofen a by musel byt délitelem abso-
lutniho ¢lenu mnohoélenu, tj. a | 1. Mame pouze dvé moznosti +1. Dosazenim ovéfime, ze f(1) = 2 a
f(=1) = —6. Opravdu f nem4 celo¢iselny koten, pritom se rozklada jako (2z — 1)(z% + 1).

Nakonec uvadime jedno tvrzeni o polynomech nad celymi ¢isly, které lze vyuzit v klasické teorii Cisel.
Véta. Jeli f € Z[z], n € N a plati-li pro celd ¢islaa ab, Zen | a — b, pak n | f(a) — f(D).
Cvi€eni. Najdéte mnohoclen f nad Z|x], ktery spliiuje f(3) =15 a f(7) = 17.
Reseni. Takovy mnoho¢len neexistuje. Zdiivodnime to vySe zminénou vétou pro éisla 3 a 7. Plati 4 |
7 — 3 = 4, pro hledany mnoho¢len by tedy muselo platit 4 | f(7) — f(3) = 17 — 15 = 2, coz neplati.
PoLyNOMY NAD Z,,

V této kapitole budeme pracovat s polynomy nad celymi ¢isly, s jejichz koeficienty budeme pocitat
modulo prvodislo p.

Necht p je libovolné celé ¢islo (typicky prvocislo). Rekneme, ze dvé cela ¢&isla a a b jsou kongruentni
modulo p, pokud p | a — b. Tuto skutec¢nost zapisujeme a = b (mod p).

Tvrzeni. Cisla a a b jsou kongruentni modulo p, pravé kdyz davaji stejny zbytek po déleni p.

Diikaz. Predpokladejme nejdiive, Ze a a b davaji stejny zbytek po déleni p, tedy a = ¢1p+r a b = gap+r.
Paka —b= (qup+7) — (@ep+7) = (1 —q@)pap|a—b.

Necht naopak a = b (mod p) a necht r1 a ry jsou zbytky a ¢; a g2 podily po déleni a a b ¢islem p.
Plati

pla—b=qp+ri—qp—r2= (g —q)p+ (r1 —r2),

a protoze p déli prvniho s¢itance, déli i druhého, tedy r; = ro (mod p). Ptitom 71, 7o < p, tedy —p <
r1 —rgo < p, ale v tomto rozmezi je jediny nasobek p, totiz 0. Dostavame, co jsme chtéli, r;1 —ry = 0. |

Véta. (Mald Fermatova) Je-li p prvocislo a a celé ¢islo takové, Zze a # 0 (mod p), pak plati
a?” ' =1 (mod p).

Definujme mnozinu Z,, jako mnozinu vSech zbytki po déleni prvoéislem p, tj. {0,1,...,p — 1}. Navic
na této mnoziné budeme jesté uvazovat operace +, a -, tak, aby platilo

a+pb=a+b a a-,b=ab (mod p).
Tato volba je jednozna¢nd, nebot jsme se omexzili jen na mnozinu zbytkii modulo p. Pokud nebude moci
dojit k zaméné, budeme pro strucnost psat operace +,, a -, jen jako + a -.

Tvrzeni. Pro kazdé nenulové a € Z, existuje jednoznacné b € Z,, ze ab = 1. Toto b budeme znacit
1/a.

Diikaz. Necht a € {1,...,p — 1}. Pak speciélné a je nesoudélné s p, nebot p je prvocislo. Z Bézoutovy

véty tedy existuji celd éisla b’ a n takova, ze

ab’ +np = 1.
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Zvolme za b zbytek b’ po déleni p, tedy b’ = gp + b. V celjch &islech plati
ab=a(t/ —qp) = —aqp +ab' = —aqgp —np+1 = —(aqg+n)p + 1.

Tedy zbytek ab po déleni p je pravé 1 a plati a-, b = 1. Tim jsme dokézali existenci. Zbyva jednoznacnost.
Jsou-li by a ba dva takové zbytky, pak pfendsobenim rovnosti a-,bs = 1 ¢islem b; dostaneme by -pa-pby =
b1. Obdobné také b1 ‘p @ p b2 = bg, tedy b1 = bg. U

Nad Z, definujeme mnohocleny stejné jako nad ostatnimi obory. Dilezité je, Ze diky déleni se nam
tyto polynomy chovaji tak pékné jako polynomy nad R nebo Q, specidlné je mtizeme délit se zbytkem,
aniz bychom se omezovali na monické polynomy, a mame vétu o jednoznac¢ném rozkladu na nerozlozitelné
mnoho¢leny. Mnozinu v§ech mnoho¢lent nad Z, znac¢ime Zy[z].

Véta. (Wilsonova) Necht p > 1 je celé ¢islo. Pak p je prvodislo pravé tehdy, kdyz
(p—1I=-1 (mod p).

Diikaz. Implikace, Ze je-li n slozené, tak (n—1)! £ 1 (mod n), je jednoduch4. Slozené ¢islo m4 vlastniho
deélitele d, ktery se vyskytuje jako éinitel v (n — 1)!, tedy d | (n — 1)!, a kdyby (n — 1)! = —1 (mod n),
pak také d | (n — 1)! 4+ 1. Z toho odvodime d | 1, coz je spor s tim, Ze d je vlastni délitel n.

vvvvv

Uvazme polynom zP~! — 1 nad Z,. Pro viechny nenulové zbytky a modulo p plati
a? ' =1 (mod p),

tedy vSechny zbytky jsou kofeny tohoto polynomu. Téchto zbytkd je p — 1, musi tedy nastat rovnost
polynomu (nad Z,)
Pl l=(-1)(z-2)---(z—p+1).

Porovnanim absolutnich ¢lenti pak dostaneme, Ze
1,2 ... (p—1)=—1,
coz po prepsani do celych éisel znamend préavé (p — 1)! = —1 (mod p). a

MATEMATICKA OLYMPIADA

V posledni kapitole uvadime sbirku nékolika pfikladi na polynomy, které se objevily v nékolika posled-
nich letech v celostatnim kole matematické olympiady. K nékterym z nich uvadime feSeni, zbylé mohou
poslouzit jako zajimava a tcelnd sbirka tézkych prikladt.

Uloha. (CK MO 49. ro¢nik) Pro které kvadratické funkce f(z) existuje takova kvadratickd funkce
g(x), Ze kofeny rovnice g(f(x)) = 0 jsou ¢tyfi po sobé jdouci ¢leny aritmetické posloupnosti a soucasné
i kofeny rovnice f(z)g(z) = 07

Reseni. Nasim tikolem je najit vechny kvadratické polynomy f, pro které existuje kvadraticky polynom
g takovy, ze f a g budou spliiovat podminky v zadani. Prvné se podivejme na kofeny rovnice f(z)g(z) = 0,
to je rovnice ¢tvrtého stupné, kterd ma pravé ¢tyri rizné koreny. Pritom vime, Ze jsou to pravé koreny
f a g (dva a dva), oznafme je postupné xi, xo2, T3 a 4.

Tedy i rovnice g(f(z)) = 0 musi mit za kofeny vSechny kofeny f a vSechny kofeny g. Dosadime-li do
této rovnice kofen f, dostaneme g(0) = 0. Vime tedy, Ze jeden z kofenii g je 0. Bez ijmy na obecnosti
bud tedy z4 = 0.

Dosadime-li do této rovnice x4 = 0, dostaneme ¢(f(0)) = 0, tedy f(0) je kofen g, pfitom je ale
nenulovy, tedy f(0) = z3. Podobné po dosazeni x3 do té samé rovnice dostaneme f(x3) = 3.

Mnohoc¢len f je kvadraticky, jeho grafem je tedy parabola. Budeme-li chtit najit xz-ovou soufadnici
vrcholu této paraboly, mtzeme postupovat dvéma zpisoby. Jednak je hledana soutfadnice aritmeticky
primér kofentt f, tj. (x1+122)/2, jednak vyuzijeme toho, ze f(x3) = f(0) = z3, a tedy hledand soufadnice
je 1 aritmeticky prumeér z3 a 4 = 0. Musi tedy platit

1+ X9 =23+ x4.
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Odtud uz je jen malo moznosti, jak mohou byt za sebou poskladany ¢leny aritmetické posloupnosti z1,
To, T3 a T4. Jedna z dvojic x1,x2 a T3, T4 tvori prvni a ¢tvrty ¢len a druhd druhy a tieti. Tyto dva
pripady rozebereme zvlast.

Prvné necht 0 je prvni (nebo posledni) ¢len aritmetické posloupnosti, pak x3 = 3d, 1 = d a x9 = 2d.
Polynom f je tedy tvaru a(z — d)(z — 2d), kde a je takové ¢islo, aby platilo f(xz4) = a3, tj. f(0) = 3d.
Dostavdme rovnici 3d = a(—d)(—2d), musi tedy platit a = 3/(2d).

Kdyby 0 byla druhy nebo tfeti ¢len, pak x3 = d a plati z; = —d a x93 = 2d, tedy TeSenim jsou
polynomy f(z) = a(z + d)(z — 2d). Hodnotu a, podobné jako v pfedchozim piipadé, musime zvolit tak,
aby f(xz4) = x3, tj. f(0) = d. Dostdvame tedy d = ad(—2d), odkud a = —1/(2d). Ovéfte si, Ze pak plati
i f(l’g) = Is3.

Nakonec zbyva ovérit, ze jsme opravdu splnili vSechny podminky, coz je ale pravda, protoze ziejmé
kofeny f(x)g(x) = 0 tvoii ¢tyti Cleny aritmetické posloupnosti a pfitom jsou to i kofeny g(f(x)) = 0
diky tomu, ze g(0) =0 a f(x3) = f(z4) = 3.

Vsechny hledané kvadratické funkce f jsou tedy tvaru

3

1
ﬁ(x —d)(x —2d), nebo — —(xz+d)(z—2d).

2d

Uloha. (CK MO 50. roénik) Uréete viechny mnohoéleny P takové, Ze pro viechna realna &isla z plati
P(2)* + P(—x) = P(2®) + P(z).
Uloha. (CK MO 51. roénik) Najdéte viechny dvojice realnych é&isel a, b, pro které ma rovnice

ax? —24x +b
_— =X
2 —1
v oboru realnych ¢isel pravé dvé feseni, pricemz jejich soucet je 12.
Reseni. Vynasobme obé strany rovnice vyrazem x2 — 1 a pievedme na pravou stranu, dostaneme ku-

bickou rovnici
2} —ax?+ 23z —b=0.

Chceme, aby piivodni rovnice méla pravé dvé redlné feseni, tedy vysledna kubickd rovnice bud musi mit
jeden dvojnasobny a jeden jednondsobny kofen, nebo musi mit t¥i riizné redlné koteny, z nichz praveé
jeden je +1, nebot pro £ = +1 nem4 ptvodni rovnice smysl.

Podivejme se nejdiive na prvni pripad. Kubickd rovnice ma tedy kofeny s, s a 12 — s. Podle Vietovych
vztaha tedy plati

a=12+ s,
23 = —s? + 24s,
b=5%(12 — s).

Pfitom druhy vztah mé feSeni s = 1 a s = 23, prvni hodnota je pro nas neptipustnd, nebot pak by
zadana rovnice méla jediné feseni. Plati tedy s = 23, z ¢ehoz dostaneme a = 35 a b = —11-23% = —5819.
Rovnice ma v tomto pfipadé feSeni x = 23 a —11.

Pokud je jeden z kofenti —1, pak vime, Ze soucet vSech ti kofenti je 11, nebot ze zadani soudet zbylych
dvou je 12. Vime tedy, ze a = 11. Po dosazeni —1 mizeme ziskat i hodnotu b, plati totiz

(-1 —11- (=12 +23- (1) - b=0,
tedy b = —35. Snadno uhodneme koteny 5 a 7. Tedy dvojice a = 11, b = —35 vyhovuje zadéni.

Podobné budeme postupovat i v pfipadé, ze je jeden z kofenu 1, soucet vsech tii kofenu je pak 13,
tedy @ = 13 a navic 1 musi byt kofenem kubické rovnice

23 — 1322 4+ 232 — b =0,
odkud snadno dostaneme, ze b = 11. Opét muzeme snadno uhodnout kofeny 1 a 11. V tomto ptipadé

ale zadana rovnice neméa dvé redlna feSeni, nybrz jen jedno (éislo 11).
Uloha ma tedy dvé feSeni, dvojice a = 35, b= —5819 a a = 13, b = —35.
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Uloha. (CK MO 53. roénik) Dokazte, ze pro libovolna realna é&isla p, ¢, r, s za podminek ¢ # —1 a
s # —1 plati: Kvadratické rovnice

2> +pr4+q=0, 2 4rr+s=0

maji v oboru realnych ¢isel spoleény kofen a jejich dalsi kofeny jsou navzajem pievracend cisla prave
tehdy, kdyz koeficienty p, ¢, r, s spliuji rovnosti

pr=(g+1)(s+1) a plg+1)s=r(s+1)q.
(Dvojnasobny kofen kvadratické rovnice pocitame dvakrat.)
Uloha. (CK MO 57. ro¢énik) V oboru reélnych é&sel feste soustavu rovnic
3

z+y? =y

y+x2:x3.

Uloha. (CK MO 60. ro¢nik) Piedpokladejme, Ze realné ¢isla z, y, z vyhovuji soustavé rovnic
rH+y4+2=12, 2% +y*+ 2% =54

Dokazte, ze pak plati nasledujici tvrzeni:

(a) Kazdé z ¢isel zy, yz, zz je alespoii 9, avSak nejvyse 25.
(b) Nékteré z ¢isel z, y, z je nejvySe 3 a jiné z nich je alespon 5.

Reseni. Vyiesime nejdifve ¢ast (b). Zadané vztahy jsou symetrické vzhledem k neznamym z, y, z,
oznacme tedy 01 = x +y + z, 02 = xy + yz + 22 a 03 = xyz. Ze zadani vime, ze

o1 =12 a o} — 20y =54
Snadno si tedy dopoéteme o9 = (144 — 54)/2 = 45. Vime tedy, Ze ¢isla z, y a z jsou kofeny polynomu
f(a) = a® —12a% + 45a + ¢,
kde c¢ je neznamé ¢islo. Na hodnoté ¢ ovSem zavisi jen posunuti grafu tohoto polynomu vzhledem k ose
x. Nakreslime-li si obecny graf kubické funkce, bude vypadat jako na obrazku dole, pficemz vime, ze
polynom mé t¥i redlné koreny, takze hodnota ¢ bude nékde mezi ¢y a c¢1, které odpovidaji situacim, kdy

ma polynom f dvojnasobny kofen.

fla), /

Co

| .

7 obrazku je tedy vidét, Ze jedno z ¢isel z, y a z bude vlevo od levého vrcholu a druhé vpravo od
pravého vrcholu (nebo spiSe doliku). Potiebujeme tedy uz jen spocitat x-ové soufadnice vrcholt, ty ale
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odpovidaji dvojnasobnym kofentim f pii vhodném dosazeni c. Dvojnasobny kofen f je kofenem jeho
derivace, spoc¢téme si tedy

f'(a) = 3a* — 24a + 45 = 3(a* — 8a + 15).

Tento polynom ma kofeny o = 3 a 5, tedy hledané z-ové soufadnice jsou 3 a 5. Tim jsme dokoncili
¢ast (b). Pro zajimavost jesté dopocteme posledni kofen f. V ptipadé dvojnasobného kofenu 3 je to 6
a v piipadé dvojndsobného kofenu 5 je to 2. Z grafu tedy mtizeme je$té navic vycist (za predpokladu
x <y <), Ze plati

2<2x<3<y<5<z<6,

coz se ndm bude hodit v ¢asti (a).
Vime, ze plati zy + yz + zz = 45 a pfitom x + y + z = 12. Upravujme tedy prvni z téchto vztaht

d5=xytyzt+ze=ay+ziz+y)=ay+2(012—-2), zy=45—2(12—2) = (6 —2)> +9.

Okamzité je vidét, ze 2y > 9. Navic nejvyssi moznou hodnotu zy dostaneme, kdyz (6 — 2)? bude co
nejvetsi, tj. z bude ,,co nejdale” od 6, pritom ale vime, ze 2 < z < 6, tedy nejvétsi moznéd hodnota zy je
pro z = 2, tj. xy < 42 + 9 = 25. Zbyva si jen uvédomit, Ze stejna tivaha funguje i pro vyrazy yz a xz.
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Uloha 1. Najdéte viechny dvojice redlnych &isel x, y, které spliiuji vztahy

r1 —x1T2 + T3 =1,

23— xyw9 + 23 = 3.



Uloha 2. Najdéte kofeny mnohoé¢lenu f € R a jejich nasobnost, je-li

f(x) = 2% - 3v222 + 8V2.



U'lohfx1 3. Je-li n dané pfirozené ¢islo, spoctéte nejvétsiho spoleéného délitele polynomt N |
2’” 2’”
ax -z +1.



Uloha 4. Rozhodnéte, pro kterd realna ¢isla @ ma mnohoélen 2® — 3x + a vicenasobny (alespoii dvoj-
nasobny) kofen.



Uloha 5. Ukaite, ze polynom
f=a%—3z"+22% - 22> + 3z + 1

je nerozlozitelny nad Z[z].



