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Hrasek a slunicko

Lubos Pick *
kurs pro nadané stfedoskolaky, MFF UK, 21.4.2010

MOTTO: Mily BoZe, kdyby mi zbjvala uz jen jedind hodina Zivota, dej, at ji mohu stravit
na predndsce z teorie miry a integralu. Pak mi bude tato hodina pripadat jako vécnost.

(neznamy americky student)

Nuda (nejen v Brné)

Cas se zastavil a j& jsem pomalu usinal.

V roce 1971 jsem sedél na prednasce z teorie miry a integralu na UCLA. Byla to pekelnéa
nuda. Studoval jsem sice matematiku, ale zrovna tahle
prednéska mi nijak zvlast k srdci neprirostla. Byla vSak
v mém studijnim planu povinna. Zoufale jsem ziral na
hodiny a viibec jsem netusil, Ze mé za chvilku ¢eka Soku-
jici objev.

Profesor pravé koncil hodinu a na tabuli nacrtl tro-
jrozmérnou kouli. Pravil, Ze pravé dokéazal vysledek,
z néhoz plyne, Ze tuto kouli lze rozlozit na pét casti,
které se pak poskladaji jinak, ¢imz vzniknou koule dvé,
a kazda z nich bude mit stejny objem jako ta ptvodni.

To bude néjaky kouzelnicky trik, napadlo mé hned, jako kdyz se do krabice zavie jedna
holubicka a vyleti dvé. Nebylo mi jasné, kam profesor mifi, protoze jsem predtim nedaval
pozor.

Profesor pokracoval. ,Dostali jsme Banachovu—Tarského vétu, zvanou nékdy téz Bana-
chiiv—Tarského paradox. Jeji ekvivalentni formu-
lace pravi, ze téleso libovolného objemu i tvaru,
reknéme hréasek, lze rozbit na konecné mmnoho
kousktd a z nich pak poskladat jiné téleso, opét
libovolného objemu i tvaru, feknéme naptiklad
Slunce. Proto se tomuto vysledku Stefana Ba-
nacha a Alfreda Tarského nékdy tikd paradox

Slunce a hrasku.'

*MFF UK Praha, katedra matematické analyzy, Sokolovskda 83, 186 75 Praha 8§,

pick@karlin.mff.cuni.cz



Vrtalo mi to hlavou a nedéavalo mi to smysl. Copak se d& opravdu z koméra udélat
velbloud? Zamyslel jsem se, zda neni prvniho dubna, ale nebylo. Mé¢l to snad byt Zert?
A pokud ano, kde je pointa? Nechtélo se mi ztrapnit se hloupou otazkou, tak jsem se
radéji rozhlédl po tridé, jak jsou na tom ostatni.

Student po mé pravici se prihlasil. ,,To celé je néjaky nesmysl ne? Nechcete doufam
tvrdit, Ze muZzeme roziezat jablko na pét kusti a z nich slozit dvé identickd jablka?
Nemitizeme piece vytvorit hmotu z ni¢eho, nebo snad ano?

Prestal jsem sledovat hodiny a visel jsem o¢ima na profesorovi. Cekal jsem néjakou
legra¢ni pointu na zavér hodiny a nebo vysvétleni, Ze tato véta neplati. Mylil jsem se.

Vite, to je priklad vysledku, ke kterym se lze dostat pri praci s neméritelnymi mnozi-
nami a axiomem vybéru. Dikaz je v poradku a véta plati.”

Vyse uvedenymi slovy popsal své prvni setkani s izasnou vétou Banacha a Tarského
Leonard Wapner (viz [1]).

1 Banachiiv — Tarského paradox

MOTTO: Kdyz znds miru, muzes smdt se, a kdyz ne, tak uvidis!
(Jan Vancura)

1.1 Rozli¢cné formulace Banachovy — Tarského véty

Jak jiz bylo Teceno, lidova formulace vysledku, jemuz je vénovan tento prispévek, zni asi
takto: kouli libovolného poloméru je mozno rozlozit na sjednoceni konec¢né mnoha c¢asti
a tyto Casti znovu slozit tak, aby vznikly dvé koule, obé identické s puvodni kouli.

Chceme-li se pokusit o matematickou presnost, pak bychom mohli vétu preformulovat
takto: jednotkovou kouli

B={[z,y,2] e R? 2*+y*+2° <1}

lze rozlozit na dvé mnoziny B, a By takové, ze By ~ B a By ~ B, kde symbolem ~
oznacujeme kongruenci po ¢astech (tento pojem vysvétlime pozdéji).

Ekvivalentné (obecnéji) lze fici, Ze kazdé dvé mnoziny v R® s neprazdnymi vnitiky
jsou po castech kongruentni.

1.2 Historie paradoxu

v

V predmluvé ke knize [2] pise Jan Mycielski: ,Jsem presvédcen, Ze jde o nejprekvapivéjsi
vysledek teoretické matematiky.”

Véta byla publikovana v roce 1924 a z pochopitelnych divodi okamzité vyvolala smrst
velmi nevybiravé polemiky. Jak si mohou matematikové dovolit tvrdit véci, které tak
ocividné odporuji selskému rozumu? Postupné se vysledek rozsitoval mezi laickou ve-
rejnost a kontroverzni polemika nabirala na sile. Jakysi pocestny obcan statu Illinois



vehementné pozadoval okamzité prijeti razantniho zékona, ktery by vyuku takovych nes-
mysli pod prisnym trestem jednou provzdy zakézal. Nakonec se vytvorily dva tabory -
jedni obdivovali krasu vysledku, ktery byl v tak prikrém rozporu s obecnou intuici, a druzi
jej zavrhovali jako totalni hloupost.

Zvlastni je, ze ackoli byla vedena velmi hluboka ucené debata na strankich akade-
mickych ¢asopist, jen velmi mélo bylo napsdno pro laickou obec. Kdyz se proberete
néjakou knihovnou a nebo internetem, zjistite, Ze témér ke vSem dostupnym informacim
je potfeba mit vystudovan alespon néjaky matematicky obor na vysoké skole, nejlépe
abstraktni teorii miry a obecnou teorii mnozin. Tim se procento populace, které mize
tyto informace pochopit, snizuje na zanedbatelny zlomek, diky ¢emuz stale jesté panuje
znac¢né obecné neporozuméni podstaty zminéné véty. Dokonce i studenti na MFF UK se
obcas ptaji: ,Jak je to s témi povéstmi o tom, Ze pry matematici dokazali néjakou vétu,
podle které bychom mohli sestrojit zafizeni, jez by dovedlo zdvojnésobit hmotu?

V tomto ¢lanku se pokusime tento problém zpiistupnit a na co nejelementarnéjsi irovni
vysvétlit.

2 étyfi klicové etapy

MOTTO: Kazdy dobry krestan by se mél mit na pozoru pred matematiky, kteri jiZ po
staleti pomdhaji ddblu zatemnit lidem ducha.
(Svaty Augustin)

Spravnému chapani vyznamnych matematickych poznatki c¢asto napomahé, jsou-li
vnimény ve spravném historickém kontextu. Matematika malokdy vznika ve vakuu.
Stejné tak i v pripadé nadherné véty Banacha a Tarského je tfeba pripomenout nejméné
tri dalsi velkd jména, a to Georga Cantora, Kurta Godela a Paula Cohena. étyfi klicové
stupinky vedouci ke spravnému pochopeni vysledku jsou:

1) teorie mnozin a transfinitni aritmetika predlozené Georgem Cantorem (1908),

2) publikovani Banachovy—Tarského véty (1924),

3) ditkaz Kurta Godela konzistence axiomu vybéru s ostatnimi axiomy teorie mnozin
(1940),

4) dikaz Paula Cohena nezavislosti axiomu vybéru na ostatnich axiomech teorie
mnozin (1965).

Polozme si nejprve klasickou otédzku: je matematika tvorena nebo pouze objevovana?
Co vlastné Stefan Banach a Alfred Tarski udélali, objevili sviij paradox, ktery na né ¢ekal
kdesi v hlubindch matematiky, nebo jej sami vytvorili? Obdobné se muzeme ptat na-
piiklad na praci fotografa. Karel Plicka proslul svymi ¢ernobilymi fotografiemi Prahy.
Zaznamenaval nebo tvoril? Meésto preci ve skutecnosti neni ¢ernobilé, vyuziti efektu
svétla a stini muzeme tedy chépat jako tvirci préaci, k niz je tfeba odpovidajicitho vy-
baveni. D4 se tedy rici, ze Karel Plicka tuto krasu vytvoril, nebo jen zachytil ve spravny
okamzik a spravnou technikou? A co tfeba takova druhé véta sedmé Beethovenovy sym-
fonie? Stupnice méa jen dvanéct tont, zadny tén ve vété neni kratsi, nez, feknéme, jedna
dvaatricetinka, a véta nemé vice nez Sest minut. Pocet pripustnych tont, které se vejdou
do takového hudebniho tutvaru, je tedy kone¢ny. Tudiz také pocet vSech moznych kom-
binaci takovych toénu je konecény. Beethovenovi by teoreticky stacilo je vSechny probrat
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a najit mezi nimi tu spravnou. Takze ji Beethoven nemusel vytvorit, stacilo pouze, aby
ji objevil. V podobném duchu hovori notoricky zndmy bonmot, Ze socha v kameni uz je,
sochari staci jen osekat nepotrebny material.

Pokud jde o matematiku, existuji nejméné dvé nézorové Skoly. Takzvani platonisté
(nebo matematicti realisté) zastavaji nazor, ze vSechna matematickd tvrzeni existuji tam
nékde nezavisle na lidské mysli. Véty, dikazy, konstrukce, metody a feseni dosud otevienych
problému c¢ekaji, az budou objeveny, podobné jako drahokam c¢eka na svého geologa. Po-
dle platonistii vSechny matematické objekty existuji odjakziva, minimalné v teoretickém
smyslu. Jejich nalezeni nevyzaduje o nic vice kreativity nez vydolovani diamantu. Po-
dle tohoto déleni byli nejspise Georg Cantor a Kurt Godel platonisty. Prevlada nazor,
ze vétSina soucasnych matematikl jsou platonisté, ale maloktery z nich by to oteviené
priznal.

Druhy nazorovy proud predstavuji takzvani formalisté. Ti tvrdi, Ze matematika je
pouhym jazykem sestavajicim ze symboli a pravidel manipulace s nimi. Jsou-li do-
drzovana pravidla, mohou byt vytvireny véty, dikazy, konstrukce a podobné, a vSechno
jsou to produkty lidské mysli. Neni nutno aplikovat tyto véty na realny fyzicky sveét.

Existuje jesté nejméné jedna zajimava nézorova skupina, kterou tvori takzvani kon-
struktivisté. Ti uznavaji jen ty matematické objekty, které lze zkonstruovat konec¢nym
zpusobem. Konstruktivisté nemaji v lasce existencni véty, které pouze dokazuji existenci
néjakého objektu, ale nedavaji jeho konstruktivni popis.

A co vy, vazeni Ctenari, jste platonisté? Schvalné si prectéte nasledujici dva odstavce,
a uvidime.

Cislo 7 je definovano jako pomér obvodu kruznice ku jejimu priméru. Je znamo, ze
je to iracionalni ¢islo, a je dokonce i znamo, Ze je to transcendentni ¢islo. Nelze jej tedy
vypocitat presné. Je ho vSak mozno vyjadrit ve tvaru nekonecné sumy, napiiklad
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takze jej teoreticky muzeme spocitat az na libovolné velky pocet desetinnych mist. Presto
zustavaji nékteré otazky, tykajici se tohoto ¢isla, nezodpovézeny. Vyskytuji se v de-
setinném rozvoji ¢isla m vSechny c¢islice nekone¢nékrat? A se stejnou frekvenci? Obsahuje
desetinny rozvoj néjaka ¢iselnd schémata, kterd se stale opakuji? Takovych otazek si lze
vymyslet libovolné mnozstvi.

Brnénsky rodak Kurt Godel dokazal v roce 1931 existenci takzvanych nerozhodnutel-
niych tvrzeni. To jsou otéazky, které nikdy nemohou byt zodpovézeny. Predstavme si
na okamzik, Ze nasledujici otazka je nerozhodnutelna: ,Obsahuje ¢ neobsahuje v nasem
axiomatickém systému desetinny rozvoj ¢isla m nekoneé¢né mnoho nul?

Vérite, vazeni ¢tenari, ze ano? Nebo se domnivéte, ze nikoli? Jestlize jste presvédceni,
7e odpovéd existuje a zni bud ano nebo ne, pak jste platonisté. Platonisté v&ii, ze de-
setinny rozvoj ¢isla m nékde existuje nezavisle na nas, je jednozna¢né dan, a bud obsahuje
nebo neobsahuje nékoneéné mnoho nul, a to bez ohledu na to, zda my mame ¢i nemame
prostiedky se k této odpovédi dostat. Formalisté a konstruktivisté odmitnou otézku jako
nesmyslnou a smifi se s tim, Ze nas axiomaticky systém nam odpovéd prosté nedopieje.
Filosofickou obdobou této disputace je otazka: déla padajici strom v lese hluk, jestlize
okolo neni nikdo, kdo by ho slySel spadnout?

Tak co, ¢tenari, jste platonisté?

m =



3 Georg Cantor a nekonec¢no

MOTTO: Ddlka nekonecnd, to se jen krdsné vikd, dokud nezkusis jak jd po ni plout . ..
(Pavel Bobek)

Georg Cantor, ktery se narodil v Petrohradé v roce 1845, vnesl do matematiky napros-
tou revoluci tim, Ze postavil na nohy teorii mnozin. Nebyt Cantora, vétSina matematiky
dvacatého stoleti by viibec nemohla vzniknout, a zcela nepochybné by Stefan Banach
a Alfred Tarski nedospéli ke své ptuivabné vété.

Pravdépodobné to nejdilezitéjsi, co muzeme spojit s Cantorovym jménem, je mo-
derni koncept nekone¢na. Pojem nekonecna mé sdm o sobé skoro nekonec¢nou historii
a pochopitelné odjakziva vzruSoval a provokoval myslitele vS8ech dob a obori, zdaleka ne-
jen matematiky, filosofy a teology. Nekonec¢nost ¢asu a prostoru musela pfijit na mysl
kazdému, kdo se podival na nebesa a nebo se zamyslel nad periodickym stfidanim dne
a noci. Nekonecno se definuje velmi obtizné, coz svadi k tomu, aby bylo apriori odmitnuto
jako nesmysl.

Cantor samoziejmé nebyl prvni, kdo se nekonecnem seri6zné zabyval. Ve ¢tvrtém sto-
leti pred nasim letopoc¢tem polozil nékolik zékladnich otazek tykajicich se nekonec¢nych
procest Zenon, znamy svymi paradoxy o naprosté nemoznosti jakéhokoli pohybu ¢i o zavodu
Achilla a zelvy. Oba jsou zaloZzeny na (mylné) myslence, Ze v koneéném case nelze vykonat
nekonecné mnoho tkont. Dnes, kdyz vime, jak scitat nekonecné rady, umime Zenonovy
paradoxy vysvétlit snadno. Zenon samoziejmé musel védét, Ze tvrdi oc¢ividnou nepravdu,
kupodivu se vSak nepokusil o jakékoli vysvétleni. V roce 207 pfed nasim letopoctem
napsal Aristoteles: nekonecéno je néco jako cas, neni to Zadnd permanentni entita, spise
néco, k cemu se stdle blizime .... Tomas Akvinsky, myslitel tfinadctého stoleti, zasta-
val néasledujici nazor: Nekonecné velky soubor nemize existovat. Soubory véci mizZeme
specifikovat podle poctu véci v nich, a Zdadné ¢islo neni nekonecné. Tedy Zddny soubor
nemize obsahovat neomezené mnozstvi véci. Carl Friedrich Gauss, podle mnohych nej-
vétsi matematik vSech dob, napsal v dopise priteli: Vehementné musim protestovat proti
vasemu zachdzeni s nekonecnem, jako by to bylo néjaké zboZi. Nic takového matematika
nedovoluje. Nekonecno je prosté jen facon de parler. . ..

Dodnes v matematice neni nekonecno povazovano za realné ¢islo, nybrz ze oznaceni
jakési neomezené veli¢iny. Skoro nikdy nepiSeme x = oo, spie x — oco. Mimochodem,
symbol oo zavedl v sedmnéctém stoleti anglicky matematik John Wallis. Zda se, Ze jej
prevzal ze starofeckého oznaceni stamilionu, ktery ilustroval nekoncici proces na hadovi,
pozirajicim sama sebe.

Cantor ve své prevratné praci ale jako prvni ¢lovék na svété vzal nekone¢no do rukou
a zacal s nim pracovat. Koncept mnoziny, ktery definoval ze vSeho nejdiive, byl zahy
nevyhnutelné konfrontovan s nekonecnem, a to jakmile doslo na mohutnost, nebo presnéji
kardinalitu mnozin. Kardinalita mnoziny {2,4,6} je rovna tfem. OvSem jaka je kardi-
nalita napfiklad mnoziny prirozenych ¢isel nebo mnoziny realnych ¢isel? Jsou nekonecéné?
A jsou vibec stejné? Pro studium podobnych otazek vyvinul Cantor koncept vzajemné
jednoznacného zobrazeni. S jeho pomoci dokézal prvni z dlouhé fady zdanlivé para-
doxnich tvrzeni, které jeho samotného prekvapily, a sice Ze mnozina sudych ¢isel ma
stejnou kardinalitu jako mmnozina ¢isel prirozenych, ackoli je to jeji vlastni podmnozina.



Dalsi mnoziny s touto kardinalitou jsou napiriklad mnozina vSech lichych ¢isel, mnozina
vSech druhych mocnin nebo mnozina vSech prvocisel. A co mnozina reélnych ¢isel? Can-
tor jako prvni krok dokazal, ze kladnych racionalnich ¢isel je stejné jako ¢isel prirozenych.
Timto vysledkem byl sim naprosto Sokovan, nebot racionélni ¢isla tvori hustou mnozinu
v ¢islech realnych a je jich tedy zdanlivé o mnoho vice nez ¢isel prirozenych. Na zak-
ladé tohoto vysledku pracoval na hypotéze, Ze vSechny nekone¢né mnoziny jsou stejné
mohutné. Misto toho ovSsem odhalil dalsi Sokujici zvést, totiz ze plati pravy opak. 7 di-
agonélni metody, kterou Cantor vyvinul, vcelku snadno vyplyva, Ze redlnych ¢isel mezi
nulou a jednickou je podstatné vice nez prirozenych c¢isel.

V tomto okamziku se Cantor musel smifit s existenci minimalné dvou riznych typu
nekonec¢na. Odtud byl ale uz jen krok k hypotéze, ze nekonecen je celé hierarchie, pocho-
pitelné rovnéz nekonecna. Cantor pro né zavedl dodnes uzivané znaceni pomoci hebrej-
ského pismene aleph (X). Kardinalitu mnoziny pfirozenych ¢isel oznacil symbolem ¥
(takové mnoziny nazyvame spocetné), kardinalitu mnoziny v8ech podmnozin pfirozenych
Cisel symbolem N a tak dale. Diagonalni metodou lze snadno dokazat, ze Ny < Ny < Ny <

. Cantor predpokladal, Ze kardinalita mnoziny realnych ¢isel bude rovna Ny, ale nebyl
schopen tento fakt dokazat. Jak pozdéji dokazali postupné Kurt Godel a Paul Cohen, jde
o nedokazatelné tvrzeni. Cést matematiki proto prijimé toto tuto identitu jako axiom,
znamy pod nazvem hypotéza kontinua.

Cantorovy prevratné objevy byly plné pochopeny a pfijaty jen ¢asti matematické obce.
Ze strany mnoha vlivnych matematikt (jimz vévodil jeho osobni nepfitel Leopold Kro-
necker) se mu dostalo nepochopeni, vysméchu a vemoznych tstrki, které u néj vyvolaly
hluboké deprese a nakonec vedly i k jeho predc¢asné smrti.

Nicméné jeho prace vice nez kdy predtim odhalila nutnost postavit matematiku na
solidni zaklady. Ve snaze ocistit Cantorovy vysledky od vSelijakych paradoxii a nevysveétli-
telnych kontraintuitivnich disledki byla na prelomu 19. a 20. stoleti patrna zna¢na snaha
o vybudovani bezesporné axiomatické teorie, ktera by se stala vychodiskem pro veskerou
matematiku. Tuto snahu korunoval v roce 1908 némecky matematik Ernst Zermelo, jenz
formuloval sadu osmi axiomt teorie mnozin, analogickych Eukleidovym axiomtim geome-
trie. Mimo jiné axiomy zarucovaly existenci prazdné mnoziny a nekonecnych mnozin.
V roce 1922 ji doplnil logik Abraham Frinkel na sestavu osmi az deseti (podle riznych
moznosti jejich formulace) axiomi. Jak se pozdé&ji ukazalo, ve zdanlivé nevinném seznamu
drimé casovana bomba, a sice takzvany axiom vybéeru, ktery postuluje toto: pro libovolny
soubor mnozin existuje vybérova mnozina, ktera obsahuje pravé po jednom prvku z kazdé
mnoziny v daném souboru.

Zatimco pro konec¢né soubory mnozin je konstrukce takové mnoziny snadné, potize
nastanou pro nekonecné soubory. Predstavme si
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¢ \3 \ 3 tfeba nekone¢né mnoho pari bot. Pak z kazdého
AN e \\\ e \}\ o . o\ oy -«
MM»\ ~—r P paru miizeme vybrat naptiklad vzdy levou botu,
N ¢imz snadno zkonstruujeme vybérovou mnozinu.

A ted si predstavme nekoneéné mmnoho paru
ponozek. Je evidentni, Ze jsme nahle s rozumem v koncich. Existenci takové mnoziny
bylo nutno postulovat axiomem.

Jenze na pocatku stoleti nebylo znamo, zda jsou axiom vybéru a hypotéza kontinua
viibec konzistentni s ostatnimi axiomy a také zda ndhodou nejsou na nich zavislé. Kdyz



v roce 1900 formuloval David Hilbert na kongresu v Pafizi svij slavny seznam 23 nejdii-
prvni misto. Konzistenci axiomu vybéru i hypotézy kontinua s ostatnimi axiomy dokazal
v roce 1940 Kurt Godel, o némz zde jiz byla fe¢. Na dikaz nezavislosti obou vyrokt na
ostatnich axiomech ovSem musela matematicki obec cekat jeSté o dalSich pétadvacet let
déle. Dokézal ji Paul Cohen az v roce 1965.

Cohentiv ditkaz rozdélil matematiky na dva tabory. Jedni odmitaji axiom vybéru
jakozto nekonstruktivni a zbytecny postulat, ktery méa velmi neblahé disledky, mezi
kterymi zaii Banachtiv—Tarského paradox jako obzvlasté kriklavy a varovny piiklad. Zas-
tanci axiomu vybéru naopak argumentuji nadhernou matematikou, ktera je bez néj ne-
myslitelnd (naptiklad moderni funkcionalni analyza by se musela obejit bez Hahnovy—
Banachovy véty a vSeho, co z ni plyne, coz by pro tuto disciplinu znamenalo fatalni uder)
a také tim, Ze negace axiomu je sama mnohem vice kontraintuitivni nez jeho ptipadné

dusledky.

4 TTi typy paradoxi

MOTTO: To jsou paradoxy, co?
(Véaclav Havel)

V této kapitole se kratce zminime o matematickych paradoxech, které miizeme rozdélit
do ti{ skupin:

1) paradoxy typu 1: tvrzeni vypada absurdng, ale plati;

2) paradoxy typu 2: tvrzeni rozumné, ale neplati;

3) paradoxy typu 3: logické antinomy, vedouci ke spornym dusledktim.

4.1 Paradoxy typu 3

Antinomy jsou obvykle logické paradoxy, nemajici zadny vztah k realité. Vyskytuji se
casto ve vSelijakych filosofickych ¢i teologickych disputacich, jejich podstata vSak nalezi
do vyrokové logiky, a tedy vlastné do matematiky. Jde o jakousi extrémni tfidu para-
doxti, o nichz lze do jisté miry fici, Ze nemaji zddné obecné prijatelné feSeni. Vétsinou jde
o otazku, na kterou nelze odpovédét kladné ani zdporné, abychom se nedostali do sporu,
nebo o vyrok, o némz nelze fici, ani Ze je pravdivy, ani zZe je nepravdivy. Rozlicné formy
takovych vyroki jsou znamy od starovéku (krokodyjl a Zena), seriozni pozornost matem-
atické povahy jim byla pravdépodobné poprvé vénovana az po roce 1901, kdy britsky
logik Bertrand Russell zformuloval paradox, dnes nesouci jeho jméno. ,Oficialni mate-
matickd verze Russellova paradoxu zni takto: definujeme mnozinu vSech mnozin, které
nejsou prvkem sama sebe. Otézka zni, zda je pak tato mnozina prvkem sama sebe nebo
neni.

Existuje mnoho variaci na toto téma a vselijakych modifikaci, bliz$ich obecnému pub-
liku. Mezi nejznaméjsi patii slavny paradox holice, ktery zformuloval Bertrand Russell
v roce 1918: jestlize holi¢ holi v8echny muze ve mésté, kteri se neholi sami, kdo holi
holi¢e?) V jiné verzi jsou studovana v8echna pridavna jména, kterd popisuji sama sebe



- otézka je, kam patii slovo ,,nepopsatelny“? V nejpiimocarejsi verzi mame rozhodnout,
zda je vyrok ,J& jsem lhar* pravdivy ¢i nikoli.

Pro tento typ paradoxt neexistuje zadné snadné reSeni ¢i vysvétleni, predstavuji tkol
pro teoretickou logiku, ktera musi problematické vyroky néjakym zptisobem zakazat. Al-
fred Tarski navrhl zavést hierarchii logickych metajazyki, z nichz kazdy by posuzoval
pravdivost vyroki v niz$ich metajazycich. Russell nabidl viceméné ekvivalentni metodu,
takzvanou teorii typi, kterd by vyroky jako ,mnozina je prvkem sama sebe nebo ,,mnozina
neni prvkem sama sebe” odmitla jako nesmyslné (nemajici pravdivostni hodnotu) a exis-

tenci spornych mnozin by vyloucila.

4.2 Paradoxy typu 2

Tyto paradoxy obvykle zadnymi opravdovymi paradoxy nejsou, vétSinou obsahuji né-
jaky 8vindl, at uz opticky nebo jiny. Existuji tisice geometrickych chytaku, které casto
nachézime ve sloupcich ¢i literatufe vénované rekreacni matematice. Zamérné odvadeéji
nasi pozornost klamnym smérem a vedou nas ke zjevné nesmyslnym zéveériim, nad nimiz
si potom lameme hlavu.

Historie zn& nékolik skutecnych mistri tohoto oboru, jmenujme za vSechny alespon
s, Samuela Lloyda (1841-1911), Le-
=17 1 i wise Carrolla (1832-1898) ¢i Mar-
tina Gardnera (nar. 1914). Sam
Lloyd, jehoz asi nejznaméjsi sarada
14-15 zamotala kdysi hlavu mi-
lionim lidi, publikoval v roce
1896 tlohu nazvanou Get off
the Farth, jakysi rotac¢ni disk,
pripevnény k obdélnikové tabuli,
na kterém po obvodu kruZnice
vidime nékolik ¢inskych bojovniki (viz obrazek). Na kruhu je Sipka a na tabuli jsou vyz-
naceny pozice NE a NW. Sméruje-li Sipka k bodu NE, bojovniki je tfinact. Otocime-li
diskem tak, aby Sipka smérovala do bodu NW, pak jeden Cifan zmizi a napoc¢itame jich
pouze dvanact. Kam zmizel tfindcty bojovnik?

Tato hricka vzbudila pochopitelné obrovskou pozornost a byla nasledoviana mnoha vari-
acemi na stejné
téma. Asi nej-
krasnéjsi z nich
je kanadsky chytak
The Vanishing
Leprechaun (Mize-
jgict pidizvyk), ktery
pro déti vyréabéla
firma W.A. El-
liott v Torontu.
Rozstiihnéte si
obrazek podle preruso-




vanych ¢ar na tii ¢asti a pak horn{ dva dilky vymeénte. Na ptivodnim obrizku napocitate
patnact pidizvyki, ale po vymeéné jen ¢trnact. Jde pochopitelné o podvod, ale velice
mazané provedeny. Vysvétleni jevu je mozno ilustrovat na znamém triku, ktery kdysi
pouzivali falSovatelé penéz (viz obrazek).

0

Geometrické verze paradoxii typu 2 obsahuji v8elijaké dikazy nesmyslnych tvrzeni (na-
priklad Ze kazdy trojuhelnik je rovnoramenny) nebo (opét) zdanlivé nevysvétlitelné
ubytky plochy. Nasledujici diagram ukazuje névod, jak rozstiihat c¢tverec o strané 8
jednotek na ¢tyfi dilky a z nich sestavit obdélnik o rozmérech 5 krat 13 jednotek (je vam
na tom néco divného?).

Vysvétleni, které ovSem neni na prvni pohled patrné, vidime na dalsim obrazku.




4.3 Paradoxy typu 1

Fascinujici fyzikalni paradox, ktery si navic muze kdokoli pomoci bézné dostup-

- nych materialt vyzkouset doma, objevil Joel Co-
hen. Pod nézvem Braessiv paradox byl uvere-
jnén v Discovery Magazine v roce 1992: Za-
vésime zavazi na soustavu dvou pruzin a tenké
struny. Prestfihneme-li strunu, spadne nam za-
vazi na nohu. Z tohoto diuvodu pridame dvé dalsi
volné visici stejné dlouhé tenké strunky, delsi nez
pruziny. Prestfihneme-li kratkou strunku ted,
zdé se nad slunce jasnéjsi, Ze zévazi poklesne.
Kupodivu, pravy opak je pravdou (viz obrazek). Presné vysvétleni zde neuvedeme, pouze
napovime, zZe zde hraje roli rozdil mezi sériovym a paralelnim zavéSenim.

Za zminku rozhodné stoji jesté alespon takzvany Simpsoniv paradox, ktery se projevuje
v praxi ¢asto a ktery jiz zamotal hlavu mnoha lidem vcetné statistikii. Zajimavé na ném
je, ze obsahuje pouze velice trivialni matematiku, takze si kazdy Skoldk miize snadno
ovérit, ze opravdu funguje. Predstavme si, Ze jakysi vyzkumnik zapoli s néjakou zakernou
chorobou a potrebuje si otestovat, ktery ze dvou dostupnych 1éki, nazyvejme je zlutymi
a cervenymi pilulkami, je t¢innéjsi. Protoze lidé rizného pohlavi mohou reagovat rizné,
jsou zaznamenavana data pro muze a pro zeny oddélené. Testem projde celkem 245
pacientti, z toho 200 muzi a 45 Zen, a kazdy pacient dostane pravé jeden ze dvou léki.
Dejme tomu, Ze byla ziskédna tato data: Cervené pilulka byla podédna 100 muzim, z nich
80 prezilo a 20 zemfelo. Zluta pilulka byla nabidnuta také 100 muztm, z nich pak 78
prezilo a 22 zemfelo. Cervené pilulka byla dale podéna 40 Zenam, z nichz 20 ptezilo a 20
zemfelo, a zluté pilulka byla aplikovana u zbyvajicich péti Zen, z nichz dvé prezily a tii
zemfely. Vyjadieno v procentech, pti léché ¢ervenymi pilulkami ptezilo 80 procent muzi
a b0 procent zen, zatimco pfi lécbé zlutymi pilulkami pouze 78 procent muzi a 40 procent
zen. Jsou tedy cCervené pilulky jasné lepsi?

Vyzkumnik v tomto okamziku preda data kolegovi, ktery zanedba jejich rozdéleni
podle pohlavi a sdruzi je do jediného souboru. Je jasné, Ze z toho opét musi vyjit cervené
pilulky lépe? Bohuzel nikoli. Cervené pilulky byly podany celkem 140 osobém, z nich
prezilo 100, coz je 71,4 procenta, zatimco zluté pilulky byly aplikovany u 105 pacientii,
z nichz prezilo 80, coz je 76,2 procenta. Kombinovana tabulka vychazi vyrazné ve prospéch
zlutych pilulek!

Nez se pokusite tento paradox vysvétlit, odpovézte si na dvé otézky:

1) Jste-li pacient, ktery lék si vyberete?

2) Jste-li 1ékal a nemate tuseni, jakého pohlavi je vas pacient, ktery 1ék mu nabidnete?

Paradox je zptsoben tim, Ze muZzi maji bez ohledu na terapii obecné vyrazné vyssi
procento preZiti neZ Zeny (samoziejmé pouze v naSem hypotetickém piikladé). Zluté
pilulky byly ovSsem nabidnuty témér vyhradné muzim, kterym se obecné dari 1épe. Tim
se vysledky zlutych pilulek znac¢né zlepSily. Vétsi uc¢innost ovsem maji pilulky cervené
a méli bychom si je zvolit, at uz jsme pacientem nebo lékarem. Tento fakt byl zamaskovan
jakmile jsme zanedbali déleni dat na obé pohlavi, a vznikla velice nebezpecné situace.
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Tento paradox se v historii projevil nékolikrat velmi vyrazné a obcas vedl k fatalnim
zaverum. Je treba dat si na néj pozor, kdykoli t¥idime néjaka data. Vskutku hrizna
predstava je, jak strasnou zbrani by se Simpsoniiv paradox mohl stat v rukou politiki
a demagogt. Méame velké Stésti, Ze jim to jejich vzdélani a intelekt vétsSinou nedovoluji.

5 Kongruence a kongruence po c¢astech

MOTTO: Jsem soumérnd, ach tak soumérnd . ..
(Bara Basikova)

Rekneme, ze dva objekty jsou kongruentni, jestlize 1ze jeden prevést na druhy pomoci
1zometrie, tedy zobrazeni, které zachovava vzdalenosti
mezi jednotlivymi body a neprovadi s originalem zadné
- A i natahovani, smrstovani ¢i jakékoli jiné distorze tvaru.
T — Na obrazku vidime izometrické a neizometrické zo-
: brazeni vazy.

Mezi zékladni typy izometrii patii posun a rotace,
v nékterych pfipadech je povoleno téz zrcadleni. Pro
nase tucely je velmi dilezité si uvédomit, ze v diukazu
Banachovy—Tarského véty budeme pouzivat skutecné
jen izometrie. Kdyby bylo povoleno natahovéani, pak
bychom kyZzeného nartstu hmoty dosahli snadno.

Geometrické tlohy obsahujici dekompozici obrazcii
a téles provazeji lidstvo odjakziva. V klasickych dvoj-
rozmérnych geometrickych tlohdch mame casto za tikol
rozstithat dany mnohotihelnik a sestavit z néj jiny dany tvar. Tedy jeden objekt je
rozstithan na konené mnoho ¢asti, a ty jsou pak pomoci izometrii (posunovani po stole)
prevedeny na objekt druhy. Budeme-li ignorovat hranice jednotlivych ¢ésti, muzeme defi-
novat, ze takové dva objekty jsou pak niuzkove kongruentni.

Znaméa Wallaceova—Bolyaiova—Borweinova véta pravi, ze dva mnohothelniky jsou ntiz-
kové kongruentni pravé tehdy, kdyz maji stejny obsah. Tento fakt na prelomu stoleti
ziejmé zaujimal velmi dulezité misto v matematice, nebot otazku, zda plati trojrozmérné
verze této véty nachazime hned na tretim misté Hilbertova seznamu. Presnéji feceno,
Hilbert predpovidal zapornou odpovéd a problém formuloval jako vyzvu k nalezeni pro-
tiptikladu. Problém padl hned jesté v roce 1900, a to jako prvni ze seznamu (dodejme,
Ze dnes jsou jiz vyfeSeny vSechny Hilbertvy problémy kromé jediného — Riemannovy
hypotézy). KyZzeny protipiiklad nalezl (a Hilbertovu domnénku tak potvrdil) dvaadvace-
tilety némecky matematik Max Dehn, a to dokonce, kuri6zné, jesté pred tim, nez stihl
Hilbert sviij slavny seznam prezentovat v Parizi. K dikazu mu stacily ctyfstény.

Nuzkova kongruence ovsem skryvéa jista tskali, na ktera je tfeba dat si pozor, jestlize
chceme pracovat na solidnich matematickych zakladech. PotiZe nastavaji pro body na
hranici stfihu. Podivejme se napiiklad na ¢tverec a rovnoramenny trojuhelnik. Kam se
zobrazi diagonéala ve ¢tverci? Je jasné, ze nemuzeme dostat obé odvésny, ale jen jednu.
A naopak, co se déje v misté ,slepu*? Tam naopak dochézi k jakémusi ,prekryvu“?!
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Tyto otazky bohuzel nelze uspokojivé zodpovédét. Je treba se smifit s tim, Ze ¢tverec
a trojuhelnik nejsou kongruentni. Jsou vSak kongruentni po cdstech.

Rekneme, ze dva objekty jsou kongruentni po cdstech, jestlize jeden lze rozlozit na
kone¢né mnoho podmnozin a z mnozin jim kongruentnich pak slozit druhy objekt. Pro
ilustraci se podivejme na nékolik jednoduchych prikladii. Mnozina prirozenych cisel
{1,2,3,...} je zfejmé kongruentni mnoziné prirozenych ¢isel bez prvku 1,2 a 3, tedy
mnoziné {4, 5,6, ...}, nebot jednu dostaneme z druhé pouhym posunem. Na druhé strané
mnoZina prirozenych ¢isel neni kongruentni mnoziné sudych ¢isel (ackoli maji stejnou mo-
hutnost), protoZze vzdalenosti mezi body nelze zachovat pii zadném zobrazeni.

A ted se podivejme na mnoziny {1,2,3,...}a{1,2,3,5,6...}, tedy na pfirozena ¢isla
a pflI‘OZGHE’L cisla bez i@ @i e
¢tyfky. Mnoziny opét 12 3 4 5 & 7 P23
nemohou byt kongru-
entni, protoze neexistuje zpusob, jak zaplnit diru po ¢tyfce. Jsou ale kongruentni
po ¢&astech, nebot mnozinu {1,2,3,5,6...} rozdélime na sjednoceni mnozin {1,2,3}
a {5,6...}, druhou posuneme o jednicku vlevo (to je kongruence) a ziskané dvé mnoziny
sjednotime. Toto je velmi dilezity princip, ktery nazyvame posunem z nekonecna.

Na myslence posunu z nekonecna je zalozena koncepce ptivabného takzvaného Hilber-
tova hotelu, ktery mé nekone¢né mnoho pokoji, je zcela zaplnén a prijizdi novy host.
Hilbert presune kazdého jiz ubytovaného hosta do pokoje s ¢islem o jednicku vySSim,
¢imz ziskava volny pokoj pro nové prichoziho. Vzapéti ovsem prijizdi autobus s nekonecné
(spocetné) mnoha dalsimi zajemci. Hoteliér Hilbert (veden predstavou netrividlniho zisku)
si ale hravé poradiis tim, prosté presune kazdého hosta do pokoje s dvojnasobnym ¢islem,
a liché pokoje nabidne novym pocestnym. Pozdéji ptijede nekone¢né (spocetné) mnoho
takovych autobusii. I tento novy dav je jesté mozno ve zcela zaplnéném Hilbertové hotelu
ubytovat a dokonce to ani neni tak tézké. Staci autobusy srovnat vedle sebe na parkovisté
a oznacit vSechny v nich sedici cestujici prirozenymi ¢isly podobné jako Cantor ocisloval
racionalni ¢isla. Tim se problém pfevede na tlohu obsahujici jen jeden autobus, kterou
jiz ale recep¢ni umi vyftesit.

Koncept posunuti z nekonetna mizeme vyuzit k ,vytvareni a zaplhovani dér.
Vezméme si kupfikladu kruznici o poloméru 1.

Chceme dokazat, Ze je kongruentni po ¢astech své j&f»-«««mm\

& 3 6

i b

vérné Kkopii, z niz ale odstranime jeden bod. Za-
¢neme s neporusenou kruznici. Bod, ktery ma
zmizet, oznac¢ime symbolem 0. Posuneme se po
kruznici proti sméru hodinovych rucicek tak, aby-
chom po oblouku urazili délku 1. Bod, ve kterém
skon¢ime, ozna¢ime 1. Urazime znovu stejnou jed-
notku stejnym smérem a vysledny bod oznacime
2. A tak dale. Nyni ozna¢ime symbolem A
mnozinu vSech takto oznacenych bodi, tedy A =
{0,1,2,...} a symbolem B zbylé body na kruznici.
Tedy cela kruznice je sjednocenim A a B. Provedeme-li rotaci bodi mnoziny A o jednu
jednotku proti sméru hodinovych rucic¢ek, dojde k ,,posunu do nekonecna“: bod 0 se zo-
brazi na bod 1, bod 1 na bod 2 a tak dale, ale zddny bod se nezobrazi do bodu 0.

fud
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Takto posuneme A do nekone¢na a B zachoviame v puvodnim tvaru. Tim je dikaz ho-
tov. Pochopitelné obracenym procesem (posunem z nekonecna) muzeme naopak diru na
kruznici zaplnit.

Obdobné 1ze dokazat kongruenci po ¢astech tplného kruhu a kruhu, z néjz vyndéame
jednu tsecku. Ditkaz kongruence po ¢astech ¢tverce a trojuhelnika stejného obsahu je

technicky o néco slozitéjsi (protoze bodii v misté slepu je nekone¢né mnoho), myslenkové
je ale tiplné stejny.

6 Predchiidci Banachova—Tarského paradoxu

Otazka je, co to vibec je paradox. Cantor definoval nekone¢nou mnozinu jako takovou,
pro kterou existuje vzajemné jednoznacné zobrazeni s néjakou jeji vlastni podmnozinou.
Uz sama tato definice muZze leckomu pfipadat jako paradox, nebot je ve zdanlivém sporu
s Eukleidovym axiomem, tvrdicim, Ze ,celek je vic nez ¢ast®. Pak neni divu, Ze pfi praci
s nekonecnem budou nevyhnutelné nasledovat dalsi (a hlubsi) paradoxy.

Kromé Cantorovy definice nekonecné mnoziny existuje jesté definice alternativni, kterou
zformuloval Cantoruv piitel a kolega Richard Dedekind: mnoZzina je nekonecna, jestlize
existuje prosté zobrazeni z mnoziny prirozenych ¢isel do ni. Pfijmeme-li axiom vybéru,
pak nenf tézké dokézat, ze Cantorova definice je ekvivalentni Dedekindoveé.

6.1 Natahovani a Bolzanitv paradox rovného a nerovného

[

MOTTO: Vsechna zvitata jsou si rovna, ale nékterd jsou si rovnéjsi.

(George Orwell)

Zeptejte se libovolné osoby na ulici, zda interval [0, 1] obsahuje méné bodu neZ interval
[0,2]. Odpovédi se budou riznit. Jde o typicky priklad paradoxu rovného a nerovného,
ktery poprvé popsal Bolzano. Obé mnoziny maji sice stejny pocet bodii (stejnou kar-
dinalitu), je vSak zfejmé, Ze druhy interval ma oproti prvnimu par bodu navic. Je
tfeba se smifit s tim, Ze u mnozin obsahujicich nekoneéné mmnoho bodu existuje pro-
ces jakéhosi ,natahovani‘, kterym lze vzajemné jednoznacné zobrazovat na sebe mnoziny
riznych rozméri. Prekvapivé obtizna je tloha nalézt vzajemné jednoznacné zobrazeni
mezi otevienym intervalem (0, 1) a jeho uzavienym kolegou [0, 1].

Cantor studoval otézku, zda je mozné najit bijekci mezi mnozinami sice stejné kar-
dinality, ale rtznych rozmért, napiiklad mezi tseckou a ¢tvercem. Usecka pieci nemé
zédnou §itku! V roce 1874 napsal Dedekindovi o tomto problému a v dopise predpovédél,
7ze odpoveéd bude zaporna. Ke svému zdéSeni dokézal, Ze to mozné je. V roce 1897
piSe Dedekindovi opét: ,Dokézal jsem to, ale nemohu tomu uvérit!* Dedekind odepsal
a varoval Cantora, Ze jeho vysledky nebudou vlivnou matematickou obci dobfe prijaty
(s Kroneckerem méli své zkugenosti oba). Editofi ¢asopist jako naptiklad Crelle’s Journal
se zdrahali Cantorovy ¢lanky prijimat. Domnivali se, Ze nékde musi byt chyba, ale nikdo
ji nedokazal nalézt. Ve skutecnosti takovych bijekei existuje cela rada.
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6.2 Vitaliova konstrukce nemeéritelnych mnozin

MOTTO: A el bych cestou prasnou, co nikdo nezméri . ..
(Karel Zich)

V roce 1905 vyftesil italsky matematik Giuseppe Vitali otazku, zda jsou vSechny podm-
noziny realné osy lebesgueovsky méritelné, a to negativné. Jeho konstrukce, zalozené na
axiomu vybéru, je pozoruhodné jednoducha. Rekneme, 7e dvé &isla a a b z [0, 1] jsou ekvi-
valentni (a piSeme a ~ b), jestlize jejich rozdil je racionélni, tedy a—b € Q. Tedy napriklad
vSechna racionalni ¢isla jsou ekvivalentni. Také cisla % a 2;—7:’ jsou ekvivalentni. Cisla %
a % ekvivalentni nejsou. Rozbijeme interval [0, 1] na t¥idy ekvivalence. Téch je samozie-
jmé nespocetné mnoho. Pomoci axiomu vybéru nyni zkonstruujeme vybérovou mnozinu,
ktera obsahuje pravé jeden prvek z kazdé tfidy. Oznacime ji M a nazveme ji Vitaliovou
mnozinou. Pro kazdé racionalni ¢islo ¢ definujeme mnozinu M, := {z + ¢; = € M}.
Pak tedy celé redlna osa je (spocetnym) sjednocenim mnozin M, pres vSechna racionalni
¢isla g. VSimnéme si, ze M, jsou disjunktni a kongruentni.

Nyni sporem dokdzeme, ze M nemiize byt méritelna. Kdyby byla, pak by vSechny
mnoziny M, musely mit tutéz miru. Kdyby mira mnoziny M byla rovna nule, pak by tedy
mira celé redlné osy byla rovna nule, coZ je samoziejmé nemozné. Ale kdyby u(M) > 0,

pak by platilo

w([0,2]) > M(U{]V[q; g racionéalni, 0 < ¢ <1}) = Z pu(M,) = oo,

0<q<1

coz je také nemozné. Takze ani M ani M, nejsou méritelné.

Jednim z paradoxnich disledki Vitaliovy konstrukce je nasledujici tvrzeni: Podmno-
Zinu intervalu [0,2] lze rozloZit na nékolik podmnozin, ze kterych pak lze sestrojit celou
redlnou osu. Na této konstrukci je tizasné, Ze neobsahuje zadné natahovani. DalSim
dtsledkem je pak jiz zrejmy primy predchiidce Banachova—Tarského paradoxu: Pomoct
Vitaliovy konstrukce je mozné rozlozit kruznict na sjednocent dvou mnozin, z nichz kazZdou
lze rozloZit na podmnoziny, z kterych lze sestavit pivodni kruznici. Dostavame tedy dveé
kruznice z jedné!

6.3 Hyperwebster

MOTTO: Popsat vam ji lze jen stézi, slovnik mij md mdlo slov . ..
(Milan Dufek)

Nadhernym piikladem paradoxni konstrukce, na kterou dokonce nepotiebujeme témér
viibec zadnou matematiku, je superslovnik Hyperwebster, jehoz autorem je Ian Stewart.
Hyperwebster obsahuje vSechna slova, ktera lze sestavit z 26 pismen anglické abecedy.
Slova maji vzdy kone¢ny pocet pismen a jsou sefazena abecedné. Slovnik uvadi vSechny
vyrazy bez ohledu na to, zda davaji smysl. Prvni polozky na seznamu jsou A, AA,
AAA, AAAA, a tak déle. Po nekonecné mnoha takovych slovech pfijdou na fadu AB,
ABA, ABAA, ABAAA a tak dale. Slovnik sice neni vykladovy, definice riuznych pojmu
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v ném vsak presto jsou. Musime ovSem rozpoznat spravné definice od nesmysli. Naprik-
lad zde méame definici slova lichobéznik skrytou v hesle LICHOBEZNIKJECTYRUHEL-
NIKKTERYMAPRAVEDVESTRANYROVNOBEZNE, najdeme ovSsem také heslo LI-
CHOBEZNIKJEPLECHOVYHLODAVEC. I to udéva definici lichobézniku, ale ponékud
zavadéjici. Hyperwebster je ovSsem mmnohem vic nez jen pouhy slovnik. Budou v ném
zminény vSechny c¢lanky, knizky a texty pisni, které kdy byly napsény i ty, které teprve
napsany budou. Lécebné postupy na choroby, které zatim neumime vylécit. Mezi nimi
budou ale i nespréavné lé¢ebné néavody, a bude tieba celych tymu experti z oboru mediciny,
aby od nich odlisily ty pravé.

A ted si predstavme, Ze se hypoteticky nakladatel Ferda Mravenec & Brouk Pytlik,
s.r.0., rozhodne vydat Hyperwebstera ve 26 dilech vzdy podle pismene, kterym vyrazy
zaCinaji. Budeme tedy mit napiiklad dil A: A, AA, ..., AB, ABA, ..., obdobné budou
vypadat dily B, C, ..., Z. Tésné pred vydanim si nakladatel uvédomi, Zze bude potiebovat
spoustu drahého papiru. Aby usetfil, rozhodne se ze vSech slov obsazenych v prvnim dilu
odstranit pocatecni pismeno A, nebot to si tam pak kazdy snadno doplni. Obdobné nalozi
s ostatnimi dily. V logaritmickych tabulkach se preci také ¢asto vynechava nula a zac¢ina se
az desetinnou carkou. Nakladatel uSetii spoustu penéz a ¢tenére to nic nestoji. Par hodin
pred vydénim slovniku se objevi dalsi zptisob, jak uSetfit penize: peclivou kontrolou vsech
dilt se ukaze, ze jsou zcela identické. Pro¢ by se tedy mély vydavat vSechny? Staci preci
vydat pouze dil A! Bude ale moudré prejmenovat prvni dil na Hyperwebster. Nakladatel
pak rozdeéli dil A do kapitol podle druhého pismene (kapitola A az kapitola Z). Opét se
v kazdé kapitole vynecha prvni pismeno a zase, jako z udélani, se zjisti, Ze jsou vSechny
kapitoly stejné. Vyda se tedy pouze kapitola A! Jen ji prejmenujeme na Hyperwebster.
Snadno uhodnete, co se bude dit dal. Prijdou na rfadu paragrafy, odstavce, a tak dale.

Superslovnik Hyperwebster ma kromé vSech svych tizasnych kvalit jesté také néasledu-
jici pozoruhodnou vlastnost: lze jej rozlozit na nekonecné mnoho svych vlastnich kopii,
z nichz kazdou lze rozlozit na nekonec¢né mnoho svych vlastnich kopii a tak dale.

6.4 Sierpinského—Mazurkiewiczliv paradox

Polsky matematik Wactav Sierpinski (1882-1969) formuloval problém, zda je mozné roz-
lozit néjakou mnozinu E na disjunktni sjednoceni dvou mnozin F; a FE5 tak, aby kazda
z nich byla kongruentni ptivodni mnoziné. Kladnou odpovéd na tuto otazku pfinesl jeho
student Stefan Mazurkiewicz (1888-1945).

Mnozina F obsahuje nasledujici body: pocéatek dvourozmérného Eukleidova prostoru
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a pak vSechny body, které
lze 7z pocatku dostat jed-
nou z nésledujicich ope-
raci: posunem doprava
o jednu jednotku, nebo
pootocenim proti sméru
hodinovych rucicek o je-
den radian (coz je 2

stupnit). E je spocetna

mnozina bodii z R2. Nyni »Translate I Trasshte § o Tracslste 1~ Translate |
posuneme vSechny body B 2 b ’
z E o jednotku doprava
a vyslednou mnozinu nazveme F;. Déle pootoc¢ime vSechny body mnoziny I proti sméru
hodinovych rucicek o jeden radian a vyslednou mnozinu oznac¢ime Fs. Ctény Ctenar se
jisté sam snadno presveédci, ze tato dekompozice mé kyzené vlastnosti.

Na této konstrukci je pozoruhodné nejen jeji zarazejici jednoduchost, ale hlavné to,
7e nepouziva axiom vybéru. Na zavér si jeSté vSimnéme mozna trochu prekvapivé souvis-
losti s Hyperwebsterem: prifadme jednotlivym bodtm fetézce pismen podle posloupnosti
tkont, kterd nas k bodu dovedla, tedy T' pro posunuti a R pro rotaci. Pak FE; ob-
sahuje pravé vSechny body zacinajici pismenem 7' a Fy naopak vSechny body zac¢inajici
pismenem FR.

7 Diukaz Banachovy—Tarského véty

MOTTO: Nekonecno je misto, kde se déji véci, které nejsou.
(neznamy $kolak)

V této kapitole uvedeme ditkaz Banachovy—Tarského véty. Pripomeneme si jeji znéni.

Véta. Jednotkovou trojrozmérnou kouli B = {[z,y, z|; 2% + y* + 2z? < 1} lze rozlozit
na dvé ¢asti By a B, z nichz kazda je po ¢éastech kongruentni kouli B.

Dukaz muzeme rozdélit do t¥i hlavnich kroki:

7.1 Prvni krok: grupa rotaci na sfére

Rotaci nazveme jakykoli rigidni pohyb mnoziny bodi v trojrozmérném prostoru, pri
kterém se kazdy bod pohybuje po stejné kruhové draze. Nesmi dojit k zadnym distorzim,
vzdéalenosti mezi body jsou stale stejné.

Nejprve definujeme dvé zakladni rotace: symbolem 7 oznac¢ime rotaci ve sméru hodi-
novych rucicek o 120° podél osy z a symbolem o rotaci podél osy z = x v roviné xz o 180°.
Tato osa prochazi poc¢atkem a svira uhel 45 stupfiti s osou z (viz obrazek).

Budeme uvazovat viechny mozné kombinace rotaci 7 a o. Napiiklad rotace 72 = 77
predstavuje pootoceni podél osy z ve sméru hodinovych rucicek o 240°. Slozime-li rotaci 7
tiikrat, dostaneme 72 = 777, tedy oto¢eni podél osy z ve sméru hodinovych rucicek o 360°.
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Pri této rotaci se poloha bodu sféry neméni. Tuto rotaci budeme nazyvat identickou
a oznacovat symbolem /. Mame tedy 72 = I, obdobné plati 02 = I. Rotaci o, po které
nésleduje rotace 7, oznac¢ime 7o a podobné.

Vsechny rotace, které slozime ze zakladnich rotaci, budeme uvadét v redukovaném
(nejjednodussim mozném) tvaru. Tedy napiiklad piSeme

lo=cl=0, IT=71l=T1
ocl=7"=1
T 3.3

o’ = P*rofor = Itlor = 107

T=I1lr=r

Kazdou rotaci kromé I je tedy moZno vyjadrit ve tvaru kone¢ného fetézce rotaci 7, 72

a 0. Pocet téchto symboli v fetézci budeme nazyvat délkou rotace, pricemz I mé délku 0.
Tedy napiiklad rotace o720 ma délku 4.

Mnozinu v8ech rotaci oznac¢ime (. Potom (' je grupa a navic lze dokdzat takzvanou
vétu o jednoznacnosti: kazdou rotaci v GG lze vyjadrit v redukovaném tvaru pravé jednim
zpusobem.

Nyni rozdélime rotace z grupy G do tifi disjunktnich podskupin G, G5, G3 podle
nasledujictho algoritmu: nejprve dame rotaci I do Gy, rotace 7 a o do Gy a rotaci 72 do
(3. Tim jsou obstardny vSechny rotace délky 0 a 1. Dale pokrac¢ujeme podle nasledujiciho
induktivniho procesu.

Necht « je néjaka rotace z (G. Jestlize znak stojici v jejim zapisu nejvice vlevo je 7
nebo 72, pak vloZime oo postupné do Gy, G a G podle toho, jestli a € G, a € G5 nebo
a € (3. Je-li nejlevéjsi znak v zapisu rotace a roven o, pak obdobnym zptsobem vlozime
rotaci 7o postupné do Gy, G5 a G4, a rotaci 72a postupné do G, Gy a Gl.

Peknou ilustraci tohoto algoritmu je takzvany rotaéni stroj Roberta Frenche (viz
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SronoT e e, L

obrazek). Na
pocatku vlozime
identickou rotaci

I do kose Gy

a pak uz stroj
pracuje automa-
ticky sam. Identicka
rotace se jesté
predtim, nez spadne
do kose, zkopiruje

a posune do nélevky
nad koSem .
Tam je postupné
slozena s rotacemi
o, 7aT1?, vzniklé
rotace jsou v sor-
tovaci od sebe
oddéleny a posléze
odvedeny odpovi-
dajicim potrubim

do prislusnych kost. Nez do nich spadnou, jsou opét kopirovany, odvedeny nahoru do
nalevek, a cely proces pokracuje stejnym zptsobem dal.

Tri takto ziskané podskupiny jsou provazany velmi zajimavymi vztahy. Jestlize napiik-
lad na jakoukoli rotaci z (G; provedeme rotaci 7, dostaneme rotaci z G5 a naopak, jakakoli
rotace z (G5 vznikne popsanym zpusobem. Tento fakt zapisujeme ve tvaru 7G; = Go.
Napriklad rotace o1 patii do GG, a tedy rotace 7o7 nalezi do GG5. Obdobné lze dokazat
Gy = G5 a 0Gy = Gy UGs.

7.2 Druhy krok: rozklad jednotkové sféry na dvé vlastni kopie

Nejprve si vSimneme, ze kazda rotace méa pravé dva poly, coz jsou body, které pri rotaci
neméni polohu. Naptiklad poly rotace 7 maji soufadnice [0,0,1] a [0,0,—1] (skoro jako
severni a jizni pol). ProtoZe rotaci je spocetné mnoho, je také mnozina P vSech pola vSech
rotaci spocetna.

Kazdy bod z mnoziny S\ P (ktera je samoziejmé nespocetné) je spojitelny néjakou
rotaci se spocetné mnoha jinymi body na sféfe. Pokud néjaké dva body spojuje néjaka
rotace, Iikame, Ze tyto dva body patri do stejné orbity. Stéra bez poli je tedy sjednocenim
nespocetného mnozstvi orbit, kazdy bod patii pravé do jedné.

Nyni pfigel ¢as na pouziti axiomu vybéru. Sestrojime vybérovou mnozinu C', ve které
bude pravé jeden bod z kazdé orbity. Potom je zfejmé C nespocetnd, disjunktni s mnozi-
nou P, zadné dva body z C nelze spojit zadnou rotaci z G a kone¢né do kazdého bodu
z S\ P vede né&jaka rotace z néjakého bodu z C.

Nyni oznac¢ime K; = G1C, Ky = G5C' a K3 = GG3C'. Potom

S:PUK1UK2UK3
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Dale je zfejmé, Ze rotaci 7 prevedeme K7 na Ks. To ale znamena, ze Ky je kongruentni K.
Obdobné pomoci rotace 72 dokéZeme, Ze K je kongruentni K3 a kone¢né, pomoci rotace
o, ze Ky je kongruentni Ky, U K3. Tedy

Kir~ Ky~ Ks~ Ky U K3.

Tento nadherny vztah se nazyva Hausdorffiv paradoz, nebo téz paradox tretiny a poloviny.
Protoze cela K je témér rovna sjednoceni K7 U Ky U K3 (aZ na poly, kterych je ale malo),
miuzeme kazdou K; povazovat za néco jako tretinu celé K. Zaroven je ale kazdad K;
kongruentni K5 U K3, takZe ji miuzeme zaroven povazovat za priblizné polovinu sféry K.

Nyni provedeme klicovy krok. Mnozinu Ky U K3 pouzijeme jako ,,1ozkladovy vzor®.
S jeji pomoci rozlozime kazdou z mnozin K;, Ky a K3 na
dveé casti, z nichz jedna je kongruentni Ky a druha Kj. Tim
jsme rozlozili mnozinu S\ P na Sest ¢asti, z nichz kazda je
kongruentni bud K, nebo K3. Nyni sta¢i vzit vzdy tii a tii
z nich a deklarovat jejich kongruenci mnozinam K, Ky a K3
(viz obrazek). Tim ziskdme dvé identické kopie S\ P, jejichz
sjednocenim je ale opét S\ P.

Co zbyva, je vyporadat se s poly. OvSem téch je tak mélo (pfesnéji spocetné mnoho), 7
na né staci technika, kterou jsme vyse popsali jako zaplnéni dér pomoci
posunu z nekonec¢na (viz obréazek). Touto metodou dokdzeme, ze S\ P
je kongruentni S, a jsme hotovi.

7.3 Treti a posledni krok: piechod od sféry ke kouli

Teézké klicové ¢asti dikazu mame za sebou. Treti krok je snadny. Kazdému bodu sféry
prifadime tisecku vedouci z tohoto bodu az k pocatku. Takto rozsifime sféru na kouli bez
stfedu a kopirujeme operace z druhého kroku. Nakonec zaplnime diru v poc¢étku posunem
z nekone¢na (jako obvykle).

Tim jsme dokézali duplikacni verzi Banachovy—Tarského véty.

Po publikaci véty se matematické obec zacala zajimat o to, na kolik ¢asti je tfeba kouli
rozlozit. V roce 1947 dokéazal Abraham Robinson, Ze nejmensi mozny pocet dilki je pét.

8 Vztah Banachova—Tarského paradoxu k realité

MOTTO: Jedna z nejodpornéjsich véct, které matematici délaji, je neustdlé zpochybriovdni
zdleZitosti, o kterych jsme presvédcens, Ze jim dokonale rozumime.
(Tan Stewart)

KdyZz matematik dokaze néco, co odporuje zdravému rozumu, musi k tomu zaujmout
néjaké stanovisko. V souvislosti s nasim paradoxem se nabizi nékolik moznosti.
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8.1 Prvni mozZnost: odmitnout vysledek jakoZto nesmyslny

Nabizi se celkem snadny zavér, ze v dikazu je prosté nékde chyba. Jenomze vypocty
jsou korektni a logické postupy nenapadnutelné. Jsme-li odhodléni za kazdou cenu nalézt
chybu, mame tedy jedinou moznost. Musime napadnout nezranitelnéjsi krok celého pos-
tupu, totiz aplikaci axiomu vybéru. Mame pravo pouzivat kontroverzni axiom, kdyz
vidime, k jak bizarnim zavérim nas dovedl? Jeho kritici pouzivaji Banachtv—Tarského
paradox jako padny argument pro jeho odmitnuti. Jenomze axiom sam je vysoce intuitivni
a s jeho pouzitim byla vybudovana spousta skvélé matematiky. Spolu s nim by padla velké
cast dulezitych matematickych oborii jako jsou topologie, algebra, funkcionélni analyza
a realna analyza. Stoji to za to? Neni lepsi vydrzet jeden vcelku neskodny paradox
a pokusit se ho obhajit pred kritikou?

8.2 Druha moznost: prijmout vysledek jako fakt

Prijmeme-li vysledek zcela bez vyhrad a nepokusime-li se o néjakou jeho dalsi interpretaci,
pak nezbyva, nez se jej pokusit vyuzit v praxi a zacit zdvojovat hmotu. Nebylo by to
poprvé, kdy byl neuvéritelny fakt obecné prijat za pravdivy. Staci pripomenout zoufaly
zapas Kopernika, Galilea a dal$ich s dobovymi predsudky a tupou moci, nez konecné
Kepler a Newton presvédcili verejnost. Mame k dispozici ale i priklady z velmi nedavné
doby, co tfeba takova Einsteinova teorie relativity: pohybuje-li se padesatimetrovy ob-
jekt vazici padesat kilogramu devadesatiprocentni rychlosti svétla, pak se smrskne na 22
metri a jeho vaha vy$plhé na 115 kilogramii. Dvacet sekund trvajici udélost na objektu
pozorovana zvenci bude trvat 46 sekund. Nezda se nam to sice mozné, ale tato fakta byla
ovéfena uz i laboratorné. Mame tedy prijmout Banachtiiv—Tarského paradox bez vyhrad?
Ne tak zhurta. Je tu jesté jedna moznost.

8.3 Treti moznost: reintepretovat vysledek

Vétsina matematiki bere Banachiiv—Tarského paradox prosté jako ptivabny matematicky
vysledek, ktery je platny, povolime-li axiom vybéru. Nikdo si ovSem samoziejmé nena-
mlouva, Ze by ndm mél umoznit vyrobit dvé zlaté cihly z jedné ani vagon chleba z jednoho
malého dalamanku. Axiom vybéru vede k existenci neméfitelnych mnozin (vidéli jsme
Vitaliovu konstrukei), coZ jsou mnoziny, které nemaji objem. Takové mnoziny existuji
jen v abstraktnim svété matematiky, nemuzete si je strcit doma do Supliku, stejné jako
si tam neulozite tfeti odmocninu z 7, o jejiz existenci také nikdo nepochybuje. Axiom
vybéru je matematicky axiom, nikoli fyzikalni. Banachova—Tarského véta plisobi dojmem,
ze povoluje nartst objemu, ale je to jen proto, ze pracuje s mnozinami, které zadny objem
nemayji.

8.4 Existuji néjaké projevy Banachova—Tarského paradoxu v real-
ném sveéte?

Ale jisté, ze ano. Mél jsem dédecka, pro kterého nebyl problém rozebrat hodiny a slozit
z nich dvoje takové, oboje fungujici. V radiu si nedévno stézoval majitel labradora, Ze kdyz
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vynasi pytel z vysavace plny psich chlupi, je jich tolik, Ze by se z nich bez problémi dal
sestrojit druhy takovy pes. Oba se nepochybné obesli bez axiomu vybéru. Banachova—
Tarského véta neni jesté stard ani jedno stoleti. Klidné se mizeme uchylit k taktice
pockejme a uvidime. MuzZeme se prozatim smifit s tim, Ze dublovat hmotu pomoci této
véty asi nebudeme, ale bylo by posetilé zavirat dvefe pred vSemi myslitelnymi aplikacemi
v redlném svété. Ostatné, jak pravi stary znamy bonmot, k ¢emu se hodi kojenec?

ZAvér

MOTTO: Ten okamZzik trval snad celyj svéetelny rok . ..
(Lenka Filipovéa)

Tuto stézi uvéritelnou slovni konstrukci jsem slySel nedavno v rozhlase. Kdybych
nékde verejné prohlésil, Ze jsem dnes rdno ubéhl dvacet kilogramii a nebo tfeba Zze pravy
thel vie pri devadesati stupnich Celsia, asi bych nevypadal striktné vzato jako vzdélanec.
Kupodivu, u pishového textu, jemuz ovSem naslouchaji celé zastupy, se to, jak se zda,
snese. Co je proti tomu jeden maly neskodny paradox z teorie miry?

Odtud vyplyva zcela zietelna vyzva. Kamkoli prijdete, snazte se o udrzovani spravného
fyzikalniho povédomi a vniméani naSeho svéta. A prosim tolerujte matematiky i s jejich
poSetilymi tvrzenimi.
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