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TRISEKCE UHLU, KVADRATURA KRUHU
A PODOBNE ,NEMOZNE¢ ULOHY

MIRKO ROKYTA

1. UVOD - TROCHA HISTORIE A ZAKLADNI PRAVIDLA

V roce 430 pred nasim letopoc¢tem suzoval starofecké Athény mor. Athénané se
vydali na ostrov Délos v Egejském mofi (na tomto ostrové se podle povésti narodil
bih Apollén, do jehoz resortu vSechny problémy s morem spadaly), aby od mist-
nich véstcl ziskali informaci, jak se s morem vyporadat. Bylo jim feceno, ze maji ve
svém domovském chramu postavit novy oltar, jehoz objem bude dvojnasobkem ob-
jemu soucasného oltare. Protoze tento oltar mél presné krychlovy tvar, byli Athénané
(z matematického pohledu) postaveni pted tikol zkonstruovat krychli o dvojndsobném
objemu nez je zadana krychle. Provést v oné dobé néjakou geometrickou konstrukci
navic znamenalo provést ji pouze s pomoci pravitka a kruzitka.

Takova je (velmi strucnd) historie jednoho ze tfi slavnych starovékych geometric-
kych problémi, tzv. Delského problému. Ony tii staroveéké ulohy, které nas v tomto
textu budou prioritné zajimat, jsou tyto:

e Zdvojnasobend krychle (Délsky problém), to jest nalezeni hrany krychle o dvoj-
nasobném objemu nez je zadana krychle.

e Trisekce uhlu, to jest rozdéleni daného thlu na ttetiny.

e Kwvadratura kruhu, to jest nalezeni strany ctverce, jehoz obsah je roven zada-
nému kruhu.

Ve vsech pripadech se pritom vyzaduje, aby se dané konstrukce daly provést pouze
pomoci pravitka a kruzitka.

Mozna nebude na skodu vyjasnit si uz nyni, co se vlastné pod obratem ,pouze
pomoci pravitka a kruzitka“ mysli.

Pravidla konstrukci pomoci pravitka a kruzitka:'

e Pravitko slouzi pouze k narysovani primky (tsecky), kterd prochéazi dvéma jiz
zkonstruovanymi body. Pravitko nesmi mit na sobé zadné znacky, ,,jednotky
délky“, méritka, atd. Neni ani dovoleno zadné znacky na pravitku v pribéhu
konstrukce vytvaret.

e Kruzitko slouzi pouze k tomu, aby byl jeho hrot zabodnut do néjakého jiz
zkonstruovaného bodu a aby byl opsan oblouk kruznice (¢i cel& kruznice) o po-
loméru, ktery odpovida vzdalenosti dvou néjakych jiz zkonstruovanych bodi.
Lze tedy pouze tzv. ,vzit do kruzitka“ néjakou jiz zkonstruovanou vzdale-
nost, nelze ale ,vzit do kruzitka“ zZadnou vzdalenost, ktera by byla néjakym

ITakovymto konstrukeim se také nékdy ¥ika eukleidovské konstrukce.
1
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zpisobem ,vyznaCena na pravitku® (coz je ostatné v souladu s pfedchozim
bodem).

e Konstrukce musi sestavat pouze z konecného poctu kroku. Nekonecné kon-
strukce (pomoci kterych se pfiblizime pozadovanému vysledku s tzv. ,libovol-
nou presnosti) nepovazujeme za FeSeni tlohy.

e Konstrukce musi byt presnd. Pfiblizna feSeni, byt by se hledanému vysledku
napr. ,pfiblizila vice nez je tloustka bézné tuhy“ opét nejsou povazovana za
feseni tlohy. Nedilnou soucasti feseni je tedy dikaz toho, Ze uvedena kon-
strukce skutecné dava presné to, co jsme od ni pozadovali.

Mozna je nékterym z ctendfti znamo, ze v prubéhu staleti matematici ukézali,
ze Zadnou z vyse uvedenych tii starovekych konstrukei pouze pravitkem a kruzitkem
provést nelze (usuzujeme tedy, Ze mor v Athénach se tehdy povedlo zazehnat néjakou
jinou, pfimocatejsi metodou). To je vysledek ponékud ptekvapujici, proto se nelze
divit, zZe se dodnes mezi laickou vefejnosti tu a tam vyskytnou pokusy ukazat, Ze
to prece jenom lze, a ze ti, kdo nemoznost téchto konstrukei ukazali, se musi mylit.
Casto jsou tyto pokusy vyprovokovany $patnym pochopenim slova nelze, které si
nekteri vykladaji jako vyjadreni skutecnosti, ze to ,zatim“ neumime, ¢i Ze jsme na to
jesté neprisli, a ze prece musi existovat néjaky rafinovany postup, o kterém se diive
nebo pozdéji ukaze, ze se s jeho pomoci prece jenom podaii nékterou ze starovékych
konstrukci provést.

Tak tomu vSak neni. Opravdu to nejde. Tedy: nejde provést zadnou ze tii zmi-
nénych konstrukei tak, abychom dodrzeli nase konstrukéni (eukleidovskd) pravidla.
A navic existuje presvédcéivy argument, ktery toto tvrzeni dokazuje. Pokusime se je
v tomto ¢lanecku predvést. Nez se vSak do toho pustime, zkusime ¢tenafi na jednom
jednoduchém prikladu ukazat, jak se v matematice vyrok typu ,,néco nejde* dokazuje.

2. ROZUMIME DOBRE TVRZENI{ ,, NEJDE TO*?

I kdyz by se z vyse naznaceného mohlo zdat, ze hlavnimi zbranémi, kterymi se
budeme ohanét, bude kruzitko, pravitko a dobfe ofezana tuzka, neni tomu tak. Nasi
hlavni zbrani bude mozek a hlavni ¢innosti budou abstraktni tivahy. Nebudeme tedy
posouvat tuzku podél hrany pravitka ani zabodavat hrot a rotovat ramenem kru-
zitka, nebudeme vztycovat kolmice ani se co chvili shanét po ofezavatku. Budeme si
to vSecko jenom predstavovat a pfemyslet o tom, ¢eho vseho bychom byli schopni
pravitkem a kruzitkem dosdhnout, kdybychom se do toho pustili.

A ¢eho bychom za zadnou cenu schopni nebyli.

Zasadnim heslem tohoto spisku totiz je véta ,,Co nejde udélat a jak ukazat, ze to
opravdu nejde“. V bézné cCestiné se s vyrazem ,nejde to“ setkavame pomérné casto
a ve vétsine pripadd se ukéze, ze ten, kdo tuto vétu pronesl, mél spise na mysli
»j& to neumim®. V matematickém smyslu méa vsak obrat (véta, tvrzeni), zacinajici
slovem ,nelze* mnohem zasadnéjsi a zodpovédnéjsi vyznam: mysli se tim, ze autor
takového tvrzeni je skutecné mimo jakoukoli pochybnost schopen dokdzat, Ze danou
véc nelze udélat. Tedy nejenom, Ze to v dané chvili neumime a Ze se tfeba za néjakou
dlouhou dobu muze najit nékdo rafinovany nebo nadobycej chytry, kdo prijde na to,
jak to udélat. Ne, myslime tim toto: predvedeme vam logickou tvahu, jejiz spravnost
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miizete krok za krokem zkontrolovat, ktera vas presveédci, ze tu a tu véc skutecné
nelze v ramci pravidel, ktera jsme si domluvili, provést.

Mozné bude v této chvili vhodné ukazat n€jaky priklad. I kdyz je nasledujici tvrzeni
pomérné dobie zndmé (a omlouvam se tedy tém, ktefi ho znaji), neuvaddim ho zde ani
tak pro jeho fakticky obsah, jako spise pro ilustraci uvahy, ktera predvede, ze ,néco
nelze”.

Tvrzeni 2.1. Cislo v/2 nelze vyjddiit jako podil dvou celyjch cisel.?

Diikaz. Kazdé tvrzeni nebo vétu je v matematice potieba dokéazat. My tvrzeni 2.1
o iracionalité v/2 dokdzeme ditkazovou technikou zvanou ,dtkaz sporem®: budeme
predpokladat, ze dokazované tvrzeni neplati, nacez fetézcem logickych ivah dojdeme
bud k nesmyslu, ¢i k protimluvu, k evidentni nepravdé nebo jinému druhu tzv. sporu.
Z toho lze ucinit jediny zavér: nas predpoklad, Zze tvrzeni neplati, nebyl spravné a
dokazované tvrzeni tedy plati.

Predvedme si to konkrétné: predpokladejme tedy (matematici fikaji: prepokla-
dejme ,pro spor*), ze ¢islo V2 lze napsat jako podil dvou celych ¢sel. Existuji tedy
¢isla p, q € Z takova, ze

V2 = g . (2.1)

O podilu § vime dokonce vice, nez ze jeho citatel i jmenovatel jsou cela ¢isla. Protoze

V2 ~ 1,414... ¢ (1,2), mizeme dokonce bez uzardéni prepokladat, ze p i ¢ jsou
¢isla kladna a ze ¢ neni rovno jedné. Muzeme vSak prepokladat jesté vice, a sice
ze ve zlomku napravo v (2.1) jsme uz provedli vSechna mozna kréaceni ¢itatele a
jmenovatele, takze zlomek § jiz nelze dale kratit. Jinak feceno, ¢isla p, q jiZ nemaji
Zadného spolecného délitele. Kdyz uz jsme tedy tohle vSechno s vyrazem (2.1) provedli,
budeme pokracovat.

Vynésobime (2.1) ¢islem ¢ a umocnime na druhou, dostaneme:
2¢° = p*. (2.2)

Tato rovnost ndm fika, Ze ¢islo p? je dvojnasobkem jakéhosi piirozeného éisla (kon-
krétné ¢isla ¢?), jinak fedeno: ¢islo p? je délitelné dvéma. Nebo jesté jinak Fedeno:
¢islo 2 se vyskytuje v prvociselném rozkladu ¢isla p?. Odsud ovsem plyne, Ze ¢islo
2 se musi vyskytovat uz v prvociselném rozkladu cisla p, tedy i ¢islo p samotné je
délitelné dvéma. Lze proto psat p = 2k pro néjaké prirozené cislo k. Dosadime toto
vyjadieni ¢isla p do (2.2):

2¢* = 4k*,
a po vydéleni dvéma dostaneme:

¢ =2k*.
Vysledné rovnice ndm néco pfipomina: stejné jako ptred chvili ve (2.2) vidime i nyni,
ze ¢islo ¢? je délitelné dvéma, odkud stejnou tivahou dostaneme, Ze i ¢islo ¢ samotné
je délitelné dvéma.

2Ekvivalentni formulaci tohoto tvrzeni je vyrok ,,Cislo v/2 je iracionalni“, nebof iracionalni ¢sla,
jak Ctenar jisté vi, jsou pravé ta realnd cisla, ktera nejsou racionalni, tedy je nelze vyjadfit jako
podil dvou celych c¢isel.
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To je ovsem podivné: ¢isla p a ¢ nemaji zadného spolecného délitele a my jsme prave
ukazali, Ze ho maji: dvojku. V této chvili matematik s radosti vyktikne: ,spor!*, a vi,
ze to znamend, ze dikaz je hotov. Vi totiz, Ze jeho (pro spor ucinény) predpoklad,
a sice ze v/2 lze napsat jako podil dvou celych ¢sel, jej dovedl k logickému sporu.
Tento predpoklad byl tedy Spatné, a plati jeho negace: tedy, ze v2 nelze napsat jako
podil dvou celych cisel. U

Snad tedy ¢tenar v této chvili jiz chape, jakou silu ma matematikovo tvrzeni, ze
néco nelze. Pokud ano, mizeme se pustit do feSeni nasich tfi problém.

3. TRI STAROVEKE ULOHY A NOVODOBY POHLED NA NE

3.1. Zdvojnasobeni krychle. Kdybychom dostali dnes za kol nalézt krychli, jejiz
objem by byl dvojnasobkem objemu zadané krychle, asi bychom na problém nesli
pravitkem a kruzitkem, ale néasledujici ivahou: méa-li ptivodni krychle hranu délky
x, méa objem roven &slu #3. Krychle o dvojndsobném objemu mé proto objem 223
a hranu rovnou v/2z3 = /2. Vlastné tedy nejde o nic jiného, nez o to, jak se ze
zadané délky = dopracovat k délce zv/2.

Zkusme tento poznatek interpretovat ,v feci pravitka a kruzitka“: néjakym zpiiso-
bem je nam sdélena délka x a my mame vytvofit (zkonstruovat) délku z+/2. Protoze
v8ak nemame k dispozici zaddné méritko (viz konstrukéni pravidla na strané 1) je
tato délka x jediny délkovy tudaj, ktery mame k dispozici; mizeme ji tedy bez obav
povazovat za jakousi jednotku délky, pridélenou konstrukci, kterou mame provést.

V této chvili jsme dospéli k dilezitému momentu — podarilo se ndm nasi geome-
trickou tlohu vyjadrit pomoci algebraickych pojmt. Tato algebraicka formulace zni:
Ize z &isla 1 zkonstruovat ¢islo /2?7 Chtélo by to ovsem jesté néjakou algebraickou in-
terpretaci slova ,,zkonstruovat“, abychom mohli popsat algebraicky i postup, kterym
by se z ¢isla 1 mélo né&jak ,,odvodit* ¢islo v/2.

I na to dojde. V této chvili vsak bude lepsi dokoncit zapocatou praci tohoto para-
grafu a vyjadrit i zbyvajici dva konstrukéni starovéké problémy algebraicky.

3.2. Trisekce thlu. Uz kdyz jsme problém trisekce (roztfeténi) thlu formulovali,
mohlo nékteré z vas napadnout, Ze ptrece existuji thly, které 1ze roztietit jen pomoci
pravitka a kruzitka velmi snadno: tthel 180°, napfiklad (doufam, Ze byste to vSichni
dokéazali). O co tedy jde v problému trisekce thlu? Jde o to, Ze se hledd univerzdlni
konstrukce, ktera by byla schopna rozttetit libovolny thel. A Ze pokud chceme uka-
zat, ze takova konstrukce neexistuje, bude stacit nalézt jeden whel, ktery roztretit
nebudeme schopni.

V tomto povidani nakonec ukédzeme, Ze neexistuje konstrukce pravitkem a kruzit-
kem, ktera by roztretila thel 60°.

Zkusme najit algebraickou formulaci tohoto tvrzeni. Vedeni predchozi zkusSenosti,
budeme predpokladat, ze je ndm dana délka 1. Jisté budeme umét narysovat kruznici
o tomto poloméru (jednotkovou kruznici) a v ni ihel 60°, ktery mame za tikol rozttetit.
Oznacime-li si @ = 60°, je tedy pied nami tkol zkonstruovat thel § = 20°. Tvrdim,
ze tento tthel budeme umét zkonstruovat, pokud budeme umét nalézt tsecku délky
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cos § = cos20°. Skutecné (divejte se na obrazek 1 na str. 5), tuto délku pak bude
stacit vynést ze stiedu kruznice na osu x a vztycit kolmici v takto ziskaném bodé.

K prevedeni tohoto problému do algebraické fe¢i vyuzijeme goniometricky vztah
(najdete ho napiiklad v oblibené ,vzoreckové“ publikaci [1])

o «
=4cos® — —3cos - . 3.1
Cos o cos” 3 cos 3 (3.1)

Hodnotu cos o = cos 60° = % v pfedchozi rovnici zname (pfesnéji: umime z hodnoty
»1“ zkonstruovat), a hodnotu cos § hleddme. Oznacme si proto x = cos §. Rovnice
(3.1) pak bude mit tvar

1 3
5 = 4x° — 3z
neboli
8% —6x —1=0.
Algebraicka formulace problému konstrukce tfetiny thlu 60° tedy zni takto: je dano
¢islo 1, zkonstruujte ¢islo z, které je feSenim rovnice 823 — 6z — 1 = 0, lezicim
v intervalu (0,1) — to aby mohlo byt kosinem thlu, lezictho v prvnim kvadrantu.?

193

-1

OBRAZEK 1. Ke konstrukei tfetiny thlu 60°.

3.3. Kvadratura kruhu. Zde, jak se ukaze, je ,algebraizace® problému pomérné
snadna: mame za tkol nalézt délku strany ¢tverce, ktery ma stejny obsah jako zadany
kruh. Zname tedy polomér kruhu, a stejné jako vySe mtzeme predpokladat, ze ma
délku 1. Obsah tohoto kruhu je pak roven 7-12 = 7 a délka strany &tverce o stejném
obsahu je proto /7. Algebraicka formulace naseho problému tedy zni: je ddna ¢islo
1, zkonstruujte ¢islo /.

3Mozn4 vés napadne, zda zminéna rovnice viibec néjaké Feseni v intervalu (0,1) mé, pfipadné
jestli jich neni vic. Odpovéd je uspokojiva: lze ukazat (napfiklad pomoci tzv. Cardanovych vzorct
[1]), Ze rovnice 823 — 62 — 1 = 0 mé tii redlna Feseni, dvé zdporna a jedno kladné, jejich ptiblizné
hodnoty jsou —0, 766 044, —0,173 648 a 0,939 692. Existuje tedy pravé jedno x € (0, 1), fesici rovnici
8z3 — 6z —1=0.
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Udélejme si malou rekapitulaci. Vsechny tfi staroveéké konstrukéni tilohy maji po-
dobné algebraické formulace: je déno ¢islo 1; lze pak zkonstruovat ¢isla /2, VT a
¢islo x € (0, 1), které je fesenim rovnice 823 — 6z — 1 = 07

Jeden dtlezity krok na cesté k algebraizaci nasich konstrukcénich problémt vsak
zustava dosud nedofesen: jak prevést do feci algebry pojmy ,konstruovat® resp. , kon-
struovatelny .

4. NA CESTE K POJMU ,,KONSTRUOVATELNOST

Ptfed néjakym casem jsem slibil, Ze nebudeme rysovat a konstruovat, ale ze si
budeme rysovani a konstruovani predstavovat (pokud si vSak nékdo pii tom predsta-
vovani bude chtit pomoci nacrtkem, nebude mu samoziejmé nikdo v takové ¢innosti
brénit).

Predstavujme si tedy, jak pomoci pravitka a kruzitka fesime nékterou z vyse zminé-
nych tii iloh. A pfedstavujme si dokonce vic: zkusme prijit na to, jaké vsechny mozné
konstrukce bychom uméli pomoci konstrukénich pravidel ze strany 1 ucinit. Mame
tedy pred sebou cisty list papiru, pravitko, kruzitko, dobfe ofezanou tuzku a védomi
toho, ze pii konstruovani mame taky trochu myslet na to, jak to celé prevadét do
feci algebry. Jak ale zacit? Zda se, ze nase konstrukéni pravidla postradaji informaci
o tom, jaky je vlastné startovni bod vSech eukleidovskych konstrukci. Kdyz o tom
budeme chvili premyslet, tak pfijdeme na to, ze vyrok ,je zadana tsecka délky 1¢,
je pro celé nase konstruovani naprosto nezbytny. Jinak bychom nemohli zadné body
danych vzdalenosti na ¢istém listu papiru vytvorit. Pfedpokladejme tedy, ze ,,zname
tsecku délky jedna“. V myslenkich se ndm tedy nékde (pravdépodobné na okraji
papiru) objevila tsecka — jeji délku neumime zméfit, nase pravitko nemé méfitko,
je u ni vSak napsano, ze ma délku 1, tedy to vezmeme jako dany fakt.

OBRAZEK 2. Vychozi situace eukleidovskych konstrukei.

Co dal? Nase konstrukce budou rovinné, proto se zda vhodné (i s ohledem na
moznou algebraizaci problému) vytvorit v roviné listu papiru kartézskou soustavu
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soufadnic. To neni obtizné: vyznacime si libovolny bod O jako pocatek této soustavy,
vedeme jim libovolnou p¥imku (,0su z“)* a na ni vyneseme ndm danou vzdélenost
,1“; dostaneme bod A na ,ose z* (sledujte obrazek 2 na str. 6). Jisté umime pomoci
pravitka a kruzitka vztycit také kolmici k ,,0se x a na ni pfenést jednotkovou vzdale-
nost; dostaneme bod B na ,0se y“. Dohodnéme se, Ze tuto situaci budeme povazovat
za startovni bod (vychozi situaci) vSech eukleidovskych konstrukei.

Jaky bude dalsi postup? Pravidla eukleidovskych konstrukei tikaji, které vSechny
objekty mtZzeme z tohoto vychoziho stavu vytvorit: dalsi primky, dalsi kruznice (¢i
jejich oblouky), dalsi body jako jejich priseciky, a také nové vzdélenosti (délky),
jakozto vzdalenosti mezi dvéma diive zkonstruovanymi body. Nésledujici terminologie
(majici charakter definic) bude ¢tenafi jisté srozumitelna:

e Konstruovatelnda primka je piimka, prochazejici dvéma zkonstrurovatelnymi
body v roviné.

e Konstruovatelna délka (konstruovatelné ¢islo) je vzdéalenost mezi dvéma kon-
struovatelnymi body.

e Konstruovatelna kruznice je kruznice, jejiz stied lezi v konstruovatelném bodé
a jejiz polomér méa konstruovatelnou délku.

Dale je jasné, ze novy konstruovatelny bod muzeme ziskat pouze jednim z nasle-
dujicich tii zplisobi:
e jako priisecik dvou konstruovatelnych piimek;
e jako priisecik konstruovatelné pfimky a konstruovatelné kruznice;
e jako priisecik dvou konstruovatelnych kruznic.

Nemusime jisté nijak zvlast zduraznovat (ale nebude to na skodu), Ze vSe, co pro-
hlasime za ,konstruovatelné“, musi vzniknout pouze konecnym poctem opakovani
téchto procesti.

A stejné tak nemusime zdtraznovat, ze ve stfedu naseho zajmu bude mnozina
vSech konstruovatelnych ¢isel, jinak feceno vzdalenosti mezi konstruovatelnymi body,
které lze témito procesy dostat. Oznacme si mnozinu vSech konstruovatelnych cisel
pismenem K (od slova ,konstruovat®). Jisté by bylo velmi dobré si ujasnit, jaké
vlastnosti mnozina K mé, a poté, pochopitelné, jaka vsechna ¢isla do ni patii.

K tomu vSemu ale budeme muset nejprve projit jednu malou matematickou od-

bocku.

5. MALY VYLET DO MODERNI ALGEBRY

Jednim ze zakladnich pojmt moderni algebry je pojem telesa. Abychom si rozuméli:
slovem ,téleso“ zde neoznacujeme t¥irozmérny geometricky objekt?, ale, jak se ukéaze,
mnozinu ¢isel® s jistymi vlastnostmi — piesnéji ndm to fekne nasledujici definice.

4To je poprvé a naposledy v eukleidovskych konstrukeich, kdy neni pfimka uréena dvéma jiz difve
zkonstruovanymi body.

®Mezi pojmem algebraické téleso a geometrické téleso neni z4dna souvislost, jde jen o terminolo-
gickou shodu.

6Algebraické téleso muze sestavat i z mnohem obecnéjsich prvkil, pro nase potieby vsSak tplné
postaci omezit se na télesa redlnych cisel.
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Definice 5.1. Neprazdnou podmnozinu T realnych ¢isel nazveme télesem, pokud pro
viechnaa € T,b e Tplatia+be€ T,a—be T, ab € T, a pokud b # 0, pakia/be T.

Jinymi slovy lze Fici, ze téleso je jistd podmnozina redlnych ¢isel, kterd je uzaviena
na operaci s¢itani, odc¢itani, nasobeni a déleni nenulovym prvkem. Prikladem télesa
je mnozina racionalnich ¢isel Q. K tomu staci ovérit, ze kazdy soucet, rozdil, soucin
a podil (délime-li nenulovym ¢islem) raciondlnich ¢isel je zase raciondlni ¢islo. To je
ale jisté pravda.

Dalsim piikladem télesa je mnozina vSech realnych ¢isel R, jak byste si jisté byli
sami schopni uvédomit. Zajimava a prirozena je v této souvislosti otazka, jestli existuji
jesté néjaka jind télesa redlnych cisel, nez tato dvé. A odpovéd zni: ano, existuje jich
dokonce nekonecné mnoho, a jsou z naseho pohledu velmi zajimava. Mizeme dokonce
velmi jednoduse takova nova télesa vytvaret.

Tvrzeni 2.1 na strané 3 nas poucilo, Ze v/2 neni racionalni &slo. Co kdyz ale vytvo-
fime novou mnozinu &sel tak, Ze sjednotime racionélni ¢isla a &slo v/2, a pak jesté
do této nové mnoziny ,pridame* vysledky vSech moznych s¢itani, od¢itani, nasobeni
a déleni nenulovymi ¢isly? Pak jiz téleso vznikne (protoze bude uzaviené na vysledky
zminénych operaci) a jisté bude vétsi nez téleso raciondlnich ¢isel. Uvédomte si také,
ze zpusob, jakym toto téleso vzniklo, zarucuje, Ze je to nejmensi mozné téleso, obsa-
hujici jak raciondlni &isla, tak ¢islo /2. Tento postup lezi v pozadi nésledujici obecné
definice.

Definice 5.2. Bud T C R téleso a r € R ¢islo, které nelezi v T. Potom symbolem
T(r) zna¢ime nejmensi téleso, které obsahuje vsechny prvky T i &slo 7. Rikdme, Ze
téleso T(r) vzniklo adjunkci prvku r € R\ T k télesu T.

Jak vidime, pred definici 5.2 jsme nepopsali nic jiného, nez zptisob, jakym vznika
téleso Q(v/2). Neni tézké si rozmyslet, jak vypadaji prvky Q(v/2). Plati, ze

Q(V2) ={p+q¢v2,p,q€Q}. (5.1)

(Zkuste také ovéfit, ze mnozina vpravo v (5.1) je skutecné téleso, tj. Ze soucet, rozdil,
soudin i podil &isel tvaru p+¢v/2, p, ¢ € Q je opét &slo tohoto tvaru. Mala napovéda:
% rozsiite zlomek vyrazem ps — qav/2.)

Proc¢ je pojem télesa v nasem piipadé tak dulezity? Protoze i konstruovatelna cisla
oplyvaji vlastnostmi télesa: jakmile umime zkonstruovat néjaka dvé cisla, umime také
(kruzitkem a pravitkem) zkonstruovat jejich soucet, rozdil, soucin a podil (jsou-li

nenulova),” jingmi slovy plati nasledujici tvrzeni.

pri zkoumani podilu

Tvrzeni 5.3. MnoZina K vsech konstruovatelnijch cisel je teleso.

Jak uz jsme fekli, jakmile umime zkonstruovat néjaka dvé ¢isla, umime také (kru-
zitkem a pravitkem) zkonstruovat jejich soucet, rozdil, soucin a podil. To ovSem
znamena, ze (vychézejice z délky 1) umime zkonstruovat v8echna raciondlni ¢isla, ji-
nymi slovy, ze Q C K. Umime vsak zkonstruovat i néktera iracionalni ¢isla, naptiklad
pravé v/2, jakozto preponu pravothlého trojihelnika o odvésnach 1 a 1. S kazdym

"P¥islusné konstrukee, zejména konstrukei soucinu a podilu dvou nenulovych délek, jste jisté na
stfedni skole probirali.
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takovym ,novym® konstruovatelnym c¢islem ale umime ihned zkonstruovat i vsechna
¢isla z télesa, které vznikne adjunkci tohoto cisla k télesu cisel, které jsme doposud
byli schopni zkonstruovat. Tedy, naptiklad, zapsano matematicky;,

Qc Q(V2) CK.

Pokra¢ujme vSak dale: my jsme schopni zkonstruovat i v/3, jakozto pfeponu pra-
vothlého trojihelnika o odvésnach 1 a /2, obecné dokonce kazdé ¢islo tvaru v,
n € N, jakozto preponu pravouhlého trojuhelnika o odvésnach 1 a v/n — 1, a s nimi
vzdy i vSechna ¢isla, ktera patii do jim pfinalezejiciho télesa. Chcete-li,

QCQ(V2) cQ(V2)(V3)C -+ CK,

pricemz kazdé dalsi téleso v Tetézci vyse uvedenych inkluzi v sobé zahrnuje vice a
vice prvku z K.
V této chvili jsme, podle nazoru autora, pripraveni na hlavni vétu tohoto ¢lanecku.

6. KONSTRUOVATELNA CGISLA

Véta 6.1. Bud x € R. Potom ¢islo x je konstruovatelné (tedy x € K) pravé tehdy,
kdyz existuje konecnd posloupnost téles

Q:KQCK1C"'CKHCR (61)
takovd, Ze plati

o r cK,;
e pro vsechna j = 0,...,n—1 je K; 11 = K;(\/75), kde r; > 0, 7; € K;, a navic
VT K.

Tato véta ukazuje, ze zptsob, jakym jsme si v predchozim paragrafu zacali roz-
myslet ,,co vSechno lze zkonstruovat“, byl podstatny. Véta 6.1 totiz fika, ze konstru-
ovatelna cisla vznikaji presné takto, tedy zZe cislo x je zkonstruovatelné pravé tehdy,
kdyz se k nému miizeme dopracovat pomoci konecné ,cesticky* navzajem do sebe za-
fazenych téles, pricemz kazdé dalsi vznika adjunkci druhé odmocniny néjakého cisla
z télesa jemu predchazejiciho.

Vétu 6.1 zde nebudeme rigorézné (tj. matematicky zcela presné) dokazovat. Autor
si v8ak dovoli poznamenat, zZe velkou ¢ast cesty k tomu, abychom porozuméli, proc¢
je znéni véty 6.1 praveé takové, jiz mame za sebou: Jestlize umime zkonstruovat od-
mocninu z ¢isla, které jsme byli schopni zkonstruovat diive, a s nim i vSechna ¢isla
z ,jim adjungovaného® télesa, je jasné, ze umime zkonstruovat postupné cisla z téles
Ky, Ky, ... K, z (6.1). Tim jsme ukazali, Ze pokud z € K,,, pak jiz i x € K.

v n&jakém télese tvaru K, z (6.1). Ale ani to neni nepfekonatelné obtizné: staci si uvé-
domit, jak probih& postupny proces konstruovani novych ¢isel (vzdélenosti) a novych
bodu. Pfi vypocétu soufadnic novych bodi vzdy hraje roli feseni bud linedrni nebo
nejvyse kvadratické rovnice, a tedy druhd odmocnina. At jiz pocitdme vzdélenost
dvou znamych bodt pomoci Pythagorovy véty, soufadnice priseciku dvou piimek,
primky a kruznice nebo dvou kruznic. Odtud uz je témér jasné, ze kazdym takovym
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krokem pfibudou k dosud konstruovatelnym ¢isliim ¢isla vyjadiitelna z nich pomoci
¢tyt télesovych operaci a nejvyse druhé odmocniny znamych ¢isel. Proto probiha
vytvaieni ,cesticky” téles Ky, Ky, ... K, z (6.1) pravé takto.®

V této chvili mame tedy vétu, ktera tikd, jak obecné vypadaji konstruovatelna ¢isla.
To ovsem jesté neznamend, ze pro dané konkrétni ¢islo je néjak jednoduché fetézec
téles (6.1) nalézt nebo naopak ukazat, ze zaddna takova posloupnost téles neexistuje.

Abychom danou otazku byli schopni uspokojivé odpovédét alespon pro dvé z nasich
tf1 staroveékych tloh, budeme pottebovat jesté jednu malou odbocku.

7. INTERMEZZO: POLYNOMIALNI ROVNICE

Autor se domniva, ze vysledky tohoto intermezza jsou nejen potiebné pro dalsi
osud naseho patrani, ale i zajimavé a potiebné samy o sobé. Tedy, chuté do dila.

7.1. Racionalni kofeny polynomu s racionalnimi koeficienty. Nejprve zformu-
lujeme (a dokdZzeme) jedno zajimavé tvrzeni a poté ukdzeme, jak s jeho pomoci lze
vzdy nalézt vSechny racionélni kofeny polynomu s racionalnimi koeficienty.

Tvrzeni 7.1. Méjme algebraickou rovnici n-tého stupné

anZ"” + ap_ 12" 4+ Far+a =0, an #0, ag #0, (7.1)
s celociselnymi koeficienty, tj. a; € Z pro vsechna j = 0,...,n. Bud’§ racionalnt
koten rovnice (7.1) takovy, Ze ¢isla p, q nemaji Zadného spolecéného délitele (jsou

nesoudélnd). Potom cislo p je délitelem cisla ag a cislo q je délitelem cisla a,.

Driikaz. Protoze £ je kofenem rovnice (7.1), plati

n n—1
an(g> +6Ln1<1—9> +"'+CL1B+G/0:0,
q q q

nebo, po vynasobeni této rovnice ¢islem ¢",
anp" A @1 p" TN A aipg T A agg™ = 0. (7.2)
Pokud z této rovnice vyjadiime a,p", lze ze zbylych ¢lenti vytknout ¢ a dostat
anp” = —q (an1p" " 4+ a1pg" P+ agq" ") .

Pravé strana této rovnosti je evidentné délitelna ¢islem ¢. Musi byt tedy délitelny
Cislem ¢ i vyraz a,p" na levé strané. Cisla p, ¢ jsou vsak nesoudélné, proto ¢ musi
délit a,,.

Z (7.2) vsak mtzeme také vyjadrit agq™, a ze zbylych ¢lenti vytknout p. Dostaneme

aoq" = —p (@ ' + ap1p" g+ +arg™ )

Podobné jako vyse pak dostaneme, ze ¢islo p musi délit ag. Dtikaz je hotov. U

8Pii ditkazu této asti véty je jeste potieba si uvédomit néktera pomocna tvrzeni, a sice ze piimka,
kterd spojuje dva konstruovatelné body, je vyjadfitelnd rovnici s konstruovatelnymi koeficienty, a
podobné v piipadé kruznice. Tyto (technické) dtvody jsou pravé tim, co vedlo autora k tomu, aby
zde neprezentoval Uplny dikaz véty 6.1, ale jen hlavni jeho myslenku, ktera, podle jeho minéni,
nazorné ukazuje podstatu celé véci.
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Vyse uvedené tvrzeni ndm pomuze nalézt vsechny racionalni kofeny algebraické
rovnice s racionalnimi koeficienty libovolného stupné. Jisté jste zaznamenali, ze tvr-
zeni 7.1 hovoii o algebraickych rovnicich s celoc¢iselnymi koeficienty. Neni vsak pro-
blém algebraickou rovnici s racionalnimi koeficienty vynasobit nejmensim spole¢nym
nasobkem jmenovateli vSech koeficientd rovnice, a tim z ni vyrobit rovnici, vyhovu-
jici predpokladiim tvrzeni, aniz se zméni hodnoty jejich kofend. Ukédzeme si pouziti
tvrzeni 7.1 na prikladech.

Priklad 7.2. (1) Mé&jme rovnici

1 20 2 4
4 3 2
_ 3 _ 2 - ~Z=0. 7.3
't = 3w 5% - 37 + 5 (7.3)
Rovnici nejprve vynasobime deviti, abychom dostali rovnici s celo¢iselnymi

koeficienty, jak pozaduje tvrzeni 7.1:
9z — 32 —202° + 62 +4=0.

Ma-li tato rovnice néjaké racionalni kofeny tvaru §, musi byt podle tvrzeni 7.1
¢islo p délitelem ¢isla 4, a ¢islo ¢ délitelem ¢isla 9. Mame tedy koneény seznam
ykandidati na Citatele“ racionalniho kofene - jsou to vsichni (celo¢iselni) dé-
litelé cisla 4, tedy +1, 42, £4. Podobné jmenovatelé pripadného racionalniho
kofene mohou byt pouze ¢isla +1, +3, +9. Uvazenim vsech moznosti pficha-
zime tedy k zévéru, Ze pokud mé rovnice (7.3) racionélni kofeny, musi se tyto
nachéazet v nasledujicim ,seznamu kandidatd na racionalni kofeny“:

1 2 4 1 2 4

+1, £2, +4, -, £=, +=, +=, += +-—.

3 3 3 9 9 9
I kdyZ je tento vycet relativné dlouhy (obsahuje 18 prvkii), je z principu véci
vzdy konecny. Lze tedy v konecném case dosazovanim jednoho kandidata po
druhém zjistit, zda je dany kandidat skuteéné kofenem rovnice (7.3) ¢i ne.
Touto metodou snadno zjistite, ze —% a % jsou kofeny rovnice (7.3). Muzeme
vsak Tici dokonce vic: zadné dalsi raciondlni kofeny tato rovnice jiz nema.
Kdyby je totiz méla, museli bychom na né nasi metodou prijit. Zbyvajici dva
kofeny rovnice (7.3) tedy musi byt iracionalni nebo komplexni. Mimochodem,
neni té7ké je odhalit: ProtoZe zndme dva kotfeny rovnice (7.3), a sice —% a 2

3 23
mus{ byt polynom 9z*—32*—202?+62+4 délitelny polynomem (z+3)(z—3) =
2? — £ — 2. Vydélenim dostaneme

2
(92* — 3% — 202% + 62 + 4) : (:::2—%—5) = 927 -~ 18 =9 (2% — 2),

a kofeny rovnice 22 — 2 = 0 snadno spocteme: x5 = ++/2. Nage metoda
tedy nakonec pomohla najit vSechny koteny rovnice (7.3). Jsou to —%, 2, /2

31 39
a —/2.

(2) Ne vzdy jsme takto tspésni. Uvazujme napiiklad rovnici

2t +22° — 62— 9=0. (7.4)
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Podobnymi tvahami jako v pfedchozim piikladu zjistime, Ze jedinymi kandi-
daty na racionalni kofeny této rovnice jsou cisla

+1, 43, +9.

Dosazenim vsak zjistime, Zze zadné z nich rovnici nevyhovuje. Nepodafilo se
nam tedy najit zadny kofen rovnice (7.4), pfesto jsme se vSak o této rovnici
néco dozvédéli, a sice to, Ze neméa zadné racionalni koreny. Kdyby totiz méla
né&jaké racionalni kofeny, nasi metodou bychom je nagli.”

Nase intermezzo pokracuje jesté jednou malou odbockou:

7.2. Dvé zajimavé vlastnosti kofeni kubické rovnice. Uvazujme algebraickou
rovnici 3. stupné (neboli kubickou rovnici) tvaru

ar® +br® +cx+d=0, a,b,c,d € R, a#0. (7.5)

Podle zdkladni véty algebry méa tato rovnice t¥i (obecné komplexni a nikoli nutné
rtzné) koteny 21, zo, 23. Lze proto psat

az® + bz’ +crx +d=alzr — 2)(r — 2) (v — 23).

Vydélme tuto rovnici nenulovym ¢islem a a vpravo provedme roznéasobeni. Dosta-
neme:

s, 0o c d 3 2
4 -+ -4+ —=2" — 27 (21+ 20+ 23) + (2122 + 2223 + 2123) — (212223) -
a a a
Porovnanim koeficient u stejnych mocnin proménné = vlevo a vpravo ziskavame
rovnostit?:

b

21+22+23:—5, (76)

2129 + 2923 + 2123 = 2 s (77)
d

=——. 7.8

212923 0 ( )

Kromé matematické krasy, plynouci ze symetrie ziskanych vztahi, hodi se (7.6)—(7.8)
napiiklad v situaci, kdy zndme dva kofeny rovnice (7.5). TFeti z nich pak snadno
spo¢teme ze vztahu (7.6). Pfesné to za chvili pouzijeme. Predtim vSak zformulujeme
druhou zajimavou vlastnost.

Tvrzeni 7.3. Bud K;, j € {0,...,n—1} jedno z téles definovanych ve vété 6.1.
UvazZugyme kubickou rovnict

az® + bz’ +cx +d=0, a0, (7.9)
s koeficienty a, b, ¢, d € K;. Necht rovnice (7.9) md kofen tvaru p + q\/r, kde
p,q,r € K;, r >0, pricemz \/r ¢ K;. Pak p — q\/r je také korenem rovnice (7.9).

9Pokud vas to zajima, kofeny rovnice (7.4) jsou £v/3, —1 +iv/2.
10Tyt0 rovnosti jsou znadmy jako Vietovy vzorce. Uméli byste podobné vztahy odvodit i pro
algebraické rovnice ¢tvrtého, patého, pripadné n-tého stupné?
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Dikaz. Definujme nejprve cislo ,,s pruhem®, presnéji tzv. ¢islo ,pfidruzené k ¢islu“
p + q\/7 predpisem?!!
p+aVri=p—qJr.
Pro z = p + ¢+/r pak dostavame
2= (p+aVr)? =2+ 200V + ¢ = pP = 2pg/r + ¢ = (p— gv/r)? =2

a podobné dostaneme i

_ 3
A=ptevr)P=-=p+ae/r) =7
Je-li tedy z = p + ¢4/ kofenem rovnice (7.9), plati

0=0=az+b2+cz+d=aB+b2+ez+d
=az’ +bz" +cz+d
— a2 + b+ cz+d,
a proto i Z = p — ¢+/r je kofenem rovnice (7.9), coz jsme méli dokdzat. O

Blizime se k finéale.

8. DORESENI STARORECKYCH PROBLEMU

Uz nadm chybi jenom maly kricek, sestavajici z nékolika jesté mensich krack.
Ucinme je.
Nésledujici véta je prvnim z nich a je vétsinou oznacovana slovy ,docela prekva-
pujici®.
Véta 8.1. Bud
az® +bx* +ex +d=0, a#0, (8.1)

kubickd rovnice s raciondlnimi koeficienty, tj. a, b, ¢, d € Q. Pokud rovnice (8.1)
nemd Zadné raciondlni koteny, pak nemd ani Zadné konstruovatelné koreny.

Diikaz. Piedpokladejme pro spor, Ze rovnice (8.1) mé konstruovatelny kotfen x € R.
Potom podle véty 6.1 existuje konecna posloupnost téles

Q=KycK;c---CcK,CR (8.2)
takova, ze
o v c K,;
e pro viechna j = 0,...,n—1je K;; = K;(,/75), kde r; > 0, r; € K;, a navic
VTi ¢ K.
Kyzeného sporu dosdhneme v nékolika krocich.
Krok 1: Ukazeme nejprve, ze pokud rovnice (8.1) nemé Zadné raciondlni kofeny,
pak nemd ani zadné koteny z télesa K;. Prvky télesa K; jsou tvaru p + ¢/r, kde

p,q,r € Q, r >0, a+r ¢ Q. Pokud by rovnice (8.1) mé&la kofen uvedeného tvaru,
pak by podle tvrzeni 7.3 (pro j = 0) bylo i ¢éislo p — ¢1/r kofenem rovnice (8.1).

U tenar, znaly komplexnich ¢isel, specidlné pojmu ,komplexné sdruzené ¢islo“, mozna vidi ja-
kousi paralelu.
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Tyto dva kofeny by pak spolu se (zatim neznamym) t¥etim kofenem z podle (7.6)
spliovaly vztah

b b
z+(p+q\/F)+(p—Q\/7_“) = . odkud dostaneme z = —E—QPGQ-

Tteti kofen z rovnice (8.1), by tedy byl racionalni. To je ovSem spor s tim, Ze rovnice
(8.1) nemd podle predpokladii Zddné racionalni kofeny.

Krok 2: Bud nyni j € N. UkdZeme, pokud rovnice (8.1) nemé zadné koteny v télese
K;, pak nemé ani zadné kofeny z télesa K, . Postupujeme stejné jako v pfedchozim
kroku: prvky télesa K, jsou tvaru p+q+/r, kde p, ¢, € K;, r > 0, a /r ¢ K;. Pokud
by rovnice (8.1) méla kofen uvedeného tvaru, pak by podle tvrzeni 7.3 bylo i ¢islo
p — q/T kofenem rovnice (8.1). Tyto dva kofeny by pak spolu se (zatim nezndmym)
tfetim kofenem z podle (7.6) spliiovaly vztah

2+ (p+ q\/F) + (p — q\/;) = —2 odkud dostaneme = —g —-2pekK;.

Tteti kofen z rovnice (8.1), by tedy byl prvkem K;, to je ovSem spor.

Krok 3: Zbyva vlastné shrnout to, co jsme doposud ukazali. Predpokladali jsme,
ze rovnice (8.1) mé konstruovatelny kofen = € R, coz implikovalo, Ze takovy kofen
musi lezet v télese K,, zkonstruovaném v (8.2). Z kroku 1 vSak plyne, ze téleso K;
neobsahuje zadny konstruovatelny kotfen rovnice (8.1). Postupnou aplikaci kroku 2
odtud dostaneme, zZe takovy kofen nemuze lezet ani v télesech Ky, K3, ...K,, tedy
z ¢ K,,. Tento spor ukazuje, ze rovnice (8.1) nemé zadny konstruovatelny koten. [J

A uz jsme ve findle. Podivejme se znovu, naposledy, na tii starovéké problémy.

8.1. Zdvojnasobeni krychle. Mame odpovédét na otazku, je-li ¢islo /2 konstruo-
vatelné. Cislo {/2 je ovSem FeSenim rovnice 2° — 2 = 0, coz je kubické rovnice s celo¢i-
selnymi koeficienty. Pokud by tato rovnice méla néjaky racionalni kofen, muselo by to
podle postupu z paragrafu 7.1 byt jedno z &isel +1, +2. Zadné z téchto ¢yt ¢isel viak
(jak zjistime dosazenim) rovnici z° — 2 = 0 nevyhovuje, proto v souladu s tivahami
z paragrafu 7.1 dochizime k zavéru, Ze rovnice 23 — 2 = 0 nemé zadné racionalni
koreny. To vsak podle véty 8.1 znamenad, Ze nema ani zadné konstruovatelné koteny,
a 7e tedy jeji kofen /2 neni konstruovatelné ¢islo. Proto zdvojndsobent krychle nend
mozno provést eukleidovskou konstrukct, s pouZitim pouze pravitka a kruZitka.

8.2. Trisekce tihlu. Postupujeme zcela obdobné. Mame odpovédét na otazku, je-li
feseni rovnice 8% — 6z — 1 = 0 konstruovatelné. Jedinymi kandidaty na p¥ipadny
racionalni kofen této rovnice jsou podle paragrafu 7.1 ¢isla £1, :I:%, j:}l, i%. Z4dné
z téchto ¢isel vSak (jak zjistime dosazenim) rovnici 823 — 6z — 1 = 0 nevyhovuje,
proto tato rovnice nemé zadné racionalni kofeny. To vSak podle véty 8.1 znamena,
ze nema ani zadné konstruovatelné koteny. Proto trisekci obecného uhlu (specidlné
thlu 60°) neni mozno provést eukleidovskou konstrukci, s pouZitim pouze pravitka a
kruzitka.
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8.3. Kvadratura kruhu. Ctenéafe v této chvili mozné trochu zklameme, protoze
otazku kvadratury kruhu nebudeme schopni vyresit bez jedné dalsi dodatecné zna-
losti, kterou ¢tenari predlozime bez dikazu. Jde o jednu dilezitou vlastnost cisla 7,
kterou dokazal v roce 1882 némecky matematik Ferdinand von Lindemann (viz [2]).
Lindemann dokéazal, Ze ¢islo m neni fesenim zadné algebraické rovnice s racionalnimi
koeficienty. Této vlastnosti se tikd transcendence, o ¢isle 7 tedy jiz témeér 130 let
vime, Ze je transcendentni. Vyzbrojeni touto znalosti, uvazujme. Kdyby ¢islo 7 bylo
konstruovatelné, lezelo by podle véty 6.1 v nékterém z téles K,,. Jak vSak vypadaji
¢isla z tohoto télesa? Tato cisla jsou sestavena z racionalnich ¢isel pomoci ¢tyt zaklad-
nich aritmetickych operaci a dale z konecného poc¢tu druhych odmocnin, postupné
adjungovanych k racionalnim c¢islim, které odpovidaji poctu téles na ,cesticce” od
Q ke K,,. Takova cisla jsou vsak vzdy kofeny néjaké algebraické rovnice s racional-
nimi koeficienty: rozmyslete si to na pfikladu ¢isla a = 2 + 4/ % + /3. Neni tézké
vypozorovat, jakym zplisobem nésledujici konstrukce z vyjadieni ¢isla a ,odstrani
odmocniny®: ((a — 2)? — 3)* = 3. To, co jsme vSak dostali, neni nic jiného nez vy-
rok, ze ¢islo a tesi algebraickou rovnici s racionalnimi koeficienty. Kdyby tedy ¢islo 7
bylo konstruovatelné, lezelo by v nékterém z téles K, a bylo by tedy kofenem néjaké
algebraické rovnice s racionalnimi koeficienty. Lindenmann vSak ukazal, Ze to neni
mozné. Proto ¢&islo 7 neni konstruovatelné a neni tedy konstruovatelné ani ¢islo /7
(kdyby bylo, byl by konstruovatelny i jeho souéin se sebou samym, tedy ¢islo ).

A to jsme chtéli védét. Proto ani kvadraturu kruhu neni mozno provést eukleidov-
skou konstrukci, s pouzitim pouze pravitka a kruZitka.

Jsme tedy hotovi. Ale mozna pfece jenom jesté néco, jen tak pro tplnost, o kon-
struovatelnych objektech prozradime.

9. A CO PRAVIDELNY n-UHELNIK?

Mozna vas v pribéhu ¢teni o tom, co vSechno lze zkonstruovat pomoci pravitka a
kruzitka, napadlo: a které pravidelné n-tthelniky v roviné lze sestrojit pomoci zminé-
nych dvou néstroju, vi se to? Ano, vi se to, odpovéd na tuto otdzku vSak vyzaduje
prekvapivé hlubsi znalosti z teorie ¢isel, zejména znalosti o tzv. Fermatovych ¢islech.

Fermatova ¢isla dostala své jméno po Pierru de Fermat, francouzském matemati-
kovi 17. stoleti, ktery se jim jako prvni soustavné vénoval. Fermatova ¢isla jsou ¢isla
tvaru

F,=2"+1, n=0,1,2,... (9.1)
Fermat vyslovil domnénku, Ze vSechna ¢isla uvedeného tvaru jsou prvocisla. Pripustil
vsak, Ze neumi tuto domnénku dokézat, predvedl pouze to, ze Fy = 3, F} = 5,

Fy, =17, F5 = 257 a F; = 65537 skutecné prvocisla jsou. Domnénce se vSeobecné
vétilo. Proto bylo prekvapenim, kdyz Leonhard Euler téméf o sto let pozdéji ukazal,
ze Cislo Fjy je cislo slozené. Plati totiz:

Fr=22 +1=2211=4294967297 = 641 - 6700417 .

Od té doby doslo ve zkoumani Fermatovych ¢isel k zajimavému vyvoji. Ukézalo se
totiz, ze navzdory Fermatové domnénce jsou ¢isla Fy, Fy, Fs, F3 a Fy naopak jedina k
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dnesnimu dni znamé prvocisla mezi ¢isly tvaru (9.1). Pomoci (mimo jiné i) vypocetni
techniky bylo ukazéano,'? Ze &isla Fy az Fiy jsou ¢isla slozena. A co é&islo Fy3? Véite
nebo nevérte, ani dnesni pokrocilé technika nestaci na to, aby ukazala, jestli ¢islo Fi3
(které ma pres dvé a pul miliardy cifer) je ¢islo slozené nebo prvocislo. Nevi se ani to,
je-li mezi Fermatovymi ¢isly kone¢né nebo nekonecné mnoho prvocisel, ani to, je-li
konec¢né nebo nekonecné mnoho z nich ¢islo slozené.

Jak to celé souvisi s konstruovatelnosti pravidelného n-thelniku pomoci pravitka
a kruzitka? Némecky matematik Carl Friedrich Gauss ukézal v roce 1796, Ze po-
kud je pfirozené ¢islo n > 3 bud prirozenou mocninou dvojky nebo ¢islem tvaru
25D1Ds . . . Pm, kde k je nezaporné celé ¢&islo a pi, po, . . ., Pm jSOU navzajem rizné Fer-
matova prvocisla, 1ze pravidelny n-tithelnik sestrojit pomoci pravitka a kruzitka. Gauss
se navic spravné domnival, ze jiné pravidelné mnohothelniky pomoci pravitka a kru-
zitka sestrojit nelze, dokazat se to vSak podarilo az Pierru Wantzelovi v roce 1837,
viz [3].

Kdybychom si tedy chtéli udélat jasno v konstrukcich pravidelnych n-thelnikt pro
(naptiklad) n < 20, zjistili bychom tot: 4, 8 a 16 jsou mocninami dvojky a 3, 5,
3-5 = 15 a 17 jsou Fermatovymi prvocisly nebo souciny Fermatovych prvocisel,
mensich nez 20. Konecné, do seznamu zkonstruovatelnych n-thelnikd patii jesté 6,
10, 12 a 20 — dvojnasobky a ¢tyinasobky Fermatovych prvocisel a jejich soucini.

A to je vSe, vSechny ostatni pravidelné mnohothelniky (pro n < 20) uz sestrojit
nelze: jsou to (pro n < 20) pravidelné n-thelniky s poétem stran n =7, 9, 11, 13, 14,
18 a 19.

10. ZAVERECNE POZNAMKY A PAR ULOH

Tento text je zaznamem prednasky, kterou mél autor dne 27.4.2011 v ramci tzv.
,Kurzti pro nadané zaky“, které pro stfedoskolaky s matematickymi zajmy porada
Matematicko-fyzkalni fakulta Univerzity Karlovy v Praze, viz [6]. V ramci této pred-
nasky bylo tcastnikim predlozeno nekolik tloh, na kterych si mohli procvicit probi-
ranou latku. Pro Uplnost a taky jako odpovéd na sugestivni otdzku ,Pro¢ ne?“ jsou
zminéné tlohy i soucasti tohoto textu.

Cviceni 10.1. (1) Vyuzitim metody popsané v paragrafu 7.1 na strané 10 na-
leznéte vsechna TeSeni rovnice

42 —32% — 422 +272x—18=0.

(2) Ukazte pouzitim téze metody, Ze rovnice
4, .2 _
4+ +2x+6=0
nemd zadné racionalni reseni.
(3) V diikazu tvrzeni 2.1 na strané 3 jsme ukazali, ze &islo v/2 neni racionalni (tj.

nelze zapsat jako podil dvou celych ¢isel).
e Ukazte stejnou metodou, ze ani &slo v/5 neni racionalni.

12y/5echna tvrzeni o Fermatovjch &slech odpovidaji stavu znalosti o nich k 20.6.2011, viz [5].
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e (*) Ukazte, ze pokud py, po, ..., pr jsou ruzna (tedy nesoudélna) prvo-
¢isla, ze pak ani ¢islo /p; - pz - - - pr neni racionalni. (Ndvod: napiste opét
V/P1 - P2+ px Jako podil dvou celych ¢isel a zkoumejte délitelnost jednim
konkrétnim vybranym prvocislem p;.)

e Ukazte, Ze pro vSechna n pfirozend plati: /n je bud pfirozené nebo uz
iracionalni. (Ndvod: napiste prvociselny rozklad ¢isla n, odmocnéte vse,
co odmocnit lze — tedy sudé mocniny vsech prvocisel obsazenych v roz-
kladu n — a vyuzijte vysledek z predchoziho bodu.)

e (*) Vyuzijte tento postup ke studiu iracionality vyssich odmocnin pfiro-
zenych cisel, tedy vyrazi tvaru /n, kde k,n € N.

(4) Odvodte Vietovy vzorce (viz (7.6)—(7.8)) pro obecnou algegraickou rovnici
n-tého stupne.

(5) Napiste, které vSechny n-tthelniky pro n < 100 lze sestrojit pomoci pravitka
a kruzitka.

(6) (*) Zkuste nalézt konstrukci, kterou se pomoci pravitka a kruzitka sestroji
pravidelny pétithelnik.
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