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Abstrakt

Mnozi z vas jisté davno znaji kouzlo té nejhravéjsi ¢asti stfedoskolské matematiky — kom-
binatoriky. A ti ostatni ho snad objevi, az se budou seznamovat s metodou pocitini dvéma
zpusoby. Jednd se o metodu, kterd provéfi nasi intuici, predstavu o ruznych kombinatorickych
pojmech a pomoci niz se ndm podaii dokdzat mnoho zajimavych piikladi.

Zacneme nékolika motiva¢nimi tlohami, abychom se s metodou seznamili. Nasledné si
pripomeneme nékteré dulezité kombinatorické pojmy, bez kterych se neobejdeme. Po trochu

oy

dvéma zpusoby casto vyuzivd, a to ke grafim. Poté, co se s nimi trochu szijeme, si ukdzeme
zajimavé tvrzeni, které lze touto metodou snadno dokazat a které ma pritom Siroké vyuziti.

V pribéhu celého textu se vyskytuje nékolik cviceni. Doporucuji ¢tendium, aby si je
vyzkouseli vytesit. Pokud si s néjakym z téchto cviceni nebudete moci poradit, na konci
textu k nim najdete navody.

Seznameni se s metodou

Zacneme jednoduchym piikladem, na kterém si ukdzeme, co to pocitdni dvéma zpusoby je.

Piiklad. Kazdy ¢len komise je zaroven ¢lenem pravé tii podkomisi, pficemz kazdd podkomise
mé prave tii cleny. Dokazte, ze pocet ¢lenu je stejny jako pocet podkomisi.

Reseni. Oznacme si pocet élentt komise n a pocet podkomisi k. Kolik je celkem lidi ve viech
podkomisich, pokud si dovolime zapocitat jednoho ¢lena vicekrat? Podkomisi je k a v kazdé jsou tii
¢lenové komise. Lid{ v nich je tedy celkem 3k. Ale kazdy ¢len komise je ve tfech podkomisich, takze
jich je 3n. Piitom jsme spoéitali dvakrat odpovéd na jednu a tu samou otézku, takze 3n = 3k,
neboli n = k.

Co tedy znamend snaha dokézat tilohu poéitdnim dvéma zpusoby? Vymyslime si takovou tlohu,
aby jejim FeSenim byl jeden vyraz. Poté tlohu vyfeSime jinym zpusobem, abychom dostali jiny
vyraz. Kdyz mame dvé odpovédi na stejnou tlohu, tak musi byt stejné a vyrazy se tedy rovnaji.

Cviceni 1. Méjme tabulku m X n vyplnénou realnymi ¢isly. Ke kazdému fadku si napiSeme
soucet vSech ¢isel v tomto fadku. Tomuto sou¢tu budeme fikat fadkovy. Podobné si ke kazdému
sloupci napiSeme jeho sloupcovy soucet. Dokazte, ze soucet fadkovych souctu je stejny jako soucet
sloupcovych souctu.

V dalsich ulohéch potfebujeme znét pojem kombinaéniho éisla.
Kombinacni ¢islo zapisujeme (Z), ¢teme ho ,n nad k“ a vyjadiujeme jim pocet moznosti, jak
vybrat k objektu z n. Hodnota tohoto ¢isla se dd pro n > k spocitat podle zndmého vzorecku

(Z> B fc'(:—k)' (1)

Pro¢ tento vzorecek plati, si pozdéji dokdzeme. Zatim néas to ale nemusi trapit, protoze ho
nebudeme pouzivat. S kombinaénimi ¢isly budeme pracovat jen kombinatoricky, jako s poctem
néjakych moznosti. To si ukazeme na nasledujicim piikladé.



Priklad. Dokazte
n\ n
k) \n—-k)

Standardni feSeni by bylo dosadit za kombina¢ni ¢isla podle vzorecku (1) a rovnost dokdzat
nékolika algebraickymi dpravami. My si ale ukazeme, jak tento piiklad spocitat technikou pocitani
dvéma zpusoby.

Reseni. Na levé strané mame pocet zpusobi, jak vybrat k lidf z n. Spocitejme tento pocet
jesté jinak. Jednoduse dame stranou néjakych n — k lidi a zbylych k budou ti vybrani. Pocet
zpusobu, jak vybrat k lidi z n je tedy stejny jako pocet zpusobu, jak ddt stranou n — k lid{ z n,
coz presné odpovida dokazované rovnosti.

n n _(n+1
(k) * (k+1) B (k+1)'
Reseni. V tomto pifpadé zaéneme u pravé strany, kterd vypads piistupnéji. Kombinaéni
¢islo (Zﬁ) vyjadiuje pocet moznosti, jak vybrat k+ 1 lidf z n + 1 moznych. Tento pocet moznosti
chceme spocitat jesté jinak. Vidime, ze v obou kombinaénich ¢islech na levé strané vybirame pouze
z n lidi. Jelikoz ale mame lidi celkem n+ 1, musime dét jednoho stranou. V tuto chvili uz jen staci
rozlisit pripady, zda tento odlozeny ¢lovék bude vybrany, nebo ne. Pokud bude vybrany, staci
vybrat ze zbylych n lidi uz jen k. V opa¢ném piipadé musime ze zbylych n lidi vybrat k + 1. Tim
jsme dostali pfesné levou stranu a dukaz je tedy hotovy.

n n—1
()=o)
Reseni. Zacéneme napifklad od levé strany. Cheeme vybrat k lidi z n a potom jesté jednoho
z nich uéinit kapitdnem. Tento vysledek zkusime ziskat i z pravé strany. Protoze tam chceme
vybirat uz jen k — 1 lidi, jednoho musime vybrat jesté predtim. Pokud tedy nejdiiv vybereme
kapitana ze vSech n lidi, zbyva nam vybrat k — 1 lidi z n — 1 zbylych lidi. Tak jsme dostali pfesné
pravou stranu.

Priklad. Dokazte

Priklad. Dokazte

Mohlo by se zdat, ze jsme si v técho ptrikladech praci spiSe pridali — dosazeni do vzorecku by
bylo rychlejsi. Hned si ale predvedeme dalsi ptiklady, které by algebraickymi tpravami vyftesit
nesly, nebo jen velmi obtizneé.

n n—1 k n+1
()" ) =)= G)

ReSeni. Zatimco dosazeni do vzorecku daleko nevede (vyzkousejte si), pocitdnim dvéma
zpusoby dosdhneme vysledku snadno. Za¢neme od pravé strany, protoze vypada jednoduseji. Vime,
ze vyjadiuje pocet zpusobu, jak vybrat k + 1 lidi z n + 1. Na levé strané vybirdme vzdy jen k
lidi. Jednoho tedy musime vybrat jinak. Nejdiiv vybereme jen jednoho a podle zpusobu vybéru
spocitame pocet moznosti, jak vybrat zbytek. Pokud lidi o¢islujeme od 1 po n+ 1, muzeme se ptat,
jaké ¢islo ma nejmensi vybrany ¢lovek. Kdyz to bude hned ten prvni, tak zbylych k lidi vybirdme
uz jen z n za tim prvnim. Pokud vybereme ¢lovéka s ¢islem 2, tak uz vybirame jen z n — 1 lidi za
nim, atd. Takto dostaneme pfesné levou stranu rovnosti.

Priklad. Dokazte



Dalsi kombinatorické pojmy

Abychom se s metodou sezndmili, ukédzali jsme si nékolik piikladu. Nyni si pfedvedeme nejcastéji
pouzivané pojmy a techniky, bez kterych se neobejdeme.

Nejjednodussim konceptem je pravidlo souc¢tu. To ndm pripadd velice pfirozené, protoze ho
casto pouzivame. Kdyz chceme zjistit, kolik je néjakych moznosti, tak si rozebereme nékolik
piipadu a jednotlivé pocty moznosti se¢teme. Musime davat pozor jen na to, abychom na zadnou
moznost nezapomnéli nebo nékterou naopak nezapocitali vicekrat. Pokud napiiklad vime, ze si
tfi lidi koupili nanuk a dva zmrzlinu, a zajima nés, kolik lid{ si néco z toho koupilo, nemuzeme
s jistotou tvrdit, ze je takovych lidi pét. Zapocitali bychom totiz dvakrat vSechny, co si koupili
nanuk i zmrzlinu. Pravidlo sou¢tu jsme vyuzili uz v prvnim ptikladé, kdyz jsme rozebirali, jestli
jsme prvni prvek vybrali ((}) moznosti), nebo ne ((kj_l) moznosti).

Dalsim z pfirozenych pravidel je pravidlo sou¢inu. To tikd, ze pokud mame m moznosti, jak
néco udélat, a pro kazdou z nich mame n moznosti, jak udélat néco dalsiho, tak celkovy pocet
moznosti je m - n. Naptiklad pokud nés zajima, kolik je moznosti, kdy ndm pii prvnim hodu na
Sestisténné kostce padne liché ¢islo a pfi druhém hodu sudé ¢islo, je to 3 -3 = 9. Protoze nezavisle
na tom, jaké liché ¢islo padne pti prvnim hodu, mame tii moznosti, jaké sudé ¢islo muze padnout
pti druhém hodu. Toto pravidlo jsme vyuzili v predposlednim ptikladu, kdyz jsme nasobili pocet
zpusobu, jak vybrat k lidi z n, po¢tem zpusobu, jak z téchto k lidi vybrat kapitdna.

Pii pocitani dvéma zpusoby je klicové si osvojit jesté jednu schopnost. Kdyz dostaneme néjaky
pocet moznosti, tfeba m", potfebujeme vymyslet piiklad, kterému by tento pocet odpovidal.
Pojd'me si to rovnou zkusit na m™. Jednoduse miuizeme zapsat

Nyn{ staci n-krét zopakovat néco, co lze provést m zpusoby (a to jak poprvé, tak pfi opakovani).
Diky pravidlu soué¢inu tak totiz dostaneme piesné pozadované ¢islo m-m - ... -m. Takze m™ muze
napiiklad vyjadfovat pocet moznosti, jak n krat dat jednomu z m lidi korunu.

Velmi ¢asto se v kombinatorice setkdvame s permutacemi. To je poc¢et moznosti, jak uspotadat
nékolik prvki. Pojdme si tento pocet moznosti vyjadiit. Méjme n lidi a zajimejme se, kolika
zpusoby je miZzeme uspoiadat. Na prvni misto si mizeme vybrat z n lidi. Af vybereme kteréhokoliv
¢lovéka, na druhé misto vybirdme jen z n — 1 lidi. Ttettho uz jen z n — 2 lid{ atd., az ndm zbude
jen jeden clovék (a mame proto jen jednu moznost, koho vybrat). Pocet moznosti je tedy

n-n—=1)-(n—=2)-...- 1L

Protoze se permutace vyskytuji tak ¢asto, oznacili matematici toto ¢islo n! (¢teme ,n fak-
toridl“). Dulezité je uvédomit si, ze fazené véci musi byt ruzné. Kdybychom napiiklad méli dvé
stejné zelené a dvé stejné modré kulicky a chtéli je sefadit, tak to nejde 4! = 24 zpusoby, ale jen 6,
jak jednoduse zjistime vypisem vSech moznosti zzmm, zmzm, zmmz, mzzm, mzmz, mmzz (zele-
nou kulicku zndzornuje z a modrou m). A kdybychom méli pouze zelené kulicky, tak je moznost
jen jedna.

Nyni jsme pfipraveni dokédzat si vzorec ze zadani.

Tvrzeni. Kombinacéni ¢islo se dd spoc¢itat pomoci vzorce



Dikaz. Pripomeneme si, ze kombinaéni ¢islo na levé strané vyjadiuje pocet moznosti, jak
vybrat k£ objektu z n. Nejdiive upravme vyraz na pravé strané do piihodnéjsi podoby.

n! on-(n—=1)-...-n—k+1)-(n—k)-n—k—-1)-...-1
EK'-(n—k)! El-(n—Fk)!
o on-(n=1)-...-(n—k+1)-(n—Fk)!
B k! (n—k)!
_on-(n=1)-...-(n—k+1)
k! '

Nyni se zaméfme na to, co vyjadiuje ¢islo v ¢itateli. Nejprve mame n moznosti, potom n—1, atd.
To uZ jsme nékde vidéli. U permutaci. Tak na to pijdeme podobné. Mé&jme n lidi a fadme je. Na
prvni misto vybereme jednoho z n lidi, na druhé z n— 1, a budeme pokracovat. Ale u éislan—k+1
konéime. To znamenad, ze jsme sefadili jen néjakych k lidi. Jinak feceno k lidi jsme vybrali a néjak
je dali do tady.

Mohlo by se zd4t, Ze uz mame hotovo. Vzdyt jsme vybrali k lidi z n moznych. Nyni ale vyvstava
otdzka, jaky vyznam m& k! ve jmenovateli. Museli jsme nékteré moznosti zapocitat vicekrat. Pro
mald ¢isla, napt. n = 3 a k = 2, dostdvame moznosti (1,2), (1,3), (2,3), (2,1), (3,1), (3,2).
Vybér prvnich dvou lidi jsme zapocitali dvakrat, stejné tak u zbylych moznosti. Nesmime totiz
zapomenout, ze jsme lidi davali do fady, ackoli nas nezajima jejich potradi. Proto musime pocet
moznosti n- (n—1)-(n—2)-... - (n—k+1), ktery zatim méme, podélit ¢islem, jez znaci, kolikrat
jsme kazdou pozadovanou moznost zapocitali. Ale kazdou moznost jsme piece zapocitali tolikrat,
kolik je zpusobu, jak vybranych & lidi usporddat do rady. Jak uz vime, to je k!.

Priklady

“evs

)+ () e )=

Reseni. Zaénéme u pravé strany. Nebude pro nés tézké interpretovat, co vyjadiuje, protoze
uz jsme to udélali s m™. Vime tedy, ze staci néco, u ¢eho muzeme dvé moznosti zopakovat n-krat.
Dvé moznosti jsou typicky ano/ne, nebo vybrat/nevybrat. Vezméme si tedy n lidi a u kazdého
z nich se rozhodnéme, jestli ho vybereme, nebo ne.

Co jsme vlastné spocitali? Pfeci vSechny mozné kombinace vybranych lidi. Muzeme vybrat
jen prvniho, nebo tfeba vSechny ostatni, nebo nikoho. Na levé strané vidime kombinaé¢ni ¢&isla,
kterd maji nahofe n, budeme tedy vybirat z nasich n-lidi. Postupné vybirdme zadného z nich,
poté jednoho atd. Jinak feceno, rozlisime jednotlivé piipady podle toho, kolik lidi chceme vybrat.
A soucet moznosti, kdy jsme vybrali vSechny bezélenné skupinky, jednoc¢lenné, dvouclenné atd.,
je urcité stejny jako pocet pripadl, kdy jsme vybrali skupinku libovolné velikosti.

(T) “(Z) ++”(Z> I

Reseni. Zkusme u tohoto pifkladu zaéit levou stranou. Opét vybirdme nékolik véci z n.
Vezméme si tedy znovu n lidf a chtéjme z nich vytvofit néjakou skupinku. Bud’ vybereme skupinku
jednoho ¢lovéka. Nebo vybereme skupinku dvou lidi a pak z nich je$té vybereme jednoho, napft.
jako kapitdna. A nebo vybereme skupinku ti{ lidi a z nich vybereme jednoho kapitdna. Jinak
feCeno, pocitame pocet moznosti, kdy vybereme néjakou neprazdnou skupinku a néktery z clenu
bude kapitdn. To muzeme spocitat také tak, ze nejdifv vybereme kapitdna (to je n moznosti)

Priklad. Dokazte

Priklad. Dokazte



a teprve poté zbytek skupinky, coz je jednoduse libovolna podmnozina zbylych n — 1 lidi a mame
tedy na vybér této skupinky 27! moznosti. Celkem dostdvdme pfesné pravou stranu n - 2771,

n\(r\ _(n\(n—k
()= (G
ReSeni. Zacnéme levou stranou. Nejprve vybereme 7 lid z n. Pro kazdych takovychto vy-
branych r lidi pak chceme vybrat k vyvolenych. Na pravé strané vybirame k lidi z n. Chceme
tedy zac¢it vybérem k vyvolenych, ale tentokrat je vybirame ze vsech. Jelikoz viech vybranych m4
byt r, zbyva nam jich vybrat r — k. Ale k lidi uz je vyvolenych, muzeme je tedy vybirat jen ze
zbylych n — k lidi. Proto ndsobime ¢islem (Z:,’:)

(3)=2)

Pocitani dvéma zpusoby a grafy

Priklad. Dokazte

Cviceni 2. Dokazte

Pocitani dvéma zpusoby se ¢asto vyuziva v jednom typu piikladu, a to v grafovych tulohéch.
Nejprve si musime vysvétlit, co to graf je.

Graf je mnozina vrcholii a hran. Hrana je pfitom néjakd dvojice vrcholti. Ta muze byt bud
orientovan4, nebo neorientovand (tedy bud vede jen jednim smérem, nebo obéma) — podle toho
rozlisujeme grafy orientované a neorientované (my se budeme zabyvat témi neorientovanymi).
Jelikoz se takto graf tézko predstavuje, obvykle si kreslime vrcholy jako tecky a hrany jako spojnice
mezi nimi, napfiklad jako na tomto obrazku.

A

B
w C A B

E D
(a) Nakresleni grafu (b) Jiné nakresleni stejného grafu

Obrazek 1: Grafy

Dulezité je uvédomit si, ze nezédlezi na tom, jak jsme si graf nakreslili. Jen si ho zndzorfiujeme,
abychom méli lepsi predstavu a pékné vidéli, jaké vrcholy jsou spojené. Takovy jednoduchy piiklad
grafu muze byt skupina lidi, z nichz se nékteii znaji. Napiiklad graf na obrézku 1 odpovida skupiné
péti lidi — Adama, Bedficha, Cyrila, Dana a Emila. Pfitom Adam se znd s Bediichem a Emilem,
Bedrich znd Adama a Emila, Cyril nezna nikoho, Dan znd pouze Emila a Emil zné vSechny az na
Cyrila. Abychom mohli s grafy pracovat, zavedeme si nékolik pojmi.

Stupen, vrcholu je pocet hran, které z tohoto vrcholu vychézeji. V grafu na obrazku 2 ma
vrchol A stupen 1, vrchol E stupen 3 a vrchol G stupei 0.

Souvisly graf je takovy graf, ve kterém se dostaneme z libovolného vrcholu do libovolného
jiného vrcholu, pokud se muzeme piesouvat po hrandch. N&s graf souvisly neni napiiklad proto,
ze z vrcholu B se nedostaneme po hranéch do vrcholu F'.
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Obrazek 2: Graf se tfemi komponentami

Komponenta grafu je ¢ast grafu, ktera je souvisld a pritom z zadného jejiho vrcholu nevede
hrana pry¢ z této komponenty. Nag graf ma tii komponenty. V prvni jsou vrcholy A, C, F, ve
druhé B, D, E, H a tfeti komponenta obsahuje pouze vrchol G.

Tvrzeni. Kdyz secteme stupné jednotlivych vrcholii v neorientovaném grafu, dostaneme sudé
¢islo.

Dukaz. Tento soucet muzeme pocitat dvéma zpusoby. Prvni mame pifmo feceny v zadéni,
chceme secist stupné jednotlivych vrcholia. Nyni toto ¢islo chceme spocitat jinak, abychom dostali
sudé ¢islo (a tedy i prvnf — stejné — &islo bylo sudé). Zatim jsme soucet stupiniu pocitali pres vrcholy,
protoze vsak stupné mluvi o vztahu mezi vrcholy a hranami, je pfirozené zkusit jejich soucet
spocitat pres hrany. Zkusme hrany po jedné pridavat do naseho grafu. Za¢neme tedy s grafem,
kde nejsou zddné hrany, tam je soucet stupiiu vrchola (ozna¢me ho D) roven nule. Kdyz pfiddme
jednu hranu, tak se D zvétsi o dva, protoze se o jedna zvétSil stupen obou krajnich vrchola. Po
pridani v8ech h hran bude tedy D rovno 2h, coz je opravdu sudé ¢islo a dukaz je tak hotov.

Rovinné grafy

Rovinné grafy jsou specialnim pfipadem grafu. Jsou to takové grafy, které lze nakreslit do roviny
(odtud ndzev ,rovinné“) tak, aby se jednotlivé hrany nekiizily. Napiiklad graf 3a) je rovinny,
protoze jde nakreslit jako 3b), kde se hrany nekiizi. Graf 3c) rovinny neni, protoZe at vrcholy
a hrany umistime jakkoliv, vzdy se nékteré dvé hrany budou kiizit.

(a) Rovinny graf (b) Stejny rovinny graf (¢) Nerovinny graf

Obrazek 3: Rovinné grafy



Dalsim dulezitym pojmem je sténa rovinného grafu. Kdyz si graf rozdélime tak, Ze se hrany
neki{z{, tak ndm rozdéluje rovinu na nékolik oblasti. Ty nazyvame stény grafu (Graf 3b ma 4
stény — nesmime zapomenout tu sténu ,kolem grafu).

Pro rovinné grafy plati toto uzite¢né tvrzeni.

Tvrzeni. (Eulertv vzorec) Méjme souvisly rovinny graf s n vrcholy, h hranami a s sténami. Pak
n—h+s=2.

Dokézat se dé napiiklad indukei podle poctu vrcholu. Muzete si to vyzkouset jako cviceni. My
ale tvrzeni vyuzijeme k tomu, abychom si dokazali néco jesté zajimavéjsiho.

Tvrzeni. Rovinny graf s n vrcholy ma maximéalné 3n — 6 hran.

Dikaz. Pokud je n =1 nebo n = 2, tak tvrzeni plati zifejmé. Jinak si vezméme takovy graf
na n vrcholech, ktery ma nejvétsi mozny pocet hran. Ozna¢me h pocet jeho hran a s pocet jeho
stén. Tento graf je urcité souvisly (kdyby nebyl, tak bychom mohli pfidat hranu mezi jeho dvé
komponenty a ziskali bychom rovinny graf s vétsim poc¢tem hran). Navic kazdd sténa v grafu
je trojihelnikova (tedy lez{ mezi tfemi hranami). Kdyby totiz nebyla, tak muzeme mezi dva
nesousedni vrcholy pfidat hranu, ¢imz by graf zustal rovinny a pocet hran by se zvysil.

Vime tedy, Zze kazda sténa sousedi se tFfemi hranami. Nyni muzeme dvéma zpusoby spocitat,
kolik je dvojic hrana a s ni sousedici sténa. Uz vime, ze kazdd sténa sousedi se tfemi hranami,
téchto dvojic je tedy 3s. Na druhou stranu vime, ze kazdd hrana sousedi se dvéma sténami, takze
je dvojic 2h. Proto 2h = 3s, neboli s = %h. Nyni sta¢i dosadit do Eulerova vzorce:

n—h+s = 2
2
—h+-h = 2
n +3
1
= 2+ -h
n —|-3
= 3n—6.

To znamen4, ze nas graf ma 3n—6 hran. Jelikoz jsme vzali ten z rovinnych grafi na n vrcholech,
ktery ma nejvétsi mozny pocet hran, tak ma kazdy rovinny graf nejvyse 3n — 6 hran.

Préavé dokézané tvrzeni ma zajimavé dusledky. Napiiklad politickd mapa svéta je vlastné
rovinny graf. Kazdy stat je jeden vrchol a vrcholy spojime, pokud maji néjaky spoleény usek
hranice (tedy ne jen jeden bod). Cisté praktickd otdzka je, kolik potfebujeme barev, abychom
mapu obarvili a aby zadné dva sousedni staty nemély stejnou barvu. Nyni se uz vi, Ze na to nejsou
potieba vice nez ¢tyfi barvy. Dlouhou dobu se ale umélo dokazat jen to, ze ndm staci barev 5.
A praveé pro dukaz této véty se vyuzivd nasledujici tvrzeni, vychazejici z toho, ze rovinny graf ma
nejvyse 3n — 6 hran.

Tvrzeni. V kazdém rovinném grafu existuje vrchol se stupném nejvyse pét.

Dikaz. Oznacme si pocet vrcholi n a pocet hran h. Kdyby mél kazdy vrchol stupen ale-
spon 6, tak by byl soucet stupinu vSech vrcholu alesporn 6n. Ale my vime, Ze tento soucet je roven
dvojnasobku poctu hran, tedy 2h. To by znamenalo, ze h > 3n, coz je ve sporu s tim, Ze v rovinném
grafu je hran nejvyse 3n — 6.



Neékolik cviéeni na zavér

Cviceni 3. Urcete, ¢emu se rovnd
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Cviceni 4. Dokazte
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Cviceni 5. Dokazte

Cviceni 6. Dokazte
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Nasledujici cviceni je tloha z tieti série tfettho roéniku korespondenéniho seminéfe iKS, ktery je
urceny pro ty nejzkusenéjsi stifedoskolaky z Ceské a Slovenské republiky. Proto je o néco obtiznéjsi,
ale s ndvodem se vam ji jisté podafi vyftesit.

CviCeni 7. (tézké) Rovnostranny trojihelnik o strané délky n je vyplnény jednotkovou trojihelnickovou
miizkou. Uzaviena lomend ¢ara vede podél této miizky a kazdy vrchol miizky potka pravé jednou.
Dokazte, Ze tato ¢dra alespon (n + 1)-krdt zahne do ostrého thlu.

Literatura a zdroje

Cerpal jsem z archivii ndsledujicich soutézi:

PraSe (Matematicky korespondenén{ seminér) mks.mff.cuni.cz,
KMS (Korespondenény matematicky semindr) kms.sk,

iKS (Internacionalni korespondenéni seminéf) iksko.org.



Navody ke cvicenim

Cviceni 1. Ndvod: Pocitejte dvéma zpusoby soucet vSech ¢isel v tabulce.

Cviceni 2. Ndvod: Pocitejte, kolik je dvojic mezi 2n lidmi. U druhého zpusobu si vSechny lidi
neprve rozdélte na dvé skupiny po n lidech.

Cvicéeni 3. Ndvod: Pocitejte dvéma zpusoby pocet moznosti, jak z n lidi vybrat néjak velkou
skupinku, ve které je jeden inteligent a jeden sportovec (pficemz muze jit o stejného clovéka).

Cviceni 4. Ndvod: Vyberte nékolik lidi z n a rozdélte je na dvé skupinky. Pak zkuste to samé
spocitat a zaméfte se pritom na moznosti pro jednotlivé lidi.

Cviceni 5. Ndvod: Rozdélte si 2n lidi na dvé skupiny a rozeberte moznosti, kolik lid{ vezmete ze
které skupiny (vzpomeite si pfitom, ze kombinaéni ¢isla jsou symetrickd, tedy vybirat & moznosti
z n je stejné jako vybirat n — k moznost{ z n).

Cviceni 6. Ndvod: Rozeberte moznosti podle toho, kolik lid{ ze zac¢dtku je vybrdno (neni vy-
brany ani prvni/je vybrany prvni, ale druhy ne/jsou vybrani prvnf dva, ale tiet{ ne atd.).

Cvicéeni 7. Ndvod: Vybarvéte si trojihelnicky, které jsou otocené §pickou nahoru. Vsimnéte si,
ze kazd4 cast lomené ¢ary s néjakym z téchto trojihelnicku sousedi a ze tam, kde ¢ara vede podél
dvou stran vznika ostry uhel. Nyni spocitejte dvéma zpusoby délku lomené ¢ary — piimo pomoci
poctu vrcholu v trojuhelnikové siti a poté pomoci poctu trojuhelnicki otocenych nahoru, kde ¢ara
vede podél jedné nebo podél dvou stran.



