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Kombinatorika

Antonin Slavik, MFF UK, 2009-10

Tento ucebni text vznikl jako pomtcka pro stfedoskolské studenty, ktefi v zimnim semestru navstévovali
kurz pro fesitele matematické olympiddy na MFF UK. Kromé klasickych tloh z kombinatoriky obsahuje
velké mnozstvi ptikladii vybranych ze soutézi pro stfedoskolské studenty v Ceské republice i v zahraniéi;
u téchto prikladi je bud uveden nazev soutéZe, nebo jedna z nésledujicich zkratek:

MO = Matematicka olympiada

IMO = Mezinirodni matematicka olympidda

MKS = Matematicky korespondencni seminar

AHSME = American High School Mathematics Examination
AMCI12 = American Mathematics Contest 12

AIME = American Invitational Mathematics Examination

AUO = Allunion Mathematical Olympiad
Neékteré dalsi tllohy jsou prevzaty z téchto knih:

Arthur Engel, Problem-solving strategies, Springer, 1998.
Titu Andreescu and Zuming Feng, 102 combinatorial problems from the training of the USA IMO team.
Titu Andreescu, Contests Around the World 1999-2000.

Titu Andreescu, Mathematical Olympiads 2000-2001, Problems and Solutions From Around the World.
The Mathematical Association of America.

Jifi Herman, Radan Kucera, Jaromir Simsa, Metody reseni matematickych wloh II, MU Brno, 2004.

1. Zakladni kombinatoricka pravidla

1.1 Pravidlo soucinu. Pocdet moznosti, jak sestavit uspofddanou n-tici (z1, 22, ..., z,), pficem?z prvek
x1 muzeme volit k1 zpusoby, prvek xo mizeme volit ko zpusoby, ..., prvek x,, mizeme volit k,, zpusoby,
jeroven ki - ko - - ky.

1.2 Piiklad. Kolik pfirozenych déliteli mé ¢islo 28807

Resend. Najdeme prvoéiselny rozklad zadaného ¢isla: 2880 = 26 - 32 . 5. Kazdy délitel méa tvar 2° - 37 - 5%,
kde i € {0,...,6}, j € {0,1,2}, k € {0,1}. Pocet vsech takovych trojic (i,7,k) je 7-3-2 = 42.

1.3 Priklad. Kolik pfirozenych ¢tyfcifernych éisel lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize a) cifry se
mohou opakovat, b) cifry se nesmi opakovat?

Regend. a) Cifru na prvni pozici lze volit péti zptisoby (musi byt nenulovd), cifry na kazdé dalsi pozici
Sesti zptisoby, coz davéa celkem 5 - 62 moznosti. b) Cifru na prvni pozici lze volit péti zptisoby (musi byt
nenulovd), cifru na dalsi pozici péti zptsoby (musi byt riiznd od prvni cifry), dalsi cifru ¢tyfmi zptisoby
(musi byt rtiznd od prvnich dvou) a posledni cifru tfemi zpisoby (musi byt riiznd od prvnich t¥i cifer);
to je celkem 52 - 4 - 3 moznosti.

1.4 P¥iklad. [MO Ceska republika 1991/92] Najdéte nejmensi ptirozené ¢islo n tak, aby existovalo prave
45 usporddanych dvojic (u,v) pFirozenych &isel, jejichz nejmensi spoleény nasobek je n?

Resent. Necht n = p{'ph?*...pp* je prvociselny rozklad hledaného éisla (kde ng,...,ny jsou piirozend

Cisla). 10tO CiSlo jJe nejmensim Spolecnym nasobkem nejake davojice (u, v rave Z atl
isla). Toto Eislo je nejmensim spoleénym nasobkem n&jaké dvojice (u,v), pravé kdyz plati
uw=pi'py...pf, v=pipy ),

ny = max(iy, j1), n2 = max(is,jo), ..., Nk = max(ig,jk)-

1



Kolik existuje takovychto dvojic (u,v)? Musi platit

(ihjl) € {(Ovnl)a (1,711), ) (n17n1)7 (711,711 - 1)7 ) (nla 1)7 (711,0)},

(Zk‘ajk) € {(O7nk)7 (Lnk)v SERE) (nk7nk)7 (nkvnk - 1)a BERE) (nk7 1)v (nk’a 0)}
Dvojici exponentt (i1, j1) lze tedy vybrat 2n; + 1 zptisoby, ..., dvojici (ik, jx) 1ze tedy vybrat 2nj + 1
zpusoby. Podle pravidla sou¢inu tedy existuje celkem (2ny + 1)---(2n; + 1) dvojic ¢isel (u,v), jejichz
nejmensim spoleénym nasobkem je n. Podle zaddni m4 platit (2n; 4+ 1)---(2ng + 1) = 45. Protoze
45 =3 -3 -5, musi jit o jeden ze souc¢inu 5-3-3, 9-5, 15- 3, 45. To znamena, ze ¢islo n méa jeden z tvarta

pi-p2-Dp3, PL-Ps, P12 DL
Nejmensi piedstavitelé téchto Gtyi typi ¢isel jsou 22 -3 -5, 24 - 32, 27 . 3, 222, Nejmensi z téchto &isel je
prvni z nich, tj. 22 -3 -5 = 60.

1.5 Pravidlo souc¢tu. Jsou-li Ay, ..., A, disjunktni mnoziny, pak plati |[A; U---UA,| = |[A1]|+- -+ ]|A,|
(kde symbolem |X| zna¢ime poéet prvkd mnoziny X).

1.6 Priklad. Kolik sudych pfirozenych ¢tytcifernych cisel lze sestavit z cifer 0, 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se
cifry nesmi opakovat?

Reseni. Nechtf A je mnozina vSech hledanych &isel. Rozlozme ji do tvaru A = A; U Ay U A3z, kde A,
obsahuje pouze ¢isla koncici nulou, A, ¢isla koncici dvojkou a Az ¢isla kondici ¢tyfkou. Tyto mnoziny
jsou disjunktni a jejich velikosti snadno spoc¢teme pomoci pravidla souéinu: |A;| =5-4-3,|43| =4-4-3,
|As| = 4-4-3. Plati tedy |A| = 156.

1.7 Princip inkluze a exkluze. Zobecnime nyni pravidlo souc¢tu pro mnoziny, které nemuseji byt
disjunktni. Jestlize A1, Az jsou libovolné koneéné mnoziny, pak plati

[A1 U Ag| = |Aq] + |Aa] — |A1 N Agl.
Secteme-li totiz | A1 | a |As|, znamen4 to, ze jsme nékteré prvky mnoziny A; U Ay zapoditali dvakrat; jsou

to pravé ty prvky, které lezi v A; N As. Odectenim |A; N As| pak dostaneme spravny vysledek.

V piipadé trojice mnozin Ay, As, A3 dostaneme podobnou tvahou vzorec
|A1 U Ay U As| = |Aq] + |A2| + |As] — |41 N As] — |A; N Az| — |As N As| + |41 N Ay N Azl
Obecna formulace principu inkluze a exkluze méa tento tvar:

n n

AU UA =Y 1A - [0 Y AN 4y

k=1 k=2 1<iy <ig<-<ip<n

1.8 Piiklad. [AHSME 1998] Rekneme, Ze sedmimistné é&islo c1cacseqcscger (kde kazda z cifer ¢; muize
nabyvat hodnot 0 az 9) je snadno zapamatovatelné, jestlize plati c¢jcacs=cyacscs nebo cicacs=cseger.
Kolik takovych snadno zapamatovatelnych ¢isel existuje?

Reseni. Necht A; je mnozina vSech snadno zapamatovatelnych &isel splitujicich cycacs = cacscs a As je
mnozina vSech snadno zapamatovatelnych éisel spliiujicich ¢jcacs = cscger. Potfebujeme zjistit |A; U
As| = |A1| + |A2| — |A1 N As|. Plati |[A;] = 10* (pro kazdou z cifer c;, co, c3, ¢y madme 10 moznosti,
ostatni cifry jsou touto volbou jednoznaéné urceny), |As| = 10* (podobné zdtivodnéni). Cisla z A; N A
splnuji cicacs = cqcs5c6 = csc6c7, tj. €1 = c2 = ¢3 = ¢4 = ¢5 = cg = c7; takovych cisel je 10. Plati tedy
|A; U As| =2-10* — 10 = 19990.

1.9 Piiklad. Kolik existuje ¢isel mensich nez 100, které jsou nasobky tfi nebo éty¥?
Resent. Necht A; je mnozina vSech nasobktl trojky mensich neZ 100 a A, je mnoZina viech nasobku

¢tytky mensich nez 100. Plati |A;| = [100/3] = 33 a |A2| = |100/4] = 25. V mnoziné A; N As jsou

2



nasobky trojky a ¢tytky zdrovetl, tj. ndsobky dvandcti; je jich |A; N As] = [100/12] = 8. Vysledkem je
tedy |A1 UAs| = |A1‘ + |A2| - |A1 ﬂAg\ =33+ 25—-8=50.

1.10 Cviceni. [AMC12 2001] Kolik existuje ¢isel mensich nez 2001, které jsou nasobky tfi nebo Ctyf,
ale nejsou nasobky péti?

1.11 Cviéeni. [AIME 1991] Kazdé raciondlni ¢islo x z intervalu (0,1) mizZeme jednoznacéné zapsat
v zdkladnim tvaru, tj. jako © = p/q, kde p, ¢ jsou kladnd nesoudélné ¢isla. Zjistéte, kolik racionélnich
¢isel m4 tu vlastnost, ze p - ¢ = 20! (kde symbol 20! znaéi soucin 1-2-3---20; viz dalsi text).

1.12 Cviceni. [AIME 1995] Necht n = p"¢®, kde p, ¢ jsou navzajem rizna prvocisla. Kolik existuje
délitelti ¢isla n? mensich nez n, které nejsou déliteli ¢isla n?

1.13 Cviceni. [AIME 1993] Necht n je pfirozené ¢islo a S = {1,...,n}. Kolika zptisoby lze vybrat dvé
podmnoziny A, B C S takové, ze AU B = S? (A, B nemuseji byt disjunktni.)

1.14 Cvigeni. [MO Cesk4 republika 2001/02] Uréete pocet vsech dvojic piirozenych &isel (a,b), kde
1 <a<b<86 asoucin ab je délitelny tfemi.

2. Variace, permutace a kombinace

2.1 Variace. Nechf je ddna n-prvkovd mnozina X. Pak pocet vSech uspofadanych k-tic (kde k €
{1,...,n}), které lze sestavit z prvkl této mnoziny, pfiCemz kazdy prvek z X se v k-tici vyskytuje
nejvyse jednou, je roven

n-(n=1)---(n—k+1)

(plyne to z pravidla souéinu).

2.2 Piiklad. V jedné fadé je 9 mist pFipravenych pro 3 profesory a 6 studentti. Kolika zptisoby miZeme
rozesadit profesory tak, aby kazdy sedél mezi dvéma studenty? (Na pofadi studentt nebereme ohled.)

Resent. Pfedpokladejme, Ze studenti se postavili vedle sebe v tom pofadi, ve kterém budou sedét. Mezi
studenty je 5 mezer, kazdy z profesorii si zvoli jednu z nich (kazdy jinou). Po¢et moznosti je 5-4-3 = 60.

2.3 Permutace. Necht je ddna n-prvkovd mnozina X. Pak pocet vSech moznosti, jak sefadit prvky této
mnoziny do usporadané n-tice (kazdy prvek z X se v n-tici vyskytuje pravé jednou), je roven

n-(n—1)---2-1

(plyne to z pravidla soucinu). Toto ¢islo zkrdcené znacime symbolem n! a ¢teme ,n faktoridl“.

2.4 Priklad. Kolika zpusoby lze na Sachovnici o rozmérech n x n rozmistit n vézi, které se navzajem
neohrozuji (tj. kazdé dvé lezi v rznych fadcich i riznych sloupcich)?

Resent. V kazdém fadku musi byt pravé jedna véz. Pro kazdy z n fadki stadi urcit ¢islo sloupce, ve
kterém bude véz stat; Cisla sloupc museji byt navzadjem rizna. Kazdé pripustné rozestaveni je tedy
popsano permutaci mnoziny {1,...,n} a pocet vSech mozZnosti je n!.

2.5 Kombinace. Necht je ddna n-prvkova mnozina X. Pak pocet vSech moznosti, jak z této mnoziny
vybrat k riznych prvka (kde k € {1,...,n}), pfiemz nezélezi na pofadi vybéru (tj. jde o neuspofadané
k-tice), je roven

n-(n—1)---n—-k+1) n-(n-1)---(n—k+1) n!

1-2--- (k=1 -k k! Ckl(n— k)

Toto cislo zkracené znac¢ime symbolem (Z), nazyvame jej kombina¢nim ¢islem a ¢teme ,n nad k“. Proc¢
plati uvedeny vzorec? Je ziejmé, ze

pocet usporddanych k-tic z n prvki = (podet neusporddanych k-tic) - (podet permutaci z k prvki).

Vime uz, ze pocet uspofddanych k-tic z n prvkié jen-(n—1)---(n—k+1) a poéet permutaci z k prvki

je k!; z toho plyne, e podet neusporddanych k-tic je w

2.6 Poznamka. Definujeme 0! = 1. Je-li n pfirozené ¢islo, definujeme (g) = 1. Tato definice je vhodna
ze dvou duvodii:



1) Podet moznosti jak z n-prvkové mnoziny vybrat 0 prvkd, je 1 (nevyberu zadny prvek).

2) Je-li k = 0, pak #Lk)' = =1, tj. vzorec (}) = #l,g), plati pro kazdé k € {0,...,n}.

2.7 Priklad. Uvazujme ¢tvercovou sit sloZzenou z n x n jednotkovych étvereckti. Kolika zpisoby mu-
zeme po hranach této sité dojit z levého dolniho do pravého horniho rohu, jestlize jsou povoleny pouze
jednotkové kroky vpravo nebo nahoru? (Piiklad pfipustné cesty je na obrazku.)

Reseni. Kazd4 pfipustnd cesta obsahuje celkem n kroki vpravo a n krokii nahoru. Staéi tedy rozhodnout,
které z 2n krokt povedou vpravo; pocet vSech moznosti je (2:)

2.8 Priklad. Kolika zpusoby lze vybrat k ¢isel z mnoziny {1,...,n} tak, Ze kazdd dvé vybrand ¢isla
se lisi aspoii o 27 Na pofadi vybéru nebereme ohled, tj. uvazujeme neuspofadané k-tice. (Nazyvaji se
kombinacemi s nesousednimi ¢leny.)

Resent. Kazdou p¥ipustnou k-tici mtizeme znazornit pomoci n—k koleéek a k pfepézek, pficemz piepazky
odpovidaji vybranym ¢isltim. Je-li napf. n = 7 a k = 3, pak zapis O] O] O O] znamena, Ze jsme vybrali
¢isla 2, 4, 7. Pripustné schémata pozname tak, ze mezi kazdymi dvéma prepazkami je aspon jedno kolecko.
Uvazujeme-li n—k kolecek zapsanych vedle sebe, existuje celkem n—k+1 pozic, na které mizeme umistit
prepazky tak, aby vzniklo pfipustné schéma. Tedy pocet zptisobil, jak rozmistit prepazky, je (”_’kf“), a
to je také hledany pocet kombinaci s nesousednimi ¢leny.

2.9 Priklad. Urcete pocet vSech trojuhelnikii, jejichz vrcholy lezi ve vrcholech pravidelného n-ihelniku
a jejichz kazda strana je tthloprickou tohoto n-tthelniku.

Resent. Necht X je libovoln§ vrchol n-thelniku. Kolik existuje trojuhelnikd, jejichZ strany jsou thlo-
pfickami a jeden z jejich vrcholi je X7 Kazdy takovy trojuhelnik je uréen dalsimi dvéma vrcholy, které
nesousedi s X (je jich n—3) ani spolu navzajem. Po¢et moZnosti, jak vybrat dvojici nesousednich vrcholt
z n—3 vrcholi, je podle vysledku pfedchozi tlohy roven (”54). Provedeme-li tuto tivahu pro kazdy vrchol

X, dostaneme postupné vSechny pfipustné trojihelniky, avSak kazdy tiikrat. Vysledkem je tedy %(";4)

2.10 Variace s opakovanim. Nechf je ddna n-prvkovd mnoZina X. Pak podet vSech usporddanych
k-tic (kde k € {1,...,n}), které 1ze sestavit z prvkl této mnoziny, pfi¢emz prvky se mohou opakovat, je
roven n* (plyne to z pravidla souéinu).

2.11 Permutace s opakovanim. Mé&jme k dispozici n; pfedmét jednoho druhu, no pfedmétt dru-
hého druhu, ..., ny pfedméta k-tého druhu; predpokladame, ze predméty jednoho druhu jsou navzajem
nerozlisitelné. Ozna¢me n = ny + ng + - - - ny (v8echna n,; jsou nezdpornd celd ¢isla). Pak podet vSech
usporadanych n-tic sestavenych z téchto predméti je roven

n!
nilnal - ng!’

Proc¢ plati tento vzorec? Uvazujme libovolnou usporadanou n-tici sestavenou z predepsanych predmeétu.
Oznac¢me predméty kazdého druhu tak, aby staly rozlisitelnymi — mtizeme napt. na pfedméty i-tého druhu
nalepit Stitky s Cisly 1,...,n;. Toto mizeme ucinit celkem nq!ns!---ny! zpltsoby a pokazdé dostaneme
jinou uspofadanou n-tici navzajem rozliSitelnych pfedméti. Ziejmé tedy plati

pocet usporadanych n-tic se stitky = (pocet usporadanych n-tic bez Stitkd) - (nq!lna! - - - ng!).

Vime, Ze pocet usporfadanych n-tic se Stitky je n!, a proto pocet usporddanych n-tic bez Stitkd je
!
nl!n:!mnk!‘

2.12 Kombinace s opakovanim. Mé&jme k dispozici & druht pfedmétii (pfedméty jednoho druhu jsou
navzajem nerozlisitelné, od kazdého druhu méme neomezeny pocet predmétit). Pocet zptisobii, jak vybrat

4



celkem n piedmétt (pfedméty z kazdé tiidy se mohou libovolnékrat opakovat, pfipadné nemuseji byt

zastoupeny vﬁbec) je roven
(n+k—1! (n+k-1
k-1 \ k-1 )

Toto tvrzeni snadno dokazeme, jestlize si kombinace s opakovanim znazornime pomoci koleéek a prepazek.
Jestlize napf. n = 6 a k = 4, pak zapis O O | O || O OO znamend, ze vybirdme dva pfedméty prvniho
druhu, jeden pfedmét druhého druhu, zddny predmét tfetiho druhu a tfi pfedméty Ctvrtého druhu.
Obecné mame n kolecek pro predméty a k — 1 prepazek oddélujicich jednotlivé druhy predméti. Pocet
zpusob, jak sefadit téchto n + k — 1 symbold je (permutace s opakovanim) %

2.13 Piiklad. Kolik feseni v oboru nezédpornych celych éisel ma rovnice 21 + o +- - -+ x5 = n? ReSenim
rozumime uspotadanou k-tici (a1, ..., 2,), tj. zalez{ na pofadi.

Resent. Jde pouze o jinou formulaci kombinaci s opakovanim. Pfedstavme si, Ze mame k dispozici k druht
predméti. Kazdé feseni rovnice x1+x2+- - -+x = n pak mizeme chapat jako vybér n predméti, pricemz
z i-té t¥idy bereme x; pfedmétt (pro kazdé i € {1,...,k}). Pocet FeSeni rovnice je tedy stejny jako pocet
kombinaci s opakovanim, tj. ("+k_1).

2.14 Cviceni. Kolika zptsoby lze na Sachovnici o rozmérech n x n rozmistit k vézi (kde k < n), které
se navzdjem neohrozuji (tj. kazdé dvé lezi v rtiznych fadcich i riznych sloupcich)?

2.15 Cviéeni. Kolika zptsoby lze vybrat k ¢isel z mnoziny {1,...,n} tak, ze kazda dvé vybran4 ¢isla
se lisi aspon o 37 Na poradi vybéru nebereme ohled, tj. uvazujeme neusporadané k-tice.

2.16 Cviceni. [AIME 1998] Najdéte pocet feSeni rovnice x1 + x2 + x5 + x4 = 98 takovych, ze x1,..., x4
jsou kladné liché d¢isla.

2.17 P¥iklad. [MO Ceska republika 1997] Kulicky sedmi riiznych barev jsou rozdéleny do sedmi pytlikii
tak, ze v kazdych dvou pytlicich najdeme po kuli¢ce téze barvy. Dokazte:

a) Kulicky nékteré barvy jsou zastoupeny v aspoii tfech pytlicich.

b) Pokud byly od kazdé barvy rozdéleny jen t¥i kulicky, pak v Zadném pytliku nenajdeme dvé kulicky
téze barvy. Rozhodnéte, zda je takové rozdéleni kulicek viibec mozné.

Reseni. Ocislujme pytliky i barvy ¢isly 1,...,7. Pro 4,5 € {1,...,7}, i < j, ozna¢me symbolem b;; tu
barvu, kterd se nachdzi v pytlicich i a j (je-li takovych vice, vybereme libovolnou z nich). Cisel bi; je
celkem (;) = 21, z toho nejvyse 7 rtznych.

a) Kdyby kulicky libovolné barvy byly zastoupeny nejvyse ve dvou pytlicich, musely by byt vSechny
hodnoty b;; navzdjem rtizné, a to je spor. Poznamenejme, Ze tvrzeni by platilo, i kdybychom pocet
pytlikid snizili na pét (nebot (g) = 10), nebo kdybychom podcet barev zvysili na 20.

b) Pfedpokladejme, ze od kazdé barvy byly rozdéleny jen t¥i kulicky. Pak je kazd4 barva zastoupena
nejvyse ve tfech pytlicich, takze se kazdé barvé rovnaji nejvyse (g) = 3 hodnoty b;;. Protoze hodnot
bi; je celkem 21, znamend to, Ze kazd4 barva je mezi nimi pravé tiikrat. Z toho plyne, Ze kulicky kazdé
barvy jsou v pravé t¥ech pytlicich. Pfiklad pfipustného rozdéleni je {1,2,3}, {1,4,5}, {1,6,7}, {2,4,6},
{2,5,7}, {3,4,7}, {3,5,6} (kazd4d mnozina piedstavuje jeden pytlik).

2.18 Piiklad. [MO Ceska republika 2000/01] V urné jsou bilé a éerné kulicky; pocet viech kuli¢ek zao-
krouhleny na stovky je 1000. Pravdépodobnost vytazeni dvou ¢ernych kulicek je o % vétsi nez pravdépo-
dobnost vytaZzeni dvou bilych kuli¢ek. Kolik bilych a kolik ¢ernych kuli¢ek je v urné? (Pravdépodobnost

vytazeni kterékoli kulicky je stejna.)

Regend. Necht je v urné n kuli¢ek, z toho b bilych (a n — b &ernych). Potom pravdépodobnost vytazeni
dvou bilych kulicek je

(3)  bb-1)

(Z) n(n—1)

zatimco pravdépodobnost vytazeni dvou ¢ernych kulicek je

(") _ (n=hn-b-1)

G a1
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Podle zadani dlohy plati rovnost

(n—b)(n—b—1) bb-1) 17

n(n—1) _7L(n—1)—~_4737

kterou lze zjednodusit do tvaru 43b = 13n. Odtud vzhledem k nesoudélnosti ¢isel 13 a 43 plyne, Ze ¢isla
n a b jsou tvaru n = 43k a b = 13k, kde k je vhodné pfirozené cislo. Podle zadani pro ¢islo n plati
950 < n < 1050, z nichz zjistime, ze k € {23, 24}. Uloha mé tedy dvé feSeni: Pro k = 23 vychézi n = 989,
b =299, n — b = 690, zatimco hodnoté k = 24 odpovida n = 1032, b = 312, n — b = 720.

3. Kombinatorické identity

Kombinatorickymi identitami budeme rozumét vztahy, v nichZ vystupuji kombinaéni ¢isla nebo faktori-
aly. Pripomenme, ze kombinac¢ni ¢isla jsou definovana vztahem

(1) = mr

kde n je kladné a k nezaporné celé ¢islo. Z tohoto vyjadieni ihned plyne, ze

ny n
k) \n—k)
Kombinatoricky vyznam je zfejmy: Pocet zptsobu, jak vybrat k prvka z n-prvkové mnoziny, je stejny

jako pocet moznosti, jak vybrat n — k prvki.

Dalsi velmi zndmou identitou je vztah
n 1
n n _ (" + .
k k+1 k+1

n! n! nl(k+1) nl(n — k) (n+1)!

Ho—R) D=k —1 G+ Dn—R) G Din—k)!  (k+ Dl —#)!

Mizeme jej dokazat vypoctem:

Nebo kombinatorickou tvahou: Cislo (ZE) vyjadiuje pocet moznosti, jak z mnoziny {1,...,n + 1}

vybrat k+1 ¢éisel. VSechny takové (k+ 1)-prvkové podmnoziny lze rozdélit na dvé skupiny — podmnoziny
neobsahujici ¢islo n + 1 (t&ch je (kil)) a podmnoziny obsahujici ¢islo n + 1 (téch je (), protoze kromé
¢isla n + 1 zbyva vybrat jesté k dalsich). Plati tedy (Zﬂ) =)+ (kil)

Dalsi zajimavé identity lze snadno dokédzat pomoci binomické véty:

3.1 Binomicka véta. Jsou-li a, b redlnd ¢isla a n je pfirozené ¢islo, pak plati

(a+b)" = i <7Z) a™ i

=0

Dtikaz je jednoduchy: Predstavime si, Ze roznasobujeme souéin (a+b)™ = (a+b) - - - (a+0b). Vysledkem je
soudet obsahujici ¢leny tvaru o™~ 'b*, kde i € {0,...,n}. Tento ¢len dostaneme po roznésobeni tolikrat,
kolik je moznosti, jak vybrat z n — i zavorek ¢islo a a ze zbyvajicich ¢ zavorek ¢islo b; to jde udélat (7;)
zpusoby.

Dosadime-li do binomické véty a = b = 1, dostaneme identitu

=3 ()=()+ () ()

I tato identita ma kombinatoricky vyznam: Na pravé strané s¢itdme pocty 0-prvkovych, 1-prvkovych, ...,
n-prvkovych podmnozin mnoziny o velikosti n a identita nam fika, ze pocet vSech podmnozin n-prvkové
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mnoziny je 2". To je snadno vidét i bez binomické véty: Libovolnou podmnozinu n-prvkové mnoziny
ziskame tak, ze se u kazdého prvku rozhodneme, zda jej do podmnoziny zafadime; mame tedy celkem
2™ moznosti.

Jinou znamou identitu dostaneme z binomické véty dosazenim a =1, b = —1:

=% ()= () () ()
() () r=() )+

ze kterého plyne kombinatoricky vyznam: Pocet podmnozin n-prvkové mnoziny se sudym poctem prvku
je stejny jako pocet podmnozin s lichym pocétem prvki.

Mtizeme ji pfepsat do tvaru

3.2 Cviceni. Dokazte posledni identitu kombinatoricky, tj. bez pouZiti binomické véty.

3.3 Priklad. [MKS 1995/96] Necht X je n-prvkova mnoZina. Zjistéte, jaky je souéet vSech ¢isel |[AN BY,
pokud za (A, B) dosazujeme postupné vSechny dvojice podmnozin mnoziny X.

Resend. Nechf M znac¢i doplnék mnoziny M v X, tj. M = X — M. Existuje 2" rfiznych podmnozin
mnoziny X, a tedy existuje (2")? = 4™ uspofadanych dvojic podmnozin mnoziny X. Rozdélme vsechny
tyto pary (A, B) na 4"~ ! &tvefic obsahujicich dvojice (4, B), (4, B), (A, B), (A, B). Dostaneme tak
rozdéleni vSech uspofadanych dvojic podmnoZin mnoZiny X na disjunktni étvefice (¢tvefice odvozend od
libovolného z parti (4, B), (A4, B), (A, B) je totozn4 s ¢tvefici odvozenou od paru (4, B)). Kazdy prvek
patii bud do A, nebo do A (resp. do B, nebo do B), a tak tedy patii do pravé jedné z mnozin (4, B),
(A,B), (A, B), (A, B). Plati tedy |AN B|+ |ANB|+|ANB|+|AN B| = n a po seteni pies viechny
¢tvefice dostaneme vysledek n - 4771,

3.4 Cviceni. Necht n > 1 je liché ¢islo. Dokazte, Ze mezi kombinaénimi ¢éisly
, U
1 2 nl

Z definice kombinaé¢niho ¢isla snadno plyne, ze

k(;;) _n=Do—ktl)  (n=1)-(n—k+1) n(;_;)

je lichy pocet lichych cisel.

k! " (k—1)!
Tento vzorec, ktery plati pron > 1 a k > 1, se casto hodi pfi odvozovani jinych identit.
3.5 Priklad. Se¢téte Y, k(}).
Resend.
i n _n n—1\ " /n—1 B ity | B ne1

SUHED I RN RO M (Y R
3.6 Cviceni. Sectéte Y., k(7).
3.7 Priklad. Dokazte identitu

S ()()-01)

Resent. Uvazujme skupinu p + g osob, mezi nimi# je p muzd a g Zen. Prava strana udava, kolika zptsoby
lze z této skupiny vybrat k osob (bez ohledu na pohlavi). Ozna¢ime-li symbolem A; mnoZinu v8ech k-tic
osob, mezi nimiz je ¢ muzd, plati |A;| = (7)(,%,), a tedy

(p?;q) :Ek:mi‘ :i()(p) (kq—>

=0

kde p, ¢, k jsou pfirozena cisla.



3.8 Cviceni. [MKS 1995/96] Dokazte identitu ), (”)2 = (>").

[ n

3.9 Cvieni. [MKS 1995/96] Dokaite identitu 31 ' (") () =02

4. Prihradkovy princip

Piihradkovy (nékdy téz Dirichlettiv) princip je velmi jednoduché tvrzeni, které se ¢asto pouzivé pii FeSeni
kombinatorickych tloh (zejména u existencnich dikazu):

Rozmistime-li n 4+ 1 predmétu do n prihrddek, pak v aspon jedné prihrddce je vice neZ jeden predmeét.
Nésledujici verze je o néco obecnéjsi:
Rozmistime-li kn + 1 predmétu do n prihrddek, pak v aspon jedné prihrdadce je vice neZ k predméti.

4.1 Priklad. V mistnosti je n osob. Dokazte, Ze mezi nimi existuji dvé osoby, které maji v mistnosti
stejny pocet pratel.

Reseni. Proi € {0,1,...,n— 1} ozna¢me symbolem A; mnozinu vsech osob, které maji i pratel. Nemtize
nastat situace, Ze by mnoziny Ay a A, _1 byly obé zaroven neprazdné. Rozdélili jsme tedy n osob do
nejvyse n — 1 mnozin, a v nékteré proto museji byt aspon dvé osoby.

4.2 Priklad. Necht a1, ..., a,, jsou libovoln4 celd ¢isla. Dokazte, Ze z nich lze vybrat skupinu éisel, jejichz
soucet je délitelny cislem n.

Reseni. Oznacme
81 =ay, Sg2=a1+as, ... Sp,=0a1+ -+ ap.

Pokud je nékteré s; délitelné ¢islem n, je tvrzeni zfejmé; predpoklddejme tedy, Ze to neni pravda. Potom
zbytky ¢isel s; pii déleni n lezi v mnoziné {1,...,n — 1}. Existuje tedy dvojice ¢isel k < I tak, ze s a s;
maji stejné zbytky. To znamena, ze ¢islo s; — s = ax4+1 + - - - + a; je dé€litelné ¢islem n.

4.3 Cviceni. Dokazte, Ze libovolnd mnozina deseti ¢isel vybranych z {1,2,...,100} ma dvé neprézdné
disjunktni podmnoziny takové, Ze soucty jejich prvki jsou stejné.

4.4 Cviéeni. [MO Cesk4 republika 1995/96] Dokazte, Ze zvolime-li libovolné 11 riiznych dvojcifernych
¢isel, vzdy z nich lze vybrat dvé skupiny ¢isel, které maji stejny pocet prvki, neobsahuji zadny spolecny
prvek a davaji stejny soucet.

4.5 P¥iklad. [MKS 1994/95] Dokazte, ze mezi libovolngmi osmi slozenymi ¢isly vybranymi z mnoziny
{1,2,...,360} jsou aspoii dvé soudéln4 ¢isla.

Resend. Protoze 192 = 361, je kazdé ¢islo z dané mnoziny délitelné néjakym prvoéislem mensim nez 19.
Rozdélme slozena ¢isla z dané mnozZiny do podmnozin As, Az, As, A7, A1, A1z, A1z podle toho, jaky
je jejich nejmensi prvociselny délitel. Jde o sedm mnozin, takze mezi osmi vybranymi ¢isly jsou dvé se
stejnym prvociselnym délitelem, tj. jsou to soudélna ¢isla.

4.6 Priklad. [MO Velké4 Britanie, 2000] a) Najdéte desetiprvkovou mnoZinu pfirozenych ¢isel takovou,
7e soucet zaddnych Sesti ¢isel z této mnoziny neni délitelny Sesti. b) Je mozné najit jedenactiprvkovou
mnozinu se stejnou vlastnosti?

Resend. a) Piikladem takové mnoziny je A = {6j + k;1 < j < 5,0 < k < 1}. Skute¢ns, prvky této
mnoziny davaji pii dé€leni Sesti zbytek 0 nebo 1, pficemz od kazdého druhu méame 5 prvkt. Vybereme-li
z A Sestiprvkovou podmnozinu, bude v ni aspon jedno a nejvyse pét Cisel se zbytkem 1, takZe soucet
vsech Sesti vybranych c¢isel nemtze byt délitelny Sesti.

b) UkéZeme, Ze v libovolné jedendctiprvkové mnoziné A existuje Sest Cisel, jejichz soucet je délitelnych
Sesti. Z kazdé aspon tfiprvkové mnoziny prirozenych cisel lze vybrat dvé ¢isla, jejichz soucet je sudy.
7Z nasi jedenactiprvkové mnoziny A tedy muzeme postupné vybrat celkem 5 takovych dvojic. Soudcet ¢isel
v kazdé dvojic dava pti déleni Sesti zbytek 0, 2, nebo 4. Pokud nastanou vSechny tfi piipady, vezmeme
od kazdého typu jednu dvojici a dostaneme Sestici ¢isel, jejichz soucet je délitelny Sesti. Pokud naopak
dostaneme nejvyse dva zbytky z mnoziny {0, 2,4}, znamend to, Ze existuji asponl t¥i dvojice se stejnym
zbytkem; soucet téchto Sesti Cisel je opét délitelny Sesti.

4.7 P¥iklad. [MO Cesk4 republika 1998] Dokazte, Ze z libovolnych étrnécti riznych piirozenych &isel 1ze
pro nékteré ¢islo k (1 < k < 7) vybrat dvé disjunktni k-prvkové podmnoziny {ai,...,ar} a {b1,..., bk}
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tak, aby se soucty

11 1 11 1
A=—+—++— a B=—+—+-+ —
ai az ag by by bk

navzajem lisily o méné nez 0,001, tj. aby platilo |A — B| < 0,001.

Resend. Uvazujme viech (+') = 3432 souéti

1 1 1
S=—+—4+—,
X1 xro T
kde 1 < 3 < .-+ < z7 je libovolna sedmice vybrand z danych ¢trnacti pfirozenych cisel. Pro kazdy
z téchto souctt S plati odhady
1 1 1 1 1 1
<444 =924 4-4=
0<S_1+2+ +7 +4+5+7<3,

takze se jednd o 3432 (ne nutné rtznych) ¢isel z intervalu (0, 3). Proto se nékteré dva z uvazovanych
souctl lisi o méné nez 0,001; vylouc¢ime-li z obou prislusnych sedmic pfipadné spole¢né prvky, zmensi se
oba souéty o tutéz hodnotu (takze jejich rozdil se nezméni) a v obou skupinich bude stejny (nenulovy,
nebot §lo o dvé rizné sedmice) pocet prvki.

4.8 Priklad. [MO Ceska republika 1995/96] Déti se v taboie délily do druzin nasledujicim zptisobem:
Vedouci urcil mezi détmi né€kolik nacelnikt. Kazdy nacelnik si pak vzal do skupiny vSechny své kamarady
z tdbora (kamaradstvi je vzdjemné). Kupodivu to vyslo dobre, tedy tak, Ze se nacelnici nemuseli o zadné
dité hadat, zadné dité nezbylo a zadni dva nacelnici nebyli kamaradi. Podruhé urcil vedouci jiny pocet
nacelniki. Mohlo rozdéleni déti popsanym zpusobem opét dopadnout dobte?

Resent. Odpovéd je ne. Oznaéme pocet nacelniktl v prvnim vybéru k a v druhém . Postupujme sporem.
Predpokladejme, ze k # [, a pfitom obé rozdéleni dopadla dobre. Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme,
7e | > k (jinak vybéry vyménime, na jejich pofadi nezélezi). ProtoZe podruhé bylo druzin vice, musi
v tomto vybéru existovat dva nécelnici, ktef{ byli v prvnim vybéru ve stejné druziné (oznacme ji M). Ani
jeden z nich nemohl byt nacelnikem M, jinak by museli byt kamaradi a druhé rozdéleni by pak nemohlo
vyjit dobre. Potom ale maji spoleéného kamaradda — nacelnika druziny M, proto druhé rozdéleni nemohlo
vyjit dobre ani v tomto pripadé. To je spor s predpokladem k # [.

4.9 Piiklad. [MKS 1995/96] Kazdé policko nekoneéného ¢tvereckovaného papiru je obarveno jednou ze
sedmi barev. Dokazte, ze lze vybrat 1948 fadkd a 1989 sloupci tak, aby vsechny jejich priseciky mély
stejnou barvu.

Resent. Uvazujme nekoneéné siroky pas o vysce 7-1947+1. V kazdém z jeho sloupcti existuje barva, ktera
se vyskytuje nejméné 1948-krat. Pocet zpiisobi, jak obarvit jeden sloupec, je P = 771947+ Vezmeme-li
libovolnych 1988 P 41 sloupcti, najdeme mezi nimi 1989 stejné obarvenych. Provedeme-li pak v nich vyse
uvedenou uvahu, dostaneme hledanych 1948 fadkii.

4.10 P¥iklad. V mistnosti o rozmérech 7 x 7 m? stoji 50 osob. Ukazte, Ze existuji aspoit dvé, jejichz
vzajemné vzdalenost je mensi nez 1,5 m.

Resent. Rozdélime-li mistnost na 49 &tvercii 1 x 1, budou v jistém ¢tverci aspoii dvé osoby. Jejich maxi-
malni vzdélenost je rovna délce uhlopficky Gtverce, tj. v/2 < 1,5 m.

4.11 Priklad. Uvazujme vSechny body v roviné, které maji obé soufadnice celo¢iselné. Vyberme z nich
libovolnych pét bodt. Dokazte, ze mezi nimi existuje dvojice bodu takovych, ze tisecka, kterd je spojuje,
prochézi asponi jednim dalsim bodem s celo¢iselnymi souradnicemi.

Resent. Rozdélme body podle toho, zda jejich soufadnice jsou sudé, nebo liché. Kazdy bod patii do jedné
ze Ctyt skupin: (s, s), (1,s),(s,1),(l,1). Asponi dva z péti vybranych bodu proto patii do stejné skupiny.

Jsou-li jejich soutadnice (a,b) a (c,d), pak stied jejich spojnice ma soutadnice (3¢, 224) coz jsou cela
¢isla.

20 2

4.12 Cviceni. Na tizemi ve tvaru ¢tverce o strané délky 1 km se nachazi 51 osob. Dokazte, Ze existuje
kruh o poloméru 1/7 km, uvnitf kterého se nachézeji aspon 3 osoby.

5. Ulohy vedouci na rekurentni rovnice

5.1 Priklad. Ve hie zndmé pod ndzvem ,,Hanojské véze* méame k dispozici 3 koliky a 8 kotouct rtiznych
velikosti. Na zacatku hry jsou vSechny kotouce na levém koliku, tikolem hrace je pfenést kotouce na
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pravy kolik. V kazdém kroku je povoleno pfemistit jeden kotoué¢ z jednoho koliku na jiny, a to tak, ze
vétsi kotouc nikdy nesmi lezet na mensim. Jaky je nejmensi potfebny pocet krokt k dosazeni cile?

Reseni. Necht a,, je minimalni pocet krokt potiebny k preneseni n kotouéi z jednoho koliku na jiny;
ziejmé plati a; = 1, as = 3. UkazZeme, Ze pro kazdé n > 2 je splnéna rekurentni rovnice a,, = 2a,,—1 + 1.
K tomu, abychom se dostali k nejvétsimu kotouci a mohli jej pfenést z levého koliku na pravy, musime
nejprve premistit zbyvajicich n — 1 kotoucd na prostfedni kolik (k tomu je potieba a,_; kroka). Poté
pfeneseme nejvétsi kotoud z levého koliku na pravy (1 krok) a zbyva pfemistit n—1 kotouct z prostfedniho
koliku na pravy (opét a,_; kroki); plati tedy a, = ap—1+1+ap—1 = 2a,—1 + 1. Pomoci této rekurentni
rovnice snadno spocteme, ze ag = 255.

5.2 Poznamka. Spoé¢teme-li hodnoty a,, pro malé p¥irozend ¢isla n, snadno uhodneme, Ze plati obecny
vzorec a, = 2" — 1; dokazte jej indukci!

5.3 Cviceni. Uvazujme nasledujici variantu hlavolamu ,,Hanojské véze“: Jsou dany 3 koliky; na prvnim
z nich je postavena véZz z n kotouct sefazenych podle velikosti (nejvétsi je vespod), ostatni jsou prazdné.
V kazdém kroku lze pienést jeden kotouc¢ mezi prvnim a druhym kolikem, nebo mezi druhym a tifetim
kolikem, a to tak, ze vétsi kotouc nikdy nesmi lezet na mensim. Jaky je nejmensi pocet kroki potfebny
k pfeneseni véze z prvniho na treti kolik?

5.4 Priklad. n zajatcim c¢ekajicim na popravu bylo nafizeno, aby se rozestavili do kruhu. Postupné
bude popravovan kazdy druhy zajatec tak dlouho, dokud neztistane nazivu jen jeden z nich; tomu bude
udélena milost. (Napf. pro n = 4 bude postupné popraven druhy, étvrty a tfeti zajatec, prvni pfezije).
Zjistéte, ktery zajatec zustane nazivu.

Regend. Necht a,, je &islo zajatce, ktery ziistane nazivu (pfedpokladame, Ze zajatci jsou o¢islovani ¢isly
1,...,n v tom pofadi, ve kterém stoji v kruhu vedle sebe). Zfejmé plati a; = as = 1. Pro a,, kde

n > 3, odvodime rekurentni rovnici. Je-li n = 2k sudé, pak po provedeni k poprav zbyva k zajatct s Cisly
1,3,...,2k — 1. Nazivu zGstane a-ty z nich; jeho ¢islo je 2a; — 1. Plati tedy

asr = 2ak —1.

Je-li n = 2k + 1 liché, pak po provedeni k + 1 poprav zbyva k zajatct s ¢isly 3,...,2k — 1,2k + 1. Nazivu
zustane ax-ty z nich; jeho cislo je 2ax + 1. Plati tedy

agk+1 = 2a + 1.

Pomoci téchto rekurentnich rovnic lze spocitat a,, pro kazdé prirozené n.

5.5 Poznamka. Sestavime-li si tabulku hodnot a,, pro mal4 &isla n, miizeme uhodnout, ze pro n = 2¥ je
an, = 1 a s kazdym zvySenim n o 1 roste a,, o 2 tak dlouho, dokud nenarazime na dalsi mocninu dvojky.
Formalné zapséano: Je-li n = 2% + 1, kde I € {0,...,2* — 1}, pak a,, = 2] + 1. Dokazte to matematickou
indukci! (Pouzijte obé nalezené rekurentni rovnice.)

5.6 Cviceni. [AIME 1996] Ve skolni Satné je v fadé vedle sebe celkem 1024 uzavienych skiinék ocislo-
vanych 1,2,...,1024. Nudici se student prochazi kolem skfin€k zleva doprava, otevie prvni a nasledné
kazdou druhou skifiiku (tj. skifiiky 1,3, ...,1023). Poté se vraci zpét zprava doleva, v§im4 si pouze zby-
vajicich uzavienych skiinék, a opét otvird prvni a pak kazdou druhou (tj. skiitiky 1024, 1020, .. .). Takto
postupuje do té doby, nez otevie vSechny skfinky. Zjistéte, jaké ¢islo méla posledni oteviena skrinka.
5.7 P¥iklad. [MO Ceska republika 1997/98] V jistém jazyce jsou pouze dvé pismena, A a B. Pro slova
tohoto jazyka plati:

1) Jediné slovo délky 1 je A.
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2) Libovolné skupina pismen X; X5 ... X, X,4+1, kde X; € {A, B} pro kazdy index i, tvoii slovo délky
n+ 1, pravé kdyz obsahuje aspon jedno pismeno A a pfitom neni tvaru X; Xs ... X, A, kde X1 X5... X,
je slovo délky n.

Najdéte a) vSechna slova délky 4, b) vzorec pro pocet p,, vSech slov délky n.

Reseni. a) K nalezeni slov délky 4 potiebujeme znat slova délek 3 a 2. Slova délky 2 jsou AB, BA,
slova délky 3 jsou AAA, AAB, ABB, BAB, BBA, slova délky 4 jsou AAAB, AABB, ABAA, ABAB,
ABBB, BAAA, BAAB, BABB, BBAB, BBBA.

b) Uz vime, Ze p1 = 1, p2 = 2, p3 = 5, p, = 10. Z pravidel pro tvofeni slov snadno zjistime, Ze pocet slov
délky n + 1 konéicich na A je 2" — p,, a pocet slov délky n + 1 konéicich na B je 2" — 1. Uloha tedy vede
na rekurentni rovnici

Pny1 = (2" —pu) + (2" 1) = 2"t -1 — Pn-

Pouzijeme-li tuto rovnici dvakrat po sobé, dostaneme
Py =2"" =1 —pp1 =22 =1 (2" =1 —p,) = p, + 2"

Pocet slov délky n, kde n = 2k je sudé cislo, je roven

2k—1 | 92k—3 3 4 -1
Po =277+ 2T T A A Pt pp =2
Pocet slov délky n, kde n = 2k — 1 je liché ¢islo, je roven
kE _
pok—y = 207242 g 2 gy =

5.8 Cvi¢eni. [MO Ceska republika 1997/98] V jistém jazyce jsou pouze dvé pismena, A a B. P¥ipustna
jsou v ném pouze takova slova, v nichz nestoji vedle sebe vice nez dva stejné znaky. Dokazte, ze pro
pocet p, vSech pTipustnych slov délky n plati p1 = 2, po = 4 a pPrt2 = Pr+1 + Pk pro kazdé prirozené
¢islo k.

5.9 Priklad. [MO Ceska republika 2003/04] Pro libovolné pfirozené ¢islo n sestavme z pismen A a B
vSechna mozné ,slova® délky n a ozna¢me p,, pocet téch z nich, kterd neobsahuji ani ¢tvetici AAAA po
sobé jdoucich pismen A, ani trojici BBB po sobé jdoucich pismen B. Uréete hodnotu vyrazu

P2004 — P2002 — P1999
DP2001 + P2000

Resent. Poéet vyhovujicich slov délky n, kter konéi pismenem A, resp. B, oznaéme a,, resp. b,. Plati
Pn = an + by. Necht n = 4. Vyhovujici slovo konéici pismenem A mé jednu z koncovek BA, BAA, nebo
BAAA. Pocet slov prvniho typu je b,,_1, druhého typu b, _o, tfetiho typu b,_3. Proto
Qp = bp_1 + bp_g + bp_3.
Podobné pro n = 3 ma vyhovujici slovo konéici pismenem B jednu z koncovek AB, ABB, tudiz
by = ap_1 + Gp_2.
Z predchozich dvou vztahtl pro kazdé n > 6 plyne

an = bn—l + bn—2 + bn—3 - (an—Q + an—3) + (an—?) + an—4) + (an—4 + an—5) =

=ap-2+ 2an—3 + 2an—4 + an—s

a podobné
bn =ap-1+ap_o = (bn72 + bn73 + bn74) + (bnf?) + bn74 + bn75) =

=bp_2+ 20,3+ 2by_4 +by_s.
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Sectenim poslednich dvou rovnosti dostaneme
Dn = an + by, = DPn—2 + 2pn-3 + 2pn—a + Pn—s.
Proto pro libovolné n > 6 (a specidlné pro n = 2004) plati

Pn —Pn—-2 — Pn-5
Pn—3 + Pn—4a

= 2.

5.10 Cviéeni. [MO Ceska republika 2003/04] Pro libovolné pfirozené &islo n sestavme z pismen A a B
vSechna mozné ,slova“ délky n a ozna¢me p, pocet téch z nich, kterd neobsahuji ani trojici AAA po
sobé jdoucich pismen A, ani dvojici BB po sobé jdoucich pismen B. Urcete, pro kterd prirozena ¢isla n
plati, ze obé cisla p, a p,41 jsou suda.

6. Ulohy o obarveni a pokryti

6.1 Priklad. Kazdy bod v roviné je bud ¢erveny, nebo modry. Dokazte, Ze pro aspon jednu z téchto
barev plati, Ze pro kazdé d > 0 existuji dva body dané barvy, jejichz vzdalenost je d.

Reseni. Piedpokladejme, Ze tvrzeni neplati. Pak existuji kladna &isla a, b takova, e zadné dva Eervené
body nemaji vzdalenost a a zadné dva modré body nemaji vzdalenost b. Bez (ijmy na obecnosti pfed-
pokliddejme, ze a < b (jinak sta¢i zaménit cervenou a modrou barvu). Vezméme libovolny modry bod
C' a sestrojme trojuhelnik ABC tak, 7e |AC| = |BC| = b a |AB| = a. Body A, B nemohou byt modré
(jejich vzdalenost od modrého bodu je b), takze jsou Cervené; to je spor s tim, Ze zddné dva cervené body
nemaji vzdalenost a.

6.2 Cviceni. Kazdy bod v roviné je obarven jednou ze tii barev. DokaZte, Ze existuji dva stejné obarvené
body o vzdalenosti 1.

6.3 Priklad. Kazdy bod v roviné je bud derveny, nebo modry. Dokazte, ze existuje obdélnik, jehoz
vrcholy jsou téze barvy.

Reseni. Uvazujme pouze body se soutfadnicemi (z,y), kde = € {1,2,3} ay € {1,...,9}. Pocet moznosti,
jak obarvit jeden fadek tvofeny tfemi body je 8. Protoze radka je 9, existuji mezi nimi dva stejné
obarvené; predpokladejme, Ze jde o k-ty a m-ty fadek. Pro kazdé = € {1,2,3} maji body (z,k) a (x,m)
stejnou barvu. ProtozZe jde o t¥i dvojice, existuji dvé dvojice stejné barvy a nalezené ¢tyti vrcholy tvori
hledany obdélnik.

6.4 Cviceni. Kazdy bod v roviné je obarven jednou z n barev. DokaZte, Ze existuje obdélnik, jehoz
vrcholy jsou téze barvy.

6.5 Cviceni. Kazdy bod v roviné je bud ¢erveny, nebo modry. DokaZte, Ze existuje rovnostranny troju-
helnik, jehoz vrcholy jsou téze barvy.

6.6 Cvigeni. [MO Ceska republika 1994/95] Kazdy bod obvodu étverce o strané 10 cm je obarven jednou
ze dvou barev. Dokazte, ze pfi libovolném obarveni miizeme na obvodu ¢tverce vzdy najit tii body stejné
barvy tak, aby trojahelnik s témito vrcholy mél obsah aspoii 25 cm?.

6.7 Priklad. [IMO Shortlist 1996] Uvazujme Gtvercovou sit slozenou z (n — 1) x (n — 1) jednotkovych
¢tvereckil. Kolika zpiisoby lze obarvit vrcholy téchto étvereckt (tj. celkem n? vrcholil) éervenou a modrou
barvou tak, aby kazdy jednotkovy ¢tvereéek mél dva vrcholy Cervené a dva modré?

Resent. Vrcholy ve spodnim fadku muiZeme obarvit libovolné. Rozlisime dva piipady:

a) Barvy vrchold ve spodnim Fadku se st¥idaji; existuji pravé dvé obarveni spodniho fadku, ktera maji
tuto vlastnost. Snadno si rozmyslime, Ze to znamena, Ze i barvy ve vSech dalsich Fadcich se museji stfidat
a v kazdém tadku mtzeme libovolné zvolit jedno ze dvou ,stiidavych“ obarveni. Existuje tedy celkem
2" takovychto obarveni.

b) Ve spodnim fadku existuji dva sousedni vrcholy stejné barvy; existuje celkem 2™ —2 obarveni spodniho
radku, které maji tuto vlastnost. Pak existuje pouze jedno pripustné obarveni vSech zbyvajicich vrcholf.

Celkovy pocet vSech piipustnych obarveni je tedy 27+ — 2.
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6.8 Piiklad. [MO Ceska republika 1996/97] Kazd4 z thlopticek pravidelného n-tthelniku (n > 5) je
obarvena modfe nebo Cervené. Je povoleno postupné prebarvovat thlopficky tak, ze v kazdém kroku
vybereme jeden vrchol a zménime barvy vSech thlopticek, které z néj vychazeji (z modré na Cervenou a
naopak). Rozhodnéte, zda lze vzdy uhlopficky prebarvit tak, aby existovala

a) lomena ¢ara
b) uzaviend lomena Gara

slozena vesmés z modrych thlopfi¢ek a prochézejici kazdym vrcholem n-thelniku pravé jednou.

Reseni. a) Odpovéd je ano. Necht Ay, ..., A, jsou (v tomto poradi) vrcholy n-tithelniku. Polozme

X1X2 N Xn = A1A3A5 N An,1A2A4 N An je—li n Slldé,
X1X2 e Xn = A1A3A5 e AnA2A4 . An—l je—li n liché.

Ukazeme, ze thlopticky lze pfebarvit tak, ze vSechny tsecky lomené cary X1 X5 ... X, jsou modré. K tomu
stacit volit za ¢ postupné hodnoty 1,...,n — 1 a pokazdé zkontrolovat, zda je tisecka X;X;;; modra.
Pokud ne, pfebarvime vSechny uhlopricky vychazejici z vrcholu X;;;. Ziejmé plati, ze po provedeni
i-tého kroku je tisek X3 X5 ... X;X; 1 cely modry.

b) Odpovéd je ne. Jednoduchy protipiiklad pfedstavuje pétithelnik se vSemi uhlopfickami obarvenymi
cervené. Z kazdého vrcholu vychazeji 2 thlopiicky, pii kazdém prebarveni se tedy pocet modrych th-
lopfi¢ek zméni o sudé c¢islo. Nelze proto dosdhnout toho, aby vSech pét tisecek néjaké uzaviené lomené
¢ary bylo modrych.

6.9 Cvieni. [MO Ceska republika 1996/97] Necht M je mnozina thlopfi¢ek pravidelného n-tihelniku,
kterd neobsahuje zddnou uzavienou lomenou c¢aru. Ukazte, ze kazdé vychozi obarveni thlopficek lze
podle pravidel pfedchozi tlohy tak, Ze vSechny uhlopticky z M budou modré. (Vyuzijte toho, Ze pokud
M neobsahuje uzavienou lomenou ¢aru, pak existuje vrchol n-tthelniku nalezejici pravé jedné thlopricce
z M.)

6.10 Cvigeni. [MO Ceska republika 1996/97] V roviné je ddno n bodt, nékteré jsou pospojovany
tseckami tak, ze z kazdého bodu vychézeji pravé 3 tsecky. Dokazte, Ze tyto body lze obarvit modrou a
¢ervenou barvou tak, ze zadny bod nema dva sousedy stejné barvy, jakou ma on sam.

6.11 Cviceni. [Austrian-Polish Mathematics Competition 2000] Pro ktera pfirozena ¢isla n > 5 plati, ze
vrcholy pravidelného n-thelnika lze obarvit nejvyse Sesti barvami tak, ze kazdych pét po sobé jdoucich
vrcholtt ma rtzné barvy?

6.12 P¥iklad. [MO Cesk4 republika 1995/96] Je déno Sest tiiprvkovych podmnozin kone¢né mnoziny X.
Dokazte, ze prvky mnoziny X je mozné obarvit dvéma barvami tak, aby Zadnéa ze Sesti danych podmnozin
nebyla jednobarevna, tj. neméla vSechny tfi prvky stejné barvy.

Resent. Oznaéme dané podmnoziny A1, ..., Ag. Tvrzeni dokdZeme indukci podle poétu n prvki mnoziny
X. Zalneme s pfipadem n = 6. (Pokud ma mnozina X méné nez 6 prvki, doplnime ji na Sestiprvkovou
pridanim novych prvkd; mnoziny A; se tim nezméni.) ProtoZe (g) = 20 > 2 - 6, existuje t¥iprvkova
mnozina Y C X, kterd se nerovna ani zadné z mnozin A;, ani zddnému doplitku X — A;. Obarvime-li
prvky Y jednou barvou a prvky X — Y barvou druhou, dostaneme pripustné obarveni.

Nyni pfedpoklddejme, ze mnozina X ma n > 7 prvku. Pak existuje dvojice rtiznych prvkd u,v € X,
které spolu nelezi v zddné z mnozin A;. (Opravdu, existuje totiz nejvyse 6 - (3) = 18 dvojic prvki, které
patii do nékteré z mnozin A;, zatimco vSech dvojic prvkia z X je (;) = 21.) Tuto dvojici prvka u, v
»Slepime“ do jednoho nového prvku w, tj. kdykoliv néjakd mnozina A; obsahuje u nebo v, nahradime
jej prvkem w. Mame tak Sest t¥iprvkovych podmnoZin n — 1 prvkové mnoziny X’ = (X — {u,v}) U {w},
a podle indukéniho predpokladu existuje pfipustné obarveni prvki X'. Pak staéi vratit se k ptvodnim
mnozindm X, Aq,..., Ag a pouZit nalezené obarveni, pfi¢emz prvky u, v budou mit barvu prvku w.

6.13 Priklad. Dokazte, Ze ¢tverec o rozmérech 10 x 10 nelze beze zbytku pokryt 25 dlazdicemi nésle-
dujiciho tvaru:

Reseni. Predpoklddejme, Ze existuje néjaké pokryti. Obarvime poli¢ka dlazdic stiidavé ¢ernou a bilou
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barvou (tak, jako na Sachovnici). Dostaneme tak dva druhy dlazdic, s jednim ¢ernym polickem a tfemi

bilymi, nebo obracené:

Protoze celkovy pocet ¢ernych policek je roven celkovému poctu bilych policek, musime mit od kazdého
ze dvou druhii stejny pocet dlazdic. Ale pocet dlazdic je 100/4 = 25 (liché ¢islo), coZ je spor.

6.14 Priklad. Dokazte, Ze ¢tverec o rozmérech 10 x 10 nelze beze zbytku pokryt obdélnikovymi dlazdi-
cemi o rozmérech 4 x 1.

Resend. Ocislujme policka étverce podle nasledujiciho obrazku:

[en) Hen] Hew) Heo) Hen] Jev) Hen) Nen) Hev) Ran)
e I I I
NN NINININDNNN DN
W W W W W W W W w|w
[en) Heo] Hew) Heo) ool Rev) Hen) Neo) Nev) Ran)
e e e e e e T e Y Y S
NN NN NN NN
W W W W W|W[W| W w|w
[en] Heo] R en) Heo) ool Hev) Hen) Neo) Nen) Han)
[y Y Y (SN S Y e e e

Predpokléddejme nyni, Ze existuje néjaké pokryti ctverce, a umistéme nejprve vsechny vodorovné dlazdice.
Kazd4 zakryje ¢tyfi rizné cifry; nezakryto zistane n+ 10 nul, n+10 jedniéek, n dvojek, n trojek (kde n je
néjaké ¢islo). Kazd4 svisla dlazdice zakryje 4 stejné cifry; to znamend, Ze n i n + 10 jsou ¢isla délitelnd
Ctyfmi, ale to se pro zadné n nemuze stat.

6.15 Priklad. [MO Korea 2000] Chceme vydlazdit obdélnik o rozmérech m x n, kde m, n jsou pfirozena
¢isla vétsi nez 1. K dispozici mame nésledujici dva druhy dlazdic (kazd4 je slozena ze étyf jednotkovych
¢tvereckn):

L

Dokazte, ze obdélnik je mozno beze zbytku vydlazdit pravé tehdy, kdyz soucin mn je délitelny osmi.

Resent. Necht mn je délitelné osmi. Dikaz, %e obdélnik lze beze zbytku vydlaZzdit, rozdélime na dva
pripady:

a) m i n jsou sudé. Bez Gjmy na obecnosti pfedpoklddejme, Ze 4|m a 2|n. Vezmeme-li dvé dlazdice
jednoho druhu, mtzeme z nich vytvofit obdélnicek 2 x 4. Pak staé¢i vzit mn/8 takovychto obdélnic¢ki a
vyplnit jimi obdélnik m x n.

b) Jedno z ¢isel m, n je liché. Bez ijmy na obecnosti predpokladejme, Ze je to m; pak musi byt n délitelné
osmi. Ze Sesti dlazdic mizeme sestavit obdélnicek 3 x 8:

]

Pomoci téchto obdélnickd mizeme vyplnit obdélnik 3 x n. Je-li m = 3, jsme hotovi; v opa¢ném piipadé
nam zbyva obdélnik (m — 3) x n, ktery vydlazdime podle bodu a).

Dokazme jesté obracenou implikaci. Jestlize 1ze obdélnik beze zbytku vydlazdit, znamend to, Ze 4|mn
(kazda dlazdice mé obsah 4). Bez Gjmy na obecnosti predpokladejme, Ze 2|n. Obarvime vSech m Fadkt
obdélnika st¥idavé ¢ernou a ¢ervenou barvou. Na kazdé dlazdici pak bude lichy pocet Gernych (a také
Gervenych) ¢tverecki. Celkovy pocet ernych ¢tvereckt je vSak sudy, a to znamend, Ze pocet dlazdic je
také sudy. Z toho plyne, Ze 8mn.

6.16 Priklad. Jisty obdélnik je beze zbytku vyplnén dlaZdicemi o rozmérech 2 x 2 a 4 x 1. Jedna
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dlazdice se vSak rozbije a k dispozici uz mame jen dlazdici druhého druhu. Dokazte, Ze ani po pfipadném
preusporadani dlazdic se nam uz nepovede obdélnik beze zbytku vyplnit.

Reseni. Obarvime vechna poli¢ka obdélnika podle nasledujiciho schématu:

Na kazdé dlazdici o rozmeérech 4 x 1 pak bude sudy pocet ¢ernych policek a na kazdé dlazdici o rozmérech
2 % 2 jich bude lichy pocet. Z toho plyne, ze dlazdici jednoho druhu nelze zaménit dlazdici druhého druhu.

6.17 Priklad. [MKS 1995/96] Mys Zere kostku syra ve tvaru krychle o hrané 3 rozdélené na 26 krychlicek
— prosttedni chybi. Zac¢ne s libovolnou krychli¢kou, pak pfejde na nékterou sousedni (se spole¢nou sténou).
Toto stale opakuje. MiZe takto myska sezrat vSechny syrové krychlicky?

Resent. Obarvime krychlicky ,Sachovnicovym® zptisobem podle nésledujiciho obrazku:

Bilych krychlicek je 14, ¢ernych 12. Myska stfidavé konzumuje bilé a ¢erné krychlicky, a proto se ji nikdy
nepodafi snist vSechny.

6.18 Cviceni. Je mozné nésledujici dlazdice (od kazého druhu méme pouzit jednu) poskladat tak, aby
beze zbytku vyplnily néjaky obdélnik?

6.19 Cviceni. Dokaite, Ze Ctverec o rozmeérech 8 x 8 nelze beze zbytku pokryt 15 dlazdicemi ve tvaru
»,1¢ a 1 ¢tvercovou dlazdici o rozmeérech 2 x 2.

6.20 Cviceni. [AUO 1989] Ctverec o rozmérech 23 x 23 chceme pokryt étvercovymi dlazdicemi o roz-
mérech 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3. Jaky nejmensi pocet dlazdic 1 x 1 je k tomu zapotiebi?

7. Matematické hry

7.1 P¥iklad. [MO Ceské republika 2008/09] Na stole je n poharti, viechny jsou postaveny dnem vzhiru.
V jednom kroku smime otocit libovolnych &k pohdréi naopak (k je dané, neménné). Je mozné, aby po
koneéném poctu krokti bylo vSech n pohart postaveno dnem dolti? Reste nejprve pron = 9 a k = b5,
potom pron =9 a k =4.

Reseni. Pron =9 a k = 5 to mozné je, napiiklad takto:
AEAEAEAERENENEN))

(‘l” \L) \L7 \I(7 ‘l’? T’ T) T? T)
LT LT
(hdh bbb 1)

Pron =9 a k = 4 to mozné neni, protoze obecnéji plati: pfi sudém k a libovolném n se neméni parita
poctu pohért postavenych dnem vzhiiru (tj. tento pocet je bud neustéle sudé, nebo neustéle liché ¢islo).

7.2 P¥iklad. [MO Cesk4 republika 2008/09] Na hranici kruhu stoji 2 jednicky a 48 nul v tomto poradi:
1,0,1,0,0,...,0. V jednom kroku je povoleno pficist ¢islo 1 ke kterymkoliv dvéma sousednim ¢isliim.
Mizeme po nékolika krocich dosahnout toho, aby vSech 50 ¢isel bylo stejnych?
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Resent. Oznacime-li ¢isla po fadé 1,22, . . ., 50, pak hodnota vyrazu o1 — 2o + 23 — 24 + - - - + Tag — 50
zustava béhem hry konstantni. V pocatecnim stavu 1,0,1,0,0,...,0 je jeho hodnota 2; ve stavu se vSemi
stejnymi Cisly by byla hodnota 0, a to neni mozné.

7.3 P¥iklad. [MO Cesk4 republika 2008/09] V kazdém vrcholu étverce lezi jedna mince. Vybereme dvé
mince a pfemistime kazdou z nich do sousedniho vrcholu tak, Zze jedna se posune ve sméru a druhd proti
sméru chodu hodinovych ruci¢ek. Rozhodnéte, zda je takto mozné pfemistit vSsechny 4 mince do jednoho
vrcholu.

Resent. Ocislujme vrcholy &tverce ¢isly 1, 2, 3, 4. P¥itadme kazdé minci &slo vrcholu, v némz se aktudlné
nachdzi, a ozna¢me symbolem S soucet téchto ¢tyt ¢isel. Po kazdém tahu (tj. pfesunu dvou minci podle
pravidel) hodnota S bud zlstane stejnd, nebo se zméni o +4. Po¢ateéni hodnota S je 1+2+3+4 = 10.
Hodnota S ve stavu, kdy jsou vsechny mince v jednom vrcholu, by musela byt nasobkem ¢ty¥, a to neni
mozné.

7.4 Cvi&eni. [MO Ceské republika 2008/09] P¥edchozi tilohu zobecnéte pro piipad n minci, po jedné ve
vrcholech pravidelného n-thelniku. Dokazte, Ze pfesun vSech minci na jednu hromadku je mozny, praveé
kdyz je n liché.

7.5 Cvi€eni. Je dan pravidelny 1988-thelnik. Dva hraéi do néj st¥idavé zakresluji thlopficky (tj. usecky
spojujici nesousedni vrcholy), pficemz neni dovoleno protnout zadnou diive nakreslenou thlopiicku.
Prohréava hrac, ktery nemuze nakreslit zddnou dalsi thlopricku. Ktery hra¢ ma vyhréavajici strategii?

7.6 P¥iklad. [MO Cina 1989] Na stole lezi 2001 stejnych minci, kazd4 mince ma piedni a zadni stranu.
Hra pro jednoho hrace sestava z 2001 krokd, v i-tém kroku (i € {1,...,2001}) obrati hréé¢ libovolngch
7 minci na druhou stranu. Dokazte, Ze pro libovolnou poc¢atec¢ni konfiguraci minci lze najit vhodny postup
tak, Ze vSechny mince budou na konci lezet bud pfedni, nebo zadni stranou vzhiiru. DokaZte také, Ze lze
dosédhnout vzdy pouze jednoho z téchto stavi.

Reseni. Dokézeme indukei, Ze tvrzeni plati obecnéji pro n minci, kde n je libovolné liché é&islo. Pro n = 1
je tvrzeni zrejmé. Predpokladejme, Ze plati pro n = 2k — 1 minci, a dokazme, Ze z toho plyne platnost
i pro n = 2k + 1 minci.

a) VSechny mince lezi na zac¢atku otoceny na stejnou stranou. Poskladejme je do kruhu a ocislujme ¢isly
1,...,2k + 1. V prvnim kroku oto¢ime minci 1, ve druhém mince 2 a 3, ve tfetim mince 3, 4, 5 atd. Na
konci hry jsme provedli celkem 1+ 24 ---+ (2k + 1) = (k + 1)(2k + 1) otoceni, kazdou minci jsme tedy
otodili (k + 1)-krat. To znamend, Ze vSechny mince jsou opét otofeny na stejnou stranu.

b) Existuje mince M; lezici pfedni stranou vzhiiru a mince My lezici pfedni stranou doli. Pouzijeme
indukéni predpoklad na zbylych 2k — 1 minci a v 2k — 1 krocich dosahneme toho, ze budou otoceny na
stejnou stranu; bez Gjmy na obecnosti pfedpokladejme, ze lezi pfedni stranou vzhiru. V 2k-tém kroku
obratime tyto mince spolecné s M; a v poslednim kroku obratime vsSechny mince; vSechny jsou nyni
otoceny na stejnou stranu.

DokaZme, Ze pro zadnou pocatecni konfiguraci nelze dosdhnout obou stavi, tj. ,vSechny mince pfedni
stranou vzhtru“ i ,,vSechny mince ptfedni stranou dold“. Pfedpokladejme, Ze to jde, tj. prvniho stavu
lze dosdhnout posloupnosti krokti P; a druhého posloupnosti krokt P». To by znamenalo, Ze pokud
polozime vSechny mince predni stranou vzhtru, aplikujeme na ni posloupnost krokt P; v obriceném
poradi a poté posloupnost krokit P, budou vSechny mince nakonec oto¢eny predni stranou dold. Minci
je lichy pocet, takze jsme celkem museli provést lichy pocet otoceni. Na druhou stranu vime, Ze pocet
otodeni byl 2(k + 1)(2k 4+ 1) — to je sudé ¢islo, a tedy dospivame ke sporu.

7.7 Cviceni. Méjme 2™ sirek rozdélenych do nékolika hromadek. V kazdém kroku vybereme libovolné
dvé hromadky; pfedpokladejme, Ze na jedné lezi p sirek a na druhé je g sirek, pficemz p > ¢. Z hromadky
s p sirkami jich ¢ odebereme a pfemistime je na druhou hromadku. Dokazte, Ze pti libovolné pocatecni
konfiguraci mazeme pomoci vhodné volenych krokt premistit vSechny sirky na jednu hroméadku.

7.8 Cviéeni. [MO Cina 1994] Na stole lezi n > 4 krabidek, ve kterych je rozmisténo celkem m > 4
sirek. V kazdém kroku hry vybereme dvé neprazdné krabicky, z kazdé odebereme jednu sirku a obé sirky
pak vlozime do tfeti krabicky (libovolné, av§ak odlisné od prvnich dvou). Rozhodnéte, zda pro libovolné
pocatecni rozmisténi sirek miizeme pomoci vhodné volenych krokt vzdy pfemistit vSechny sirky do jedné
krabicky.
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7.9 P¥iklad. [MO Ceska republika 2004/05] Na stole lezi k hromadek o 1,2,3, ...,k kamenech, kde
k > 3. V kazdém kroku vybereme tfi libovolné hromadky na stole, slou¢ime je do jedné a pridame k ni
jeden kamen, ktery na stole dosud nelezel. Jestlize po nékolika krocich vznikne jedind hromadka, neni
vysledny pocet kamenii délitelny tfemi. Dokazte.

Resent. V kazdém kroku se pocet hromadek zmensi o dvé. Aby vznikla jedna hromédka, musi byt na
zacatku lichy pocet hromédek, tedy & = 2m + 1. Na zmensSeni po¢tu hromadek o 2m je tfeba m kroku.
P1i kazdém pfibude jeden kamen, a proto je vysledny pocet kameni

2m+1)(2m +2)

5 +m=2m?+4m + 1.

p=1+24+3+---+02m+1)+m=

Cislo m ma jeden ze tvari m = 3n, m = 3n+1, m = 3n+2. V prvnim piipadé je p = 18n> +12n+1 =
3(6n + 2n) + 1, ve druhém 18n? + 24n + 7 = 3(6n2 + 8n + 2) + 1 a ve tietim p = 18n? + 36n + 17 =
3(6n2 + 12n + 5) + 2. Zadné z téchto &isel neni délitelné t¥emi.

7.10 Cviéeni. [MO Cesk4 republika 2004/05] Na stole lezi 54 hromadky o 1,2,3,...,54 kamenech.
V kazdém kroku vybereme libovolnou hromédku, feknéme o k kamenech, a odebereme ji celou ze stolu
spolu s k kameny z kazdé té hromadky, ve které je aspon k kament. Napriklad po prvnim kroku, pfi
kterém vybereme hromadku o 52 kamenech, ztistanou na stole hromadky o0 1,2, 3,...,51,1 a 2 kamenech.

Predpokladejme, Ze po ur¢itém poctu krokti ztistane na stole jedind hroméadka. Kolik kament v ni mutze
byt?

7.11 Cvi&eni. [MO Ceska republika 2004/05] Na stole lezi & hroméadek o 1,2,3, ...k kamenech, k > 5.
V kazdém kroku vybereme 4 libovolné hromadky, slouc¢ime je do jedné a jesté k ni pfidame jeden kdmen
z jakékoliv dalsi hromadky. Urcete vSechna k, pro ktera po koneéném poctu krokd mutize vzniknout jedina
hromadka.

7.12 P¥iklad. [MO Cesk4 republika 2002/03] Hra¢i A a B hraji na desce sloZené ze Sesti poli o¢islovanych
1,2,...6 nasledujici hru. Na zacatku je umisténa na pole s ¢islem 2 figurka a pak se hazi béznou hraci
kostkou. Padne-li ¢islo délitelné tremi, posune se figurka na pole s ¢islem o 1 mensim, jinak na pole
s Cislem o 1 vétsim. Hra kondi vitézstvim hréce A resp. B, dostane-li se figurka na pole s ¢islem 1 resp. 6.
S jakou pravdépodobnosti zvitézi hra¢ A?

Reseni. Oznaéme p; pravdépodobnost, ze hra¢ A vyhraje v situaci, kdy figurka stoji na i-tém policku.
Snadno sestavime soustavu rovnic

1,2
b2 = 3 3p37

1 2
P3 = 5p2 + 5D4,

3 3
_ 1 n 2
Ps = 3}73 32957
1
Ps = §P4~

Resenim této soustavy dostaneme vysledek p, = 15/31.
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