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Synteticka geometrie

Josef Tkadlec, MFF UK

Tento kurz poskytuje uceleny tvod do elementarni syntetické planimetrie. V nékolika oddilech jsou
vysvétlena a dokazana nejdilezitéjsi tvrzeni, se kterymi si ¢lovék vystaci pfi feSeni naprosté vétSiny
geometrickych tloh matematické olympiady, latka je ilustrovana na feSenych prikladech a ¢tenari jsou

predlozena cviceni, k nimz jsou na konci uvedeny navody. Text nepredpoklada zadné pfedchozi znalosti.

Obvodové thly a tétivové ¢tytuhelniky

Zacnéme hned tim bezesporu nejdilezitéjsim tvrzenim syntetické geometrie. Je jim véta o obvodovém
a stfedovém tuhlu.

Véta. (O obvodovém a stfedovém thlu)  Déna je kruznice k se stfedem O a jeji tétiva AB. Probiha-
Ii bod X jeden z obloukii kruznice k urc¢enych body A, B, zistava |<AX B| konstantni. Navic plati
|[<AXB| = %KAOB |, tedy obvodovy thel pFislusny danému oblouku je roven poloviné tihlu stfedového.

Diikaz. Pro jednoduchost predpokladejme, Ze O je vnitinim bodem trojihelnika ABX; ostatni pripady
se dokazi analogicky. Trojuhelniky AOX a BOX jsou rovnoramenné, takze muzeme psat

2. |<AXB| =2 (]<AXO| + |[<OXBJ) = |[<OAX| + |<AXB| + |[<XBO| =
=180° — |[<OBA| — |[<BAO| = |[<AOB|,

kde v poslednich dvou rovnostech jsme vyuZili toho, Ze soucet vnitinich thla v trojuhelnicich ABX a
ABO je roven 180°. Véta je dokazana. O

Piiklad. Kruznice k, [ se stiedy O1, Oz se protinaji v bodech A, B. Bodem B vedeme pfimku p kterd
protne kruznice k, [ podruhé v bodech K, L. Pro kterou volbu pfimky p je délka tsecky K L nejvétsi
mozna?

Reseni. Spojme body K, L s bodem A.

Pro libovolny bod K na kruznici k je velikost ithlu AK B diky pfedchozi vété konstantni. Podobné
je konstantni velikost thlu ALB. VSechny mozné trojuhelniky AK L jsou si tak podobné. Délka usecky
KL je proto nejvétsi pravé tehdy, kdyZ jsou nejvétsi zbylé dvé strany trojuhelnika AK L. To se stane,
budou-li tse¢ky AKy, AL praméry kruznic k, I. Zb§va si rozmyslet, zda je tato situace p¥ipustna (tj. zda
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body Ky, B, Lo lezi v pfimce). Z Thaletovy véty mame okamzité |<<KoBLg| = |<<KoBA| + |[<ABLy| =
90° + 90° = 180°, takze tato situace opravdu piipustné je.

Jaké volbé pfimky p odpovidd moznost Kg, Lo? Jelikoz KoLg i O102 jsou kolmé na AB, je délka
usecky K L maximélni, pokud je p rovnobézna s O10. (|

Pro zjednoduseni formulaci si ted zavedme urditou terminologii. Rekneme, Ze étyfihelnik je tétivovy,
jestlize mu lze opsat kruznici. Podobné fekneme, Ze ¢tyituhelnik je tecnovy, jestlize mu lze kruznici vepsat.
Diky pfedchozi vété mtzeme velice jednoduse charakterizovat tétivové ¢tyruhelniky.

Tvrzeni. (Charakterizace tétivovych étyithelnika)

(i) Jestlize je étyrihelnik ABCD tétivovy, pak kazdé jeho strana je vidét ze zbylych dvou vrcholii
pod stejnymi thly a kazda jeho thlopricka je vidét ze zbylych dvou vrcholii pod uhly, jejichz
soucet je 180°.

(ii) Jestlize je néktera strana ¢tyfihelnika ABC D vidét ze zbylych dvou vrcholi pod stejnym tihlem,
je ¢tytfiahelnik ABC D tétivovy.

(iii) Jestlize je nékterd tihlopficka ¢tyfuhelnika ABC D vidét ze zbylych dvou vrcholii pod uhly, jejichz
soucet je 180°, je ctyruhelnik ABC'D tétivovy.

C

Dikaz. Pro dikaz bodu (i) oznaéme O stfed kruznice opsané ¢tyftahelniku ABCD. Podle véty o ob-
vodovych thlech plati |[<ACB| = |<AOB| = |<ADB)| a podobné dokézeme ostatni tii rovnosti. Déle
jelikoz soucet thla sevienych tseckami OB, OD je roven 360°, je soucet prislusnych obvodovych thla

polovic¢ni, tj. roven 180°.
D D

Cést (ii) dokazme sporem s vyuzitim jiz dokézané ¢asti (i). Pfedpokladejme, Ze ve ¢tyitihelniku ABC D
plati |<ACB| = |<ADB| a ozna¢me D’ druhy pruseéik pfimky AD a kruznice opsané trojihelniku ABC'
Pak diky (i) mame |<AD'B| = |[<ACB| = |<ADB|, takze ptimky DB a D’B jsou rovnobézné, tedy
totozné, bod D’ splyva s bodem D a ¢tyfthelnik ABCD je tétivovy.

Treti ¢ast se dokdze obdobné jako ¢dst druhd (viz obrazek). O

Toto jednoduché tvrzeni ma nesmirné Siroké uplatnéni v tlohach. Nasledujici t¥i priklady nevyzaduji
nic jiného nez dovedné manipulovani s velikostmi rtiznych thli.

Priklad. (O ,svazanych® kruznicich) Kruznice k, [ se protinaji v bodech A, B. Pfimka vedend bodem
A protne kruZnice k, [ po fadé v bodech K, L;. Pfimka vedend bodem B protne kruznice k, [ po fadé
v bodech KQ, LQ. Ukaite, ze K1K2 || L1L2.

Reseni. Rozlisime dva ptipady odpovidajici nasledujicim obrazkiam.



V prvnim z nich mame |<<AK; K3| = 180° — |[<K2BA| = |[<ABL3| = 180° — |<tL2 L1 A|, takze skutetné
KiK || L1 Lo.

Ve druhém piipadé méme |<AK; K| = |<ABKs| = |<ABLs| = |[<<ALyLs| a jsme hotovi také. O

Priklad. (obrazy ortocentra) Je dén trojthelnik ABC' s ortocentrem! H. Ukazte, Ze obrazy bodu H v
osovych soumérnostech podle stran padnou na kruznici opsanou trojuhelniku ABC'. Zaroven ukazte, Ze
obrazy bodu H ve stiedové soumérnosti podle stfedd stran trojihelnika ABC padnou na jeho kruznici
opsanou rovneéz.

Reseni.

Tvrzeni zfejmé staci dokazat pro obrazy pfes jednu ze stran trojuhelnika ABC.

Oznacime-li obrazy ortocentra podle strany AB, resp. jejiho stiedu postupné H’, H”, sta¢i dokazat, Ze
¢tyttahelniky AH'BC a AH"” BC jsou tétivové. Jelikoz trojuhelniky AH'B, resp. BH" A jsou diky symetrii
(osové, resp. stiedové) shodné s trojuhelnikem AH B, sta¢i dokéazat, ze |<AH B| + |<ACB| = 180°.

To je vSak zfejmé z pohledu na ¢tytthelnik C' By H Ap, kde Ag, By znadi po fadé paty kolmic z vrcholu
A, B na strany trojihelnika ABC. Tento ¢tyfthelnik ma totiz dva uhly pravé. O

Priklad. (Miqueliv bod é&tyithelnika) Je dan ¢étyfahelnik ABCD, jehoz zadné dvé protéjsi strany
nejsou rovnobézné. Oznacme @ prusecik polopiimek AD a BC a R prisec¢ik polopiimek BA a CD.
Dokaizte, Ze kruznice opsané trojuhelnikim ABQ, CDQ, ADR a BC R prochazeji vSechny jednim bodem.

Tento bod se nazyva Miqueliv bod ¢tyithelnika ABCD.

1Ortocentrum je priseéik vysek.



Reseni. Oznac¢me X druhy priiseéik (¢ervenych) kruznic opsanych trojihelnikim ABQ a C'DQ. Staci
ukazat, ze X lezi i na zbyvajicich dvou (modrych) kruZnicich, ¢éili ze ¢tyfthelniky BCXR a ADXR jsou
tétivové. Pisme
[<CXB|=|<QXB|—|<QXC| =|<QAB| — |<QDC| =
= (180° — |<RAD|) — |<ADR| = |<CRB],
takze ¢tyfahelnik BCXR je skutecné tétivovy (jeho strana BC je ze zbyvajicich dvou vrchold vidét pod
stejnym thlem). Podobné ukéZeme i

|<AXD| = |<AXQ| — |[<DXQ| = (180° — |[<QBA|) — (180° — |<QCD|) =
= |[<QCR| — |<QBR| = |<BRC| = |<<ARD|
a jsme hotovi. O
Cviceni 1. Je déan trojuhelnik ABC a na jeho stranach AB, BC, C'A postupné body M, K, L. Ukazte,

7e kruznice opsané trojuhelnikim LAM, K BM a KCL prochéazeji jednim bodem.

Cviceni 2. Dokazte, ze v obrazku z posledniho pfikladu lezi bod X na pfimce QR pravé tehdy, je-li
ABCD tétivovy.

Svréktv bod

JelikozZ stejné dlouhym tétivam odpovidaji stejné velké stfedové tthly, museji jim diky vété o obvodovém
uhlu odpovidat i stejné velké tihly obvodové. Diisledkem tohoto pozorovani je nésledujici tvrzeni.

Tvrzeni. (Svrékiv? bod)  Dén je trojithelnik ABC. Oznac¢me S stied toho oblouku BC' kruznice mu
opsané, ktery neobsahuje bod A. Pak S lezi na ose strany BC' i na ose vnitiniho thlu u vrcholu A.

2Jaroslav Svréek je dlouholety organizator ¢eské MO a velky propagator tohoto bodu.
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Diikaz.  Jelikoz S je stfed oblouku BC, je |SB| = |SC/|, tedy S skuteéné lezi na ose strany BC'. Jelikoz
|SB| = |SC|, museji obloukim SB a SC odpovidat stejné velké obvodové thly. Tedy S lezi na ose
vnitfniho Ghlu u vrcholu A. O

Svréktv bod mé fadu zajimavych vlastnosti, z nichZ jednu si uvedeme v ramci nasledujiciho pifkladu.

Priiklad. V trojuhelniku ABC oznacme [ stfed kruznice vepsané a F stfed kruZnice pfipsané vzhledem
k vrcholu A. Ukazte, zZe ¢tyruhelnik BECT je tétivovy a bod S z vySe zminéného tvrzeni je stiedem jeho
kruznice opsané.

Reseni. Osy vnitintho a vnéjstho thlu jsou na sebe kolmé, takze ve ¢tyfthelniku BECT je |<IBE| =
|<ICE| = 90°. Ctytihelnik je proto skuteéné tétivovy.

Sta¢i ukézat, ze bod S je stiedem kruznice opsané trojthelniku BIC. Jiz vime, ze |SB| = |SC|, takze
ukdzeme-li napf¥. |SB| = |SI|, budeme hotovi. Velikosti vnitfnich thla trojthelnika BIS umime vyjadfit
pomoci velikosti vnitinich thla trojuhelnika ABC'. Skutecéné,

y y y 1 1
|<<SBI| = |<SBC| + |[<CBI| = |<SAC| + |<CBI| = za+ =8,

2973
. 1 1
[<BIS| = 180° — |<AIB| = [<BAI| + |<IBA| = Ja + 6.

O

Pfiklad. (JBMO 2010) Osy vnitfnich thlt u vrcholét A, B trojthelnika ABC protnou protéjsi strany
po fadé v bodech K, L. Osa tsecky BL protina piimku AK v bodé M. Bod N lezi na pfimce BL tak,
7ze KN || ML. Dokazte, ze |[KN| = |[NA].

Reseni. Bod M lezi na ose vnitiniho thlu u vrcholu A a zaroveii na ose strany BL, takze je to Svré-
ktv bod trojuhelnika ABL a ¢tyfuhelnik ABM L je tak tétivovy. Podobné jako v prikladu o svazanych
kruznicich miizeme pienést thly

|<NKA| = |<LMA| = |<LBA| = |<NBA|



a usoudit, Ze ¢tyfiuhelnik ABKN je rovnéz tétivovy. Jelikoz bod N lezi na ose vnitiniho thlu u vrcholu
B v trojthelniku ABK a zarovenl na kruznici trojihelniku ABK opsané, je to stied oblouku AK (tj.
Svrékiy bod), procez lezi i na ose strany AK a my méame kyzené |[KN| = [N A O

Cviceni 3. Osy vnitinich thlu u vrcholi A, B, C trojuhelnika ABC protnou jeho kruZnici opsanou
k podruhé v bodech S,, Sy, S.. Ozna¢me I stfed kruznice trojahelniku ABC vepsané. Ukazte, ze I je

ortocentrem trojuhelnika SaSpS..

Usekové thly

Jiz jsme vidéli, Ze pomoci velikosti thla umime charakterizovat leckteré geometrické konfigurace (rov-
nobé&zné piimky, 4 body na kruznici, ... ). Dalsi konfiguraci, ktera je (thly snadno postizitelnd, je kruznice
s te¢nou. Nasledujici tvrzeni podava tuto charakterizaci v ucelené podobé.

Tvrzeni. (O tsekovém thlu)  Je dédn trojihelnik ABC' a piimka p prochdzejici vrcholem A. Na pfimce p
zvolme bod P tak, aby pfimka AB oddélovala body P, C. Pak p je te¢nou ke kruznici opsané trojihelniku
ABC pravé tehdy, kdyz |[<BAP| = |<BCA)|.

Dikaz.

Jelikoz te¢na ke kruznici opsané trojihelniku ABC v bodé A je jedind, staci dokézat, Ze je u ni thel
o velikosti |[<BCA|. K tomu sta¢i postupné pocitat
|<BAP| = 90° — |[<OAB| = |[<MOA| = %|<BOA\ — |«BCA|
a jsme hotovi. O
I toto tvrzeni mé Siroké uplatnéni, vyfesme pomoci né€j proto dva ptiklady.

Priiklad. Kruznice k, [ se stfedy Oy, Os se protinaji v bodech A, B. Bodem B vedeme ptimku p, kterd
protne kruznice k, [ podruhé v bodech K, L. Te¢ny ke kruznicim k, | vedené body K, L se protnou v
bodé M. Ukazte, ze body K, M, L, A lezi na jedné kruznici.

Reseni. Dvojim pouzitim tvrzeni o tGsekovém tuhlu dostavame
|[<KML|=180° — |[<MLK|— |[<LKM| =180° — |[<LAB| — |[<BAK| = 180° — |<LAK],
takze ¢tytahelnik KM LA je tétivovy. O
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Priklad. (MO 58-C-I-2) Pravothlému trojthelniku ABC' s pfeponou AB je opsdna kruznice. Paty
kolmic z bodit A, B na te¢nu k této kruznici v bodé C' ozna¢me D, E. Vyjadiete délku tsec¢ky DE pomoci
délek odveésen trojuhelniku ABC.

Reseni.

L 4 9

A c:\/a2+b2 B

Z tsekovych thld mame |<ABC| = |[<ACD]| a |<<BAC| = |<BCE|. Jelikoz trojuhelniky ACD, ABC,
CBE se dale shoduji v pravém thlu, jsou vSechny podobné. Zbyva vyjadrit délky DC a C'E. Oznacime-li
si a, b, ¢ délky tsecek BC, CA, AB, miuZeme psat

b a 2ab
DC|l=a-- CE|=b-—- DE| = ———.

O

Cviéeni 4. (Brocardiv bod trojihelnika) Je dan trojihelnik ABC'. KruZznice k, se dotyka jeho strany
AB v bodé A a prochézi vrcholem C. Kruznice ky, k. jsou definovany obdobné. Ukazte, ze kruznice k,,
ky, k. prochazeji jednim bodem.

Tento bod se nazyva 1. Brocardiv bod trojuhelnika ABC.

N4s dosavadni arzendl ndm dovoluje mnoha zptsoby naklddat s tthly. V néasledujicim oddilu ho rozsi-
fime o techniku, kterd nam umozni zapojit do nasich postupt i netrividlni avahy o délkach tsecek.

Mocnost bodu ke kruznici

Definice. (Mocnost) Je ddan bod M a kruznice k se sttedem O a polomérem r. Mocnosti® bodu M ke
kruznici k rozumime ¢&islo p(M, k) = |OM|* — r2.

Predchozi definice je velmi neprihledna — neni ani trochu zfetelné, pro¢ by se kruznici a bodu mélo
pfifadit ¢islo podle praveé vyse popsaného pravidla. Jistou geometrickou interpretaci mize nabidnout to,
Ze pro bod M vné kruznice k vyjadfuje ¢islo p(M, k) druhou mocninu vzdélenosti bodu M od bodu T,
coZ je bod, v némz se kruznice k dotyka teéna k ni vedend bodem M. Uvedme vSak vlastnosti mocnosti
poporadku.

|MTJ? = |OM|* = r* = p(M, k)

3Znaceni pismenem p pochézi z anglického terminu power of a point.
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Zakladni vlastnosti
Necht M je bod a k(O;r) kruznice.
(i) Cislo p(M, k) je nulové pravé tehdy, kdyz bod M lezi na kruznici k. Cislo p(M, k) je kladné/zaporné

pravé tehdy, kdyz M lezi vné/uvnitt kruznice k.

(ii) Bud N dalsi bod. Je-li p(M, k) = p(N, k), pak |OM| = |ON|.

(iii) Pokud M lezi vné k, ozna¢me T ten bod kruznice k, pro ktery je pfimka MT ke kruznici k teénou.
Pak plati p(M, k) = |[MT|?.

(iv) (zdsadni!) Necht pfimka p vedend bodem M protne k v bodech A, B. Pak MA- M B = p(M, k),
kde tisecky M A, M B nahlizime jako orientované.

Posledni z uvedenych vlastnosti je pro mocnost klicova, a proto nacrtnéme jeji zdivodnéni.

Ozna¢me C, D pruseciky pfimky MO a kruznice k. Nasim cilem je ukézat, ze |[MA|- |MB| = |MC| -
|M D|, nebot pravé strana je rovna (|[MO| +r)(|MO| —r) = |MO|? — 72 = p(M, k).
Zaméime se na trojuhelniky M AC a M DB. Ty jsou diky tétivovosti ABCD podobné podle véty uu.
7 této podobnosti jiz plyne
|IMA|  |[MD]|
|MC|  |MB|

a zbyva roznésobit. O

© s viw

mocnosti nam skytd dalsi kritérium pro tétivovost ¢tytthelnika. Skuteéné, jejim pfimym pouzitim ziskdme
nasledujici

Tvrzeni. Bud ABCD d¢tyiuhelnik a predpoklddejme, Ze polopfimky BA a CD se protnou v bodé M.
Pak ABCD je tétivovy praveé tehdy, kdyz
|MA|-|MB|=|MC|-|MD|.

Dikaz. Pokud je ¢tyruhelnik tétivovy, pak zminény vztah zfejmé plati.

C

Naopak, plati-li |[MA| - |MB| = |MC|-|MD|, pak jsou trojuhelniky MDA a M BC podobné podle
véty sus, takze |[<M DA| = |<M BC| a ¢tyfuhelnik ABCD je tétivovy, jelikoz soucet jeho dvou protéjsich
Ghlit je 180°. 0

A nyni jiz konecné ke slibovanym ptikladim. Ve druhém z nich si vzpomeneme i na tsekové uhly.

Priiklad. Kruznice k, [ se stfedy K, L se protinaji v bodech A, B. P¥imka AB protne spole¢nou teénu
kruznic k, I, kterd se jich dotyka v bodech T, U, v bodé P. Ukazte, ze |PT| = |PU]|.



Q'P

T TP

Re$eni. 7 mocnosti bodu P ke kruznici k¥ mame |PT|? = |PB| - |PA|. Podobné z mocnosti bodu P ke
kruznici [ mdme |PB| - |PA| = |PU|?. Porovnanim a odmocnénim dostavame vysledek. O

Priklad. (PraSe 2005) Necht ABCD je ¢tyfihelnik vepsany do kruznice k takovy, Ze pfimky AD a
BC se protinaji v bodé Q. Ozna¢me M pruseéik ptimky BD a rovnobézky s pfimkou AC vedené bodem
Q. Zvolme T € k tak, aby MT byla teénou kruznice k. Dokazte, ze |MT| = |MQ)|.

Re$eni. 7 mocnosti bodu M ke kruznici opsané étyithelniku ABCD plyne |MT|*> = |[MD| - |MB|.
Uloha po nés tedy vlastné chce dokézat |[MQ|?> = |[MD| - |M B| (véimnéte si, Ze jsme se tim kompletn&
zbavili ,umélého* bodu T).

Ted si uvédomime, ze vztah |MQ|?> = |[MD| - |MB| je ekvivalentni tomu, ze MQ je te¢na kruznice
opsané trojihelniku DBQ (opét diky mocnosti). Pro vyfeSeni tlohy by tedy stacdilo dokdzat rovnost
(potencidlniho obvodového) thlu DBQ a (potencidlniho tsekového) tthlu DQM.

To je vsak snadné, protoze diky tétivovosti ABC D a rovnobéznosti piimek AC a M@ muZeme psat

|<DBQ)| = |<DAC| = |<DQM]|,

presné jak bylo pozadovano. d

Nasledujici priklad shrnuje vSechny dosud zminéné techniky.

Priiklad. Mgéjme pravouhly trojihelnik ABC' s pfeponou AB. Na jeho odvésné AC zvolme bod D. Nyni
sestrojme kruznici ki, ktera se dotykd AB v bodé A a prochézi bodem D. Déle téZ kruznici ko, ktera se
dotykd AB v bodé B a téz prochazi bodem D. Ozna¢me E druhy pruasecik kruznic k1 a ky. DokaZte, Ze
uhly BAC a DEC jsou shodné.

Reseni. Ozna¢me M prisecik piimky ED a strany AB.
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ko

N

Podobné jako v prvnim prikladé uzitim mocnosti bodu M ke kruznicim k;, ko dostavame

IMA> =p(M,ky) = |MD|-|ME| = p(M, k) = |MB|?,

takze M je stiedem pfepony AB pravouhlého trojuhelnika ABC, a tedy také stfedem jeho kruZnice
opsané. Specidlné je trojihelnik AMC rovnoramenny a my mame |[<BAC| = |[<ACM|.

Také ovsem diky tGsekovému thlu ke kruznici k; mame |[<BAC| = |[<AED| = |[<AEM|, takze z bodl
C a FE je tsecka AM vidét pod stejnym thlem a étyfahelnik AMCE je tétivovy. Proto je i |[<DEC| =
|[<MEC|=|<MAC| = |<BAC|. O

Cvi€eni 5. (MO 56-A-1-5) V roviné je ddna kruznice k se stfedem S a bod A # S. Urdete mnozinu
stfed kruznic opsanych vsem trojihelnikim ABC, jejichz strana BC' je prumérem kruznice k.

Pokroéme nyni dale ve studiu konceptu mocnosti bodu ke kruznici zadefinovanim dalsiho terminu.

Chordaly

Definice. Necht k,l jsou kruznice. MnoZinu téch bodd X, pro které plati p(X, k) = p(X,1), nazyvdme
chorddlou kruznic k.

Nésledujici piekvapivé tvrzeni je Siroce uplatnitelné v mnoha tlohach. Jeho diikaz je bohuzel pomérné
technicky. Pro pouzivani samotného tvrzeni vSak jeho znalost nastésti neni nezbytna.

Tvrzeni. Chordédlou dvou nesoustiednych kruznic ki(S1,7r1), k2(S2,72) je piimka kolmd na spojnici
jejich stiedii. Pokud se navic kruznice protinaji, je to pravé spojnice jejich priiseciki.

Dikaz. Predpokladejme, ze jsme nasli néjaky bod P, ktery mé stejnou mocnost k obéma kruznicim.
Ozna¢me p kolmici vedenou bodem P na pfimku 5752 a X jeji prisecik s S152. Ukdzeme nejdiive, Ze
potom uz kazdy bod pfimky p ma stejnou mocnost ke kruznicim &y, ks.

N A

Skutecné, hodnota

PP, k) = p(P,k2) = (|PS1[* — 1)) = (|PSaf? = 13) = (IPS1[* = [PSaf*) — (r] — r3) =
= (IPX[* +[XS1|* = [PX]* = | XSof*) — (r] — r}) = (IXS1]* = |XSaf*) — (1} — 13)

nezavisi na poloze bodu P na pfimce p. Je-li tedy pro jeden bod pfimky p tato hodnota nula, je rovna
nule pro vSechny body. Stac¢i tedy dokazat, Ze na pfimce S1.5; existuje pravé jeden bod X, pro néjz je
p(X, k1) = p(X, k2), tj. pro ngjz je | X S1|> — | X S2|> = r? — r3. To je viak snadné, nebot probiha-li bod
X pfimku S155 ,zleva doprava“, leva strana roste. Hodnoty 72 — r2 tak nabyde piesné jednou.
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Pokud se kruznice protinaji, maji oba jejich priuseciky k obéma kruznicim mocnost 0, takze oba na
chordéle lezi. Jelikoz vyse jsme dokéazali, Zze chordala je pfimka, je to pravé pfimka spojujici tyto dva
pruseciky. O

Priklad. Na tisecce AB je dan bod M. Ve stejné poloroviné uréené piimkou AB zkonstruujme ¢tverce
ACDM a M EF B. Jejich opsané kruznice se podruhé protnou v bodé N. UkazZte, ze pfimka M N prochézi
pevnym bodem nezavislym na volbé bodu M.

Reseni. Primka M N je chordala kruznic opsanych étvercim ACDM a M EF B. Chceme tedy najit bod,
ktery ma k obéma kruznicim vzdy stejnou mocnost.

E F

P
Zkonstruujme bod P tak, aby trojuhelnik ABP byl rovnoramenny pravouhly se zédkladnou AB a
pfimka AB oddélovala bod P a dva zadané ¢tverce.
Nezavisle na volbé bodu M je AP je tecna ke kruznici opsané ¢tverci ACDM a podobné BP je te¢na
ke kruZnici opsané ¢tverci M EF B (Gsekovy thel). Mocnost bodu P k ob&ma kruznicim je tedy rovna
|PA|? = |PB|? a my jsme hotovi. d

Piiklad. (IMO 2008, P1) Ozna¢me H ortocentrum ostrotthlého trojihelnika ABC. KruZnice k, se
stfedem ve stiedu strany BC' prochézejici bodem H protind stranu BC v bodech Ay, A;. Body By, Bs,
C1, Cy definujeme podobné. Ukazte, Ze body A;, As, By, Ba, C1, Cy lezi na jedné kruznici.

Reseni. Oznaéme stiedy stran AB, AC postupné M, N. Ukdzeme nejdiive, Ze body By, By, C1, Cy lezi
na jedné kruznici.

Spojnice stfed kruZnic ky, k. je stfedni pricka v trojuhelniku ABC, coz je pfimka rovnobéznd se
stranou BC'. Spojnice prusecika téchto dvou kruznic tedy bude na BC kolma. JelikoZ obé kruznice ky,
k. prochazeji bodem H, lezi jejich druhy pruse¢ik na vysce z vrcholu A. Bod A proto lezi na chordéle
kruznic kp, k., takze ma k obéma stejnou mocnost.

Z |AC| - |ACs| = p(A,k.) = p(A, ky) = |AB1]| - |ABs2| ovSem vyplyva, Zze body Bi, Ba, Cy, Co lezi
na jedné kruznici. Stfed této kruznice najdeme jako prusecik os usecek B;Bg, C1C3 — je jim tedy stied
kruznice opsané trojihelniku ABC' (ozna¢me ho O).

Podobné ukdZeme, ze na jedné kruznici lezi i body Ay, Ao, C1, Cy. Tyto dvé kruznice maji totozny
stfed O i polomér OC1, takze jde o jednu jedinou kruznici a tvrzeni tlohy je dokazano. O

Cviceni 6. Je dan ¢tverec ABCD a jeho stfed S. Zkonstruujme kruznice k, [ tak, Ze k prochéazi body
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A, C, kruznice [ prochéazi body B a D a navic se k, [ protinaji v bodech P, Q. Ukazte, Ze body P, Q, S
lezi v pfimce.

Stejnolehlost

Na konci tohoto kurzu se jesté dotkneme jednoho geometrického zobrazeni, totiz stejnolehlosti.
Definice. Stejnolehlost h je zobrazeni* urcené stiedem H a koeficientem r (r # 0, r # 1), které
zobrazuje bod A na ten bod A’ piimky H A, pro néjz

—
HA
— =T
H 2

Stejnolehlost se stiedem H a koeficientem r znac¢ime h(H,r).

Sipek nad tseckami se netieba lekat — vyjadiuji jen to, ze je-li r > 0, polopiimky HA a HA’ splyvaji,
zatimco v opa¢ném piipadé (r < 0) jsou k sobé navzajem opacné. NeZ se vrhneme na piiklady, uvedme
bez dilkazu zakladni vlastnosti stejnolehlosti.

Vlastnosti stejnolehlosti

(i) Stejnolehlost s koeficientem —1 je stfedovd soumérnost.

) Stejnolehlost je podobné zobrazeni (tj. pro kazdé dva body A, B plati |A'B’| = r - |AB|).

) Obrazem pfimky ve stejnolehlosti je pfimka s ni rovnobézna.
v) Obrazem kruznice ve stejnolehlosti je kruZnice.

) Pro dvé kruznice s riiznymi poloméry existuji dvé stejnolehlosti, které prevadéji jednu na druhou.
Jedna z nich mé kladny koeficient, druhd zaporny. Stfedy téchto stejnolehlosti lze najit jako
pruseciky vnéjsich, resp. vnitinich spoleénych tecen, pokud tyto existuji.

Priklad. (Turnaj mést, 1984)  Uvniti ¢tverce ABCD je dan bod P. Ukaite, Ze t6zisté trojuhelniki
APB, BPC, CPD, DPA tvori ¢tverec.
Reseni.
D Mcp C Mcp
»
Tg./
/
/
P/
Ty ¥ -____
MDA'V' \\ TQ’“—-«MBC Mpa Mpc
\\
The
\
\
A MAB B MAB

Vv

Mpy stiedy stran AB, BC, CD, DA ¢tverce ABCD. Jelikoz té7isté trojuhelnika lezi vzdy v jedné tfetiné

47 anglického ,homothety*“.



13

ABCD ale tvoii ¢tverec, proto i ona tézisté tvori ¢tverec. O

Presvédcivou aplikaci stejnolehlosti je nasledujici slavné tvrzeni z geometrie trojihelnika.

Priklad. (Feuerbachova kruznice) Bud ABC trojihelnik a H jeho ortocentrum. Ozna¢me stiedy stran
trojuhelnika ABC postupné K, L, M, jeho paty vySek Ag, By, Cp a konecné stfedy usecek HA, BH,
CH postupné Ay, By, C:. Ukaite, ze body K, L, M, Ay, By, Co, A1, By, C1 leZi na jedné kruZnici.
Této kruznici se ik Feuerbachova kruznice (nebo téz kruznice deviti bodi) trojuhelnika ABC.
Reseni. Uvazme kruznici k trojihelniku ABC opsanou. Oznaéme H,, Hy, H, obrazy ortocentra v osové

soumérnosti podle pfislusnych stran a H,,, H{, H| obrazy ve stfedové soumérnosti podle stfedi prislusnych
stran. Téchto Sest obrazu (stejné jako body A, B, C) lezi na kruZnici k.

Uvazme stejnolehlost h se stfedem H a koeficientem % V této stejnolehlosti se kruznice k zobrazi na

kruznici (ozna¢me ji k') o poloviénim poloméru. Body H,, Hy, H. se zobrazi na paty vysek trojihelnika
ABC, body H|, H], H. na stfedy stran a koneéné vrcholy ABC na stfedy spojnic HA, HB, HC'. Vsech
téchto devét boditi leZi na kruZnici k' a my jsme hotovi. O

Casté je uziti stejnolehlosti v piipadech, kdy se v zadani vyskytuji dvé dotykajici se kruznice. V
takovém pripadé je uziteéné zamérit se na stejnolehlost se stfedem v prislusném bodé dotyku, kterd na
sebe dvé dotykajici se kruznice prevadi.

Pfiklad. (Lemma o ose thlu)  KruZnice k, ! maji vnitini dotyk v bodé T. Tétiva AB kruZnice k se
dotyka kruznice [ v bodé D. Ukazte, ze piimka T'D je osa thlu AT B.

Reseni. Uvazme stejnolehlost se stiedem T, kterd zobrazi [ na k. Obrazem piimky AB bude pfimka s
AB rovnobé&znd, kterd se bude dotykat kruznice k. Ozna¢me tuto p¥imku ¢’ a bod dotyku D’.
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Jelikoz D’ je obraz bodu D ve stejnolehlosti se sttedem v T, lezi body T, D, D’ v pfimce. Zbyvéa
si povsimnout, Ze ze symetrie je bod D’ stfedem oblouku AB kruznice k, takZe je to Svrékav bod
trojuhelnika ABT. Jako takovy lezi mimo jiné na ose tthlu AT B, coz jsme chtéli dokazat. O

Resen{ pfedchozi tlohy se d& velmi dobie ,vidét“, pokud si bez Gjmy na obecnosti (,,biino“) polozime
tétivu AB vodorovné a bod T nad ni. Pak je totiz bod D na kruznici [ ,dole“, takze i jeho obraz D’
(prisec¢ik TD a k) bude na své kruznici ,dole“. Jelikoz jsou ale body A, B stejné vysoko“, bude D’
stfedem oblouku AB, proceZ bude piimka T'DD’ osou tthlu AT B.

Nasledujici priklad vyuzivad myslenku bodt ,,dole“ v nepatrné obecnéjsi podobé.

Piiklad. Oznacme S,, Sy, S, stfedy kratsich obloukt kruznice opsané ostrothlému trojuhelniku ABC a
D, E, F po fadé body dotyku kruznice vepsané se stranami BC, CA, AB. Ozna¢me jesté O, resp. I stied
kruznice opsané, resp. vepsané trojuhelniku ABC. Ukazte, ze ptimky S,D, Sy F, S.F a OI prochéazeji
jednim bodem.

Reseni. Polozme stranu AB vodorovné. Pak F je bod ,dole“ na kruznici vepsané a bod S, je bod ,dole*

na kruznici opsané. Jejich spojnice proto prochézi stiedem stejnolehlosti s kladnym koeficientem, ktera
zobrazuje kruZnici vepsanou trojihelniku ABC na kruZnici mu opsanou (oznaé¢me ho HT).

Obdobné mtizeme polozit vodorovné kteroukoliv jinou stranu. Tim dostaneme, ze pfimky S,D, SyE,
S.F viechny prochazeji bodem H™. Zbyv4 si uvédomit, Ze zminén4 stejnolehlost zobrazuje i stied kruznice
vepsané na stied opsané, a tedy v pfimce lezi i H™, I a O. (]

Cvi€eni 7. (KMS 2011) Na kruznici k se stfedem O jsou vyznaceny dva poloméry OA, OB. KruZnice
[ se dotyka kruZnice k v bodé ) a zminénych poloméri O A, OB postupné v bodech C, D. Urcete velikost
uhlu AQC.

Cviceni 8. (PraSe 2010) V téZe poloroviné urené ptimkou p lezi kruznice k, [, m, které se ji dotykaji
v bodech K, L, M. Navic se kruznice k, [ dotykaji v bodé T a kruznice I, m v bodé U. Ukazte, ze pfimky
KT, MU a kruznice | prochéazeji jednim bodem.
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Navody ke cvicenim
Cviceni 1. Ndvod: Oznacte prusecik kruznic opsanych napt. trojuhelnikim LAM a K BM pisme-
nem X a ukazte, ze KCLX je tétivovy.

Cviceni 2. Ndvod: Rozdélte |[<PX Q| na soucet dvou jinych thla a kazdy z nich pomoci tétivového
¢tytihelnika pfeneste.

Cviceni 3. Ndvod: Ukaite, ze AS, je kolmé na S,S. (vyjadiete ithel mezi dvéma tétivami kruznice
jako soudet obvodovych thli pFislusnych dvéma oblouktim).

Cviceni 4. Ndvod: Protnéte dvé kruznice a ukazte, Ze jejich prusecik lezi na kruznici tfeti. Uzijte
usekové thly.

Cvi€eni 5. Ndvod: Naméite mocnost bodu S ke kruznici opsané libovolnému trojihelniku ABC
po dvou rtiznych pfimkéch a vyvodte, Ze vSechny kruZznice opsané prochéazeji kromé bodu A jesté jednim
pevnym bodem. Co to fika o jejich stfedech?

Cviceni 6. Ndvod: Pfimka PQ je chordala kruznic k, I, stac¢i tedy ukazat, ze S ma k obéma kruz-
nicim tutéz mocnost.

Cviceni 7. Ndavod: Pouzijte Lemma o ose thlu nebo si uvédomte, Ze je-li A ,vpravo* a C na [
»,dole“, protne pfimka QC' kruznici k také ,dole“ a ¢tvrtkruznici pfislusi obvodovy thel 45°.

Cviceni 8. Ndvod: Polozte pfimku p ,vodorovné“ a ukazte, ze pfimky KT, MU obé protinaji
kruznici [ v bodé ,nahoie“.



