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V nésledujicim textu se budeme z velké ¢asti vénovat Dirichletové principu a poté udélame
zékladni nahled na invarianty a obarveni. Dirichletiv princip je jednoduchy princip, ktery
se vyuziva pri feSeni specifickych typu tloh. Umoznuje ziskat zakladni abstraktni mysleni,
které se pak da vyuzit pravé pfi feSeni invariantnich ¢i obarvovacich tloh. Invarianty neboli
nemeénky se objevuji v fesSenich zalozenych na hledani neménnych soucti, rozdili, parity ¢i
dalsich vlastnosti za proménlivé situace. Obarvovéani je jen pfipad invariantniho zpisobu fe-
geni, kdy jistou neménnou situaci nachdzime (¢i zdtrazitujeme) pomoci spravného nabarveni
objektu.

1 Dirichletiv Princip

Nasledujici tvrzeni je zdkladem pojmu ditkazu pomoci Dirichletova Principu (Déle jen DP):

Tvrzeni 1.1: (zdkladni DP) Mé&me n + 1 pfedméti a n pfihradek. Pokud téchto n + 1
predméti umistime do danych prihradek, pak aspon v jedné budou nejméné dva predméty.

Dikaz: Predpokladejme, ze v kazdé prihrddce bude nejvysSe jeden predmét. Pak ve vSech
prihradkach dohromady bude nejvyse n pfedmétii, coZ je spor, protoze rozmistovanych pied-
méta bylo n + 1.

Toto tvrzeni ma nékolik zobecnéni, ktera se daji dobfe uplatnit:

Tvrzeni 1.2: (obecny DP) Mé&jme kn + 1 véci a n piihradek. Pokud téchto kn + 1 véci
umistime do danych pfihradek, pak aspon v jedné bude nejméné k + 1 predméta.

Tvrzeni 1.3: (nekoneény DP) Méjme nekoneénou mnozinu. Pokud tuto mnozinu rozdélime
na kone¢né mnoho ¢asti, pak bude aspon jedna z téchto ¢asti nekonecna.

Nakonec ptriddm jesté jednu variantu DP zvanou jako Fubiniho princip. Je to tvrzeni ziej-
méjsi nez DP, ale také se obcas hodi jej znat.

Tvrzeni 1.4: (Fubiniho véta) Méjme n piihradek, ve kterjch je pramérné a predmétt. Pak
existuje prihradka, ve které je nejvyse a predmétii, a existuje prihradka, ve které je nejméné
a predmét.
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Jak jste si v8imli, jsou toto velice jednoducha az bandlni tvrzeni. O to tézsi je ve vétsiné
prikladt zjistit, co jsou prihradky a co jsou véci, které do nich chcete umistit. Dokonce je
i nékdy velice tézké urcit, ze se jedna o problém feSitelny pomoci DP. Zkuste se podivat
na piiklady na dalsich stranach — a¢ to tak mnohdy na prvni pohled nevypada, vSechny se
tykaji DP. Nékdy je problém velmi obtizny, kdyz je feSeny jinymi metodami, ale za pomoci
DP se jedna o lehky pfiklad. Pan Dirichlet jej vyuzival v teorii ¢isel, ukdzal pomoci néj
napiiklad, ze se ke kazdému redlnému ¢islu d4a libovolné priblizit zlomkem, a odhadl i jak
presné. Ale to neni vSe. Nejhlubsi problémy kombinatoriky se tykaji tzv. Ramseyovych éisel.
Ve zkratce se jedna o ¢isla vyjadiujici minimalni pocet vrchola grafu, ve kterém se da najit
Uplny podgraf nebo naopak prazdny graf dané velikosti. Vyzkum Ramseyovych ¢isel je nyni
zna¢né pomaly, ale spousta dikazu je postavena na DP. Pfiklad 3.13 je malou ochutnavkou
této problematiky. Kdyz si tento priklad pfepiseme do feci teorie grafii, tak hleddme v grafu
velikosti Sest uplny podgraf nebo prazdny podgraf velikosti tii.

1.1 Par resenych prikladui

Piiklad 1.5: (Trividlng) a) Mé&me 100 holubt a 99 holubnikd. Nastane vecer a vsichni
holubi zalezou do holubnikid. Dokazte, ze asponi v jednom holubniku jsou aspon dva holubi
b) V osudi je 11 kuli¢ek obarvenych 5 barvami. Ukazte, Ze aspoii tfi kulicky maji stejnou
barvu.

Reseni: a) Vezméme si tvrzeni 1.1. a za n zvolme 99. Pfihradkami zde budou holubniky a
vécmi holubi. Pak podle tohoto tvrzeni budou aspon v jednom holubniku dva holubi.

b) Zde je ¢islo 11 viditelné vétsi nez ¢éislo 5, tak si pro dikaz toho pfikladu vezmeme obecny
DP. Za véci zvolime kuli¢ky, za pfihraddky zvolime barvy (pozor — abstrakce), za k zvolime 2 a
za n zvolime 5. Pak podle tohoto tvrzeni: je-li kn+1 = 11 véci umisténo do n = 5 prihradek,
pak v jedné budou alespori tii. A tedy aspon t¥i kulicky budou mit stejnou barvu.

Priklad 1.6: Dokazte, ze af vybereme 101 libovolnych pfirozenych éisel vétsich nez 100,
tak mezi nimi budou dvé, kterd maji stejné posledni dvé ¢islice dekadického zapisu.

Reseni: Zde je jasné vidét, ktery DP na feseni pouZijeme (zdkladni), jen je ditlezité roz-
myslet si, co jsou to prihradky. Zde je jesté docela vidét, copak to bude — kazda pii-
hradka bude vyjadfovat posledni dvé ¢isla dekadického zapisu. Tedy budeme mit prihradky
00,01,02,03,...,55,56,57,...,97,98,99. Jak si vSimnete, je téchto prihradek pravé 100.
Pfedméty, které do nich budeme umistovat, jsou pfirozené ¢isla vétsi nez 100. Téch mame
k dispozici 101, a tedy dle DP budou alespon v jedné prihradce dvé Cisla. A diky spravné
volbé prihradkového systému budou obé tato Cisla koncit na stejné ¢islice.

Jak si vsimnete, pokud dvé ¢isla konéi na stejné dvé cifry, pak je jejich rozdil délitelny 100.
Takze kdyz budete mit za ikol dokazat, zda mezi k + 1 ¢isly umime najit dveé, jejichz rozdil
je délitelny k, pak neni jiné volby nez DP. Nyni se podivame na jeden ptiklad, ktery je
zadanim velice podobny, ale pfitom feSenim Uplné jiny.

Priklad 1.7: Mé&jme 11 ¢&isel, jeZ maji neukonéeny dekadicky zapis. Pak mezi nimi vzdy
najdeme dvé ¢isla a, b, pro néz plati, Ze |a — b| ma ukoncéeny desetinny zapis nebo obsahuje
nekonecné nul. Dokazte.

Poznamka: Ukonceny, resp. neukoncéeny desetinny zapis je vyjadieni, ze je desetinny rozvoj



konec¢ny, resp. nekonecny.

Reseni: Zde se pouzije DP na dvakrat. V jednom piipadé to bude zékladni DP a poté jesté
aplikujeme nekoneény DP. Jak tedy na to? Nejprve si rozmysleme, co znamena, ze ma ¢islo
ukonceny desetinny zapis. To znamend, Ze ¢islo ma v desetinném zépisu néjaké cislice a
poté nasleduji uz jen nuly az do nekone¢na. Tedy také obsahuje nekone¢né nul. A tedy staci
dokazat, ze dvé ¢isla z jedenacti budou mit na nekone¢né pozicich v desetinném zapisu stejné
Cislice. Zde nejprve vezmeme zakladni DP s 10 pfihradkami a kazda ndm bude udavat, zda
na urcitém k-tém misté desetinného zapisu je 0,1,2,...8,9. Cisel je ale 11, takze dle DP
budou pro kazdé k existovat dvé ¢isla a a b takova, Ze na k-tém misté desetinného rozvoje
budou mit stejnou ¢islici. Nyni bychom méli ukéazat, ze néjaka dve ¢isla maji stejné cislice na
nekone¢né mnoha mistech desetinného rozvoje. Zde se bude hodit nekone¢ny , Dirichlet®.
Podivejme se nyni, kolik mame celkem dvojic &sel — je to &M = 55. Umistujeme tedy
nekonecné cisel k do 55 prihradek. &k ndm zastupuje néjaké desetinné misto a fadime jej do
takové prihradky oznacené a,b, kterd ndm fika, Ze na mistech, které jsou v prihradce, je u
¢isla a i u ¢isla b stejné cifra (bez ohledu na to jaka). No a dle nekoneéného DP umistujeme
nekonecné véci do konecné prihradek, a tak aspon v jedné jich bude nekone¢né. Rozdil téchto
dvou cisel bude tedy obsahovat nekonecné nul nebo bude konec¢ny.

Pfiklad 1.8: (IMO 1972) Mé&jme 10 po dvou rtznych dvojcifernych celych ¢isel. Dokazte,
ze potom umime najit jeji dvé disjunktni neprédzdné podmnoziny takové, ze soucet v obou
podmnozinach je stejny.

Resend: Vidime, Ze mame spoustu moznosti vybéru, kolik podmnozin z dané desetiprvkové
mnoziny &isel vytvoiit. Je jich 2'°—1. To by mohly byt dobré piihradky. Jenze ja vés zklamu.
Budou to véci umistované do néjakych piihradek. Zde se nam totiz jedna o nalezeni dvou
mnozin se stejnym souctem a budeme tedy podmnoziny umistovat do pfihradek nadepsanych
souc¢tem. Ted, ale nastavd dulezitd otdzka, zda budeme mit dostateéné mélo prihradek.
Jelikoz je to 10 dvojcifernych ¢isel, pak bude soucet nejvyse 99 x 10 = 990, tedy bude 990
prihradek nadepsanych sou¢tem dané podmnoziny. Dle zdkladnitho DP budou v aspon jedné
prihradce dvé mnoziny, tedy jistojisté dvé podmnoziny dané desetiprvkové mnoziny budou
mit stejny soucet. Pokud jsou disjunktni, tak mame vyhrano. Pokud nejsou, tak nam staci
odebrat stejna Cisla z jedné i z druhé a tim z nich disjunktni podmnoziny udélat. Tady je
jesté nutné vypichnout, ze nikdy odebranim téchto ¢isel nedostaneme prazdnou mnozinu,
protoze prvky mnozin jsou kladna celd ¢isla, a tedy nemtzeme mnozinu a jeji podmnozinu
dostat ve stejné prihradce. Ale to bylo jediné tiskali, takZe nyni mame pozadované disjunktni
podmnozZiny o stejném souctu.

1.2 Neékolik hintové resenych prikladua

Priiklad 2.1: Mé&jme n ne nutné ruznych prirozenych ¢isel. DokaZte, Ze potom soucet néjaké
jejich podmnoziny je délitelny n.

Reseni: Tento p¥iklad je podobny p¥ikladu 1.7., avsak zde pozadujeme jinou podminku na za-
vér a podle ni se také zméni piihradkovy systém. Uloha je docela Siroka, takze miize existovat
vice vybéra pro DP. My pouzijeme tento: Vezméme si téchto n ¢isel a1, az,as,...,ap-1,0,
a vytvofme z nich n souctu takto: ay,a; +as,a1 +as+as,...,a1 +az+az~+...+a,. Kdyz
vam nyni prozradim, Ze si vezmeme tyto soucty modulo n, tak na feseni uz snadno pfijdete.



Priklad 2.2: Méjme mnozinu pfirozenych ¢isel od 1 do 2n. Dokazte, Ze libovolna jeji pod-
mnozina o alespon n + 1 prvcich obsahuje dvé ¢isla, z nichz jedno déli druhé.

Re$eni: Zde mame predméty uz napevno urcené — jedna se o onéch (alespoti) n+ 1 predmétii.
Nyni chceme néjak pfijit na vhodny ptihradkovy systém tak, aby nam néjakd dvé cisla
skoncila v jedné prihradce, pokud jedno déli druhé. Napovédou vam budiz to, ze kazdé ¢islo
m se da jednozna¢né napsat ve tvaru m = 2°k , kde c¢ je néjaké nezaporné celé ¢islo a k je
liché prirozené. No a lichych ¢isel od 1 do 2n je pravé n.

Priklad 2.3: Hraci plan ,,Clovéce nezlob se“ je tvoien 36 policky. Kolik nejméné policek
musime obsadit figurkami, abychom mohli néjakou figurkou vykopnout jinou pfi libovolném
hodu kostkou a libovolném rozmisténi figurek.

Reseni: Tato tiloha bude spoéivat v tom, Ze najdeme vhodny podet a rozmisténi figurek tak,
aby to jesté neslo, a poté ukazeme, ze pro o jednu figurku vic uz to vzdy pijde. Rozmisténi
najdete snadno a pocet také (je to 18). Jak ale ukézat, Ze pro 19 to jiz neptjde? Jednoduse —
predstavme si, Zze na kostce hodime néjaké k. Nyni mame na 19 poli¢cich figurky. Kdybychom
vSemi pohnuli o k poli¢ek, pak by nam téchto 19 figurek zabiralo dalsich 19 poli¢ek. Timto
jsme témér u konce. Ted si sta¢i rozmyslet, co budou pfihradky, co vsechno budou predméty
a pro¢ to vSechno funguje.

Priklad 2.4: (vandalsky) Do miizky 4x4 chceme vysadit nékolik stromt. Vime, Ze pfijdou
vandalové a stromy ve dvou sloupcich a ve dvou fadcich pokaci. Kolik nejméné stromi
musime vysadit, abychom jisté védéli, ze po ttoku vandald zistane alespon jeden strom
stat?

Reseni: Zde je postup z jistého pohledu opaé¢ny. V piredchozim piikladu jsme ukazovali, Ze pro
18 néco nelze a pro 19 vzdy lze. Zde pro néjaké k dokdzeme pomoci trochu komplikovanéjsiho
DP, Ze nelze najit vhodné rozmisténi a pak pro k + 1 dokazeme nalezenim vhodného tvaru,
ze to vandalim nepomiize.

Nyni si jesté vyzkousime DP aplikovany na geometrii:

Piiklad 2.5: (MO A 2010) Kruhovy ter¢ o poloméru 12 cm zaséhlo 19 stiel. Dokazte, Ze
vzdalenost nékterych dvou zasahi je mensi nez 7 cm.

Reseni: Geometrické piiklady na dirichletfiv princip se poznaji snadno — jedn4 se v nich sice
o geometrické utvary, ale zni ,tak trochu kombinatoricky“. Vétsinou také vime, co budou
predméty umistované do ptihradek — zde jsou to stiely v terdi. Moznéd vam intuice dokonce
napovida, ze prihradky vzniknou rozdélenim daného geometrického objektu — zde kruhu,
coz je také pravda. Nejvétsim problémem byva v tomto pfipadé nalezeni toho pokryti ¢i
rozdéleni. K tomuto prikladu poznamenam, ze by mohlo pomoci rozdélit kruh na mensi
kruh a mezikruzi a tyto utvary pak vhodné rozdélit.

Priklad 2.6: Dovnitf ¢tverce o obsahu 5 umistime 9 koberci. Kazdy z nich mé obsah 1.
Dokazte, Ze potom nutné existuji dva koberce, které se prekryvaji alespon % obsahu.

Reseni: Zde se nebude pouzivat pfimo DP, ale tivahy zde budou podobné. Koberce budeme
umistovat postupné a nové pridany vzdy prekryjeme s jiz umisténymi koberci nejvétsi moz-
nou plochou a obsahy, které koberce pii pfidani nové zaberou, seéteme. A to uz by mohlo
stacit k vyreseni tlohy.



1.3 Piiklady
1.3.1 Jednoduché

Priklad 3.1: Mezi jakymikoliv tfemi osobami jsou vzdy dvé stejného pohlavi

P¥iklad 3.2: V Praze 7zije aspoil 5 osob se stejnym poétem vlasti na hlavé. (Clovék ma na
hlavé az 300000 vlast a obyvatelt Prahy je pfes 1210000.)

Priklad 3.3: a) Méjme ter¢ tvaru rovnostranného trojthelniku a trefme jej 5 zasahy. Do-
kazte, Ze existuji dva zasahy, kterou jsou si bliz nez polovina délky strany daného trojihel-
nika.

b) Pokud bychom st¥ileli 17-krat, ukazte, Ze by jejich vzdélenost byla nejvyse i délky strany
trojuhelnika.

1.3.2 Mirna obtiZnost
Priklad 3.4: Po ¢tvercovém stole 1 x 1 m leze 51 much. Dokazte, Ze kdyZ na stil polozime
dnem vzhiiru hrnec o poloméru 1/7 m, chytime alespoti 3 mouchy.

Priklad 3.5: Z kazdych 12 riznych dvoucifernych ¢isel umime vzdy vybrat dvé tak, Ze se
jejich rozdil da napsat ve formé dvouciferného c¢isla s obéma ciframi stejnymi.

Priiklad 3.6: Mé&jme n lidi v mistnosti. Dokazte, Ze zde dva lidé maji stejny pocet zndmych.

Priklad 3.7: Téchto n lidi si navzajem zacne tiast rukama. Ukazte, ze jsou v kazdou chvili
v mistnosti dva, ktefi si potfasli rukama se stejnym poctem osob.

Priklad 3.8: Berme Fibonacciho posloupnost mod10. Ukazte, Ze tato posloupnost je peri-
odické bez predperiody.

Priklad 3.9: Najdéte co nejdelsi aritmetickou posloupnost prvocisel s diferenci 60.

Piiklad 3.10: a) Uvazme v roviné 5 mfizovych bodi (tj. bodt s celoéiselnymi souradnicemi)
a mezi kazdymi dvéma udélejme spojnici. Ukazte, Ze alesponi jedna ze spojnic prochézi jinym
miizovym bodem nez svymi krajnimi.

b) Kolik bodt potfebujeme, aby tvrzeni platilo, pokud bychom méli prostorovou m¥izku?

Priklad 3.11: Opét si vezméme Fibonacciho posloupnost. Ukazte, Ze pro kazdé prirozené
n existuje ¢islo v této posloupnosti délitelné 10™.

Priklad 3.12: Na Sachovnici je 33 vézi. Ukazte, Ze z nich umime vzdy vybrat 5 tak, Ze se
navzéjem neohrozuji.

Priklad 3.13: Ukazte, Ze mezi jakymikoliv 6 osobami umime najit t¥i, z nichz zadné dvé
se neznaji, anebo tfi, které se navzajem znaji.

Priklad 3.14: Méjme Sachovou soutéz, kde kazdy hraje s kazdym. Ukazte, Ze po kazdém
kole, budou vzdy existovat dva hraci se stejnym poctem odehranych zapasti.

Priklad 3.15: Ukazte, Ze kdyZz vezmeme 20 p¥irozenych ¢isel mengich nez 70 a kazdym
dvéma udélame rozdil, pak v kazdém piipadé dostaneme aspon 4 stejné rozdily.



Priklad 3.16: V jednotkovém ¢tverci lezi 101 bodi. Zjistéte, zda musi existovat kruh o

poloméru %, v némz lezi aspon 5 danych bodi.

Priklad 3.17: Mé&jme krychli 7 x 7 x 7 a v ni umisténych 342 bodia. Muzeme do ni umistit
krychlicku o hrané jedna tak, Ze v ni lezi aspon 2 body?

Priklad 3.18: Z kazdych 52 celych ¢isel umime vybrat dvé takova, Ze jejich rozdil ¢i soucet
je délitelny 100. Dokazte.

Priklad 3.19: Mé&jme celd ¢isla a, b, ¢, d. Ukazte, Ze souéin ¢isel a—b, b—c, c—d, d—a, a—c, b—d
je délitelny 12.
Priklad 3.20: Nechf a je kladné realné ¢islo a n je prirozené éislo. Dokazte, Ze alesponi

jedno z ¢isel a, 2a, ..., (n — 1)a ma od néjakého celého ¢isla vzdalenost mensi nez %

1.3.3 Obtizné

Priklad 3.21: Mezi libovolnymi osmi slozenymi ¢isly mensimi nez 360 existuji vzdy dvé
soud€lna. Dokazte.

Priklad 3.22: Mésto New York je tvoreno 151 severojiznimi a 151 vychodozépadnimi uli-
cemi, které maji kazda délku 100 metrd. V ulicich mésta je umisténo 11401 telefonnich
budek. Ukazte, ze vzdy existuji dvé, které jsou od sebe vzdaleny méné nez 200 metra chiize
po ulici.

Priklad 3.23: Ukazte, Ze pokud je n nesoudélné s 5 a 2, pak néjakd mocnina n konéi na k
nul a jednu jednicku na konci.

Priklad 3.24: Necht n je nesoudélné s 2 a 5. Ukazte, Ze potom existuje nasobek n, jehoz
desitkovy zapis se sklada jen z jednicek.

Priklad 3.25: Mé&jme posloupnost délky n > 5. Ukazte, Ze z ni miZeme vybrat podpo-
sloupnost a ke kazdému ¢islu pfifadit znaménko 4+ nebo — tak, aby byl vysledek délitelny

n?.

Piiklad 3.26: (a) Ukazte, ze mezi libovolnymi 6 body obdélnika 3 x 4 miizeme vzdy najit
dva, jejichz vzdalenost je mensi nez /5.
(b) Ukazte, ze vezmeme-li misto obdélnika plast vélce o obvodu 3 a vysce 4, bude pfedchozi
tvrzeni platit i pro libovolnych 5 bod.

Pfiklad 3.27: Obarvéme nékolik ¢4sti intervalu (0,10) tak, Ze rozdil mezi libovolnymi
dvéma obarvenymi body neni 1. Ukazte, ze potom soucet délek obarvenych intervall je
maximalné 5.

Priklad 3.28: Mé&jme konvexni ¢tyfuhelnik, jehoz kazda strana méa délku mensi nez 24.
Ukazte, ze pak pro libovolny bod P uvniti ¢tyiuhelnika je jeho vzdéalenost k jednomu z
vrcholtl méné nez 17.

Priiklad 3.29: Mé&jme Sachovnici 9 X 9 a umistéme do ni ¢isla 1 az 81. Ukazte, ze pak existuji
dvé sousedni policka takové, ze rozdil ¢isel v nich umisténych je aspon 6. Ukazte, ze dokonce
existuji dvé dvojice takovych soused.



1.3.4 Velice tézké

Piiklad 3.30: Sachista se pfipravuje na turnaj, ktery se ma odehrat za 77 dni. Béhem
téchto 77 dni planuje odehrat alespon jednu partii denné, ale ne vice nez 132 her. Dokazte,
Ze existuje fada po sobé jdoucich dni, béhem kterych odehraje presné 21 partii.

Priklad 3.31: Na konferenci piijelo 1978 védci z 6 riznych zemi. Byl vytvofen abecedni
seznam téchto védct a podle néj dostal kazdy svoje poradové Cislo. Ukazte, zZe existuji tfi
védci ze stejné zemé takovi, ze soucet Cisel dvou z nich dava ¢islo t¥etiho.

Priklad 3.32: Méjme ¢isla od 1 do 9 a rozdélme je do dvou mnozin. UkazZte, ze v jedné z
nich jsou t¥i ¢isla tak, Ze jedno z nich je aritmeticky prumeér zbylych dvou.

Priklad 3.33: Dokazte, Ze mezi libovolnymi 7 redlnymi ¢isly existuji dvé éisla a, b tak, Ze
a—b 1

< —.
1+ab ™~ /3

Priklad 3.34: M&jme n prirozenych ¢isel mensich nebo rovnych 2n takovych, Ze nejmensi
spoleény nasobek libovolnych dvou z nich je vétsi nez 2n. DokazZte, ze nejmensi z nich je
vétsi nebo rovno |2 |.

Priklad 3.35: Méjme 70 kladnych celych ¢isel mensich nez 201. Ukazte, Ze rozdil néjakych
dvou z nich bude 4,5 anebo 9.

Piiklad 3.36: Na stole tvaru ¢tverce 1 x 1 metr je umisténo nékolik kolacku, které rozhodné
nepfesahuji pfes stil. Jejich celkovy obvod je 10 metrti. Ukazte, Ze potom mutiZzeme udélat
primy fez nozem a pri tom protnout aspon 4 kolacky.

Priklad 3.37: Béhem piednésky, na kterou se dostavilo pouze pét studentt, kazdy z téchto
studenttt dvakrat usnul. Pro kazdou dvojici téchto studentt existoval okamzik, kdy spali
oba dva soucasné. Dokazte, ze existoval okamzik, kdy spali alespon t¥i studenti soucasné.

Priklad 3.38: Rozhodnéte, pro ktera piirozena &isla n lze z rostouci posloupnosti vech
prvocisel vybrat nékolik bezprostfedné po sobé nasledujicich ¢lend tak, ze tyto napsané za
sebou v desitkové soustavé (napiiklad 35711, 7111317 apod.) tvoii ¢islo, které je délitelné n.

Priklad 3.39: Na seminéf chodi 38 lidi. Kazdi dva lidé, ktefi se neznaji, maji spole¢ného
znamého. Ukazte, ze potom existuje ¢lovek, ktery ma aspon 7 znamych.

Piiklad 3.40: (hardcore) Dokazte, Ze existuje nekoneénd& mnoho mocnin ¢&isla 3, jejichz
desitkovy zapis zacina na 11122000.

Pro narocnéjsi: Rozhodnéte, zda existuje nekoneéné mnoho mocnin ¢isla 3, jejichz desitkovy
zapis zacina na 11122000 a konci na 009.



2 Invarianty

Jednou ze zakladnich metod feSeni tloh je hledani invarianti, neboli neménnych jevia. Ty-
picky se tato metoda nabizi u tuloh, kde v kazdém kroku provadime néjakou transformaci,
zménu nebo vypocet a ptame se, jak mulze tento postup ¢i treba hra dopadnout. Hlavni
strategie tedy zni: Tam kde se néco opakuje, hledej to, co zustava stejné. Velmi
Casto byva invariantem parita souc¢tu, ale muze to byt soucet modulo dané n, vzdalenost
néjakych bodt, pocet jevi atd. Ne vzdy ale musime najit néco neménného, ¢asto to miize
byt jev, jenz se sice méni, zato vSak kontrolovanym zptisobem, pfikladem budiz posloupnost,
jez mé limitu. V nasi pfednasce se podivame na tuplny zaklad, a jelikoz se jedna o dikazo-
vou metodu, neni lepsi cesty nez si na prikladech ukézat jeji fungovani. Jak ale uvidite na
prikladech, leckdy je nalezeni invariantu velice obtizné.

Jesté si uvedeme nékolik invarianti, které jsou casto uzitecné.

e soudet Cisel, pfipadné soucet modulo n (pro vhodné n).
e soucet druhych mocnin (geometricky vzdélenost od pocatku).
e dalsi aritmetické operace: souc¢in, podil, soucet ¢tvercu rozdilu, ...

e pocet néjakych jevi, pripadné modulo n.

2.1 Par feSenych priklada

Priklad 4.1: Dva tymy hraji frisbee. Vzdy kdyz jeden tym ziskd bod, prohodi si strany.
Hradi si za stavu 3:5 skocili na obéd a kdyz se vratili, nikdo nevédél, na které strané méa kdo
stat. Jenom si pamatovali, kde stéli na pocatku. Pomuzete jim?

Resent: Vsimneme si, Ze vidy kdyZ tym skonéi na stejné strang, tak se skérovaly dva body.
Tedy kdyz je soucet skdre sudy, tak jsou tymy na stejnych stranich jako na zacatku.

Piiklad 4.2: Bud d(n) ciferny soucet ¢isla n. Najdéte vSechna feSeni rovnice

n+d(n) + d(d(n)) = 2008.

Resent: Po kratkém nezdaru pii hledani vyhovujicich n se pokusime dokazat, Ze rovnice
nema FeSeni. A hle, vyuzijeme invariant. Pfi ciferném souctu se zachovéava zbytek po déleni
tfemi, proto je leva strana rovnice vzdy délitelnd tfemi a nemuze byt rovna 2008.

Priklad 4.3: Kazdé z ¢isel aq,...,a, se rovnd +1 nebo —1 a plati ayasazas + asazasas +
...+ apaijazasz = 0. Dokazte, ze n je délitelné ¢tyimi.

Ndhled reseni: VSimnéme si, ze kazdé ¢islo se zde vyskytuje ¢tyfikrat. Pokud tedy zménime
znaménko u ¢isla a;, tak rozborem pripadu zjistime, Zze se S mod 4 nezméni. Nyni zménime
v8echna znaménka na kladnd, a tedy S = n. OvSem na poéatku bylo S =0 (mod 4), a kdyz
se S v modulu 4 neméni, je pak n =0 (mod 4), coz znamen4, ze 4|n.



Priklad 4.4: Mé&me mnozinu {3,4,12}. Jsou-li a,b rizné prvky nasi mnoZiny, mizeme je
nahradit ¢isly 0.6a — 0.8b a 0.8a + 0.6b. MuZzeme nékdy dostat mnozinu (a) {4, 6,12} nebo
(b) {x,y,z} kde |$ - 4|a |y - 6|7 |Z - 12| < % ?

Resenid: (a) V tomto pifkladu je potieba geometricky nahled. Piedstavte si danou mnozinu
jako bod v prostoru a danou operaci jako jeho transformaci. Plati, ze (0.6a —0.8b)% + (0.8a +
0.6b)? = a? +b2. Dan4 operace tedy nezméni vzdalenost od poc¢atku, ktera je v/a2 + b2 + c2.
Jenze /32 + 42 4+ 122 = 13, zatimco v42 + 62 + 122 = 14. (b) Zde uz stac¢i udélat nahled,
7e (x —4)%2 + (y — 6)% + (2 — 12)? < 1. Tedy vnitiek koule o poloméru 1 se stiedem v
bodé {4, 6,12} by musel protinat kouli o poloméru 13 se stfedem v po¢atku, coZ nenastane
(ovéfime jednoduchou nerovnosti).

Priklad 4.5: Mame modré, ¢ervené a zelené korédlky. V jednom tahu smime provést vyhod-
nou vyménu: zahodime dva koralky, kazdy jiné barvy, a dostaneme za né koralek barvy ttfeti.
Kdy mtzeme timto postupem skoncit s jedinym koralkem? Zavisi barva zbylého koralku na
zvoleném postupu?

Reseni: Zde je prekvapivé také rozhodujicim faktorem parita — v kazdém kroku vsechna
tfi ¢isla zméni paritu. Tedy pokud na konci zbyde jen jeden koralek, tak byly na zacatku
dvé hromédky se sudym a jedna s lichym poctem koralkti nebo naopak. Koréalek bude bez
ohledu na postup té barvy, jakou méla hromédka s jedine¢nou paritou.

Priklad 4.6: Je mozné transformovat funkci f(z) = 22442 +3 na funkci g(z) = 224+102+9
za pomoci nasledujicich operaci?

J@) e @12 () T e =12 ()

Reseni: Tento p¥iklad je velice neobvykly. Malokdy se setkdme s takovymto invariantem, ale
pravé proto je dulezité si pamatovat, ze se mize skryvat v ¢emkoliv. Nejprve se podivame
na dané operace. Prvni z polynomu ax? + bz + ¢ vytvoi{ polynom cx?+ (b+2c)z + (a+b+c).
Druh4 z toho samého polynomu vyrobi cz? + (b — 2¢)x + (a — b+ ¢). Na prvni pohled neni
skoro nic vidét, jen takova drobnost, ze nové vytvorené polynomy se lisi znaménkem u b. Ted
nastava velky trik, a to uvédomit si, Ze maji stejny diskriminant, ktery je dokonce stejny
jako diskriminant ptivodniho polynomu, z n€hoz vznikly. Tedy obé operace jsou invariantni
vici diskriminantu. JenZe diskriminant f(x) je 4, a diskriminant g(z) je 64.

Priklad 4.7: Na zdjezdu méa kazdy turista nejvysSe tii nepratele. Dokazte, Ze je mozno
turisty rozdélit do dvou autobusii tak, ze nikdo nejede v autobuse s vice nez jednim svym
neptitelem. Zobecnéte. (Neptételstvi je vzajemné.)

Resent: Zde pouzijeme jednu ne pFili§ ¢astou variantu invariantu. Princip tohoto invariantu
je zavedeni funkce, ktera s kazdou operaci klesne. Ukazeme si to na tomto piikladu. Nejprve
turisty rozhazime do autobusu libovolné. Na vsech moznych rozdélenich zavedeme funkeci
H, ktera kazdému rozdéleni priradi celkovy soucet neptratelskych part v obou autobusech.
Pokud je turista A v autobuse s alespon dvéma nepfateli, pak ma v druhém autobuse nejvyse
jednoho. Tak jej pfesadime do druhého autobusu. Tim nam funkce H klesne. Jenze nemuze
klesat do nekonecna, takze jednou dosdhne svého pozadovaného minima a tomu odpovida
nase rozdeéleni.



Priklad 4.8: Kazdé z ¢isel od jedné do milionu nahradime jeho cifernym sou¢tem. Opaku-
jeme, dokud nedostaneme milion jednocifernych ¢isel. Bude vic jednicek, nebo dvojek?

Ndahled teseni: Délame zde ciferny soucet. Ten je stejny nejen modulo 3, ale taktéz modulo
9. Nas invariant bude tedy modulo 9.

2.2 Piiklady

Piiklad 4.9: Na tabuli jsou napséna éisla 1,2, ..., 2n (n je liché pfirozené). Miizeme smazat
libovolnd dvé ¢isla a,b a misto nich napsat |a — b|. Toto opakujeme. Dokazte, Ze posledni
zbylé ¢islo je liché.

Priklad 4.10: Mé&jme celé ¢isla a, b, ¢ a d, ne vSechna stejnd. Opakované budeme nahrazovat
¢tvefici (a, b, ¢, d) ¢tvefici (a—b,b—c,c—d,d— a). Ukazte, Ze alespoil jedna soutadnice bude
jednou v absolutni hodnoté vétsi nez milion.

Priklad 4.11: Necht 0 < xg < yo. Vyjadiete vzorcem x,,, y,, definované rekurentnimi vztahy

Tn + Yn

Tp+1 = —9 Yn+1 = \/Tn+1Yn-

Priiklad 4.12: Ke kulatému stolu mé usednout 2n poslanci, kazdy z nich ma nanejvys n—1
neptatel. Ukazte, Ze je mozno je rozsadit tak, aby nikdo nesedél vedle svého nepfitele.

Priiklad 4.13: Ke kazdému vrcholu pétithelniku napiSeme celé ¢islo, soudet vSech péti ¢isel
je kladny. Pokud jsou na obvodu pétithelniku z,y a z (v tomto pofadi) a y < 0, miZeme
tuto trojici nahradit trojici x +y, —y, y + z. MtzZe tento proces probihat nekone¢né dlouho?
(Reste i pro realna ¢isla.)

Piiklad 4.14: Zacnéme s néjakou Gtvefici celych ¢isel (varianta: redlnych éisel) (a, b, ¢, d).
Opakované budeme nahrazovat ¢tvefici (a,b, ¢, d) étvefici (la — b|,|b — ¢|,|c — d|,|d — al).
Dostaneme se vzdy ke ¢tvefici (0,0,0,0)?

Priklad 4.15: Za¢néme s Cisly 1,2,...,4n — 1. V jednom tahu nahradime dvé &isla jejich
rozdilem. Dokazte, ze po 4n — 2 tazich zbyde sudé ¢islo.

Priklad 4.16: Vezmeme Sachovnici s obvyklym obarvenim polic¢ek. V jednom tahu mtzeme
prevratit barvy v (celé) jedné fadé, (celém) jednom sloupci, ¢ v (celém) &tverecku 2 x 2.
Mzeme ziskat obarveni s jedinym cernym polickem?

Priklad 4.17: M&jme kladné celd ¢isla a, b. Dokud je a > 0 opakujeme néasledujici operaci:
pokud je a < b, dosadime za (a,b) dvojici (2a,b — a), jinak za (a,b) dosadime (a — b, 2b).
Pro které vychozi dvojice postup skonéi? Po kolika krocich? Co muzete ¥ici o periodach v
nekoneéném procesu? Reste i pro kladné realné a, b.

Priklad 4.18: Opét mame modré, cervené a zelené koralky, tentokrat za zahozeni dvou
koralkt riznych barev dostaneme dva koralky barvy tfeti. Kdy je mozno docilit toho, zZe
v8echny koralky budou mit tutéz barvu?

Priklad 4.19: V kazdém policku obdélnikové tabulky je napsino celé kladné ¢islo. V kazdém
tahu je mozno zmensit vSechna ¢isla v jednom sloupci o jedna nebo zdvojnasobit vSechna
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Cisla v jedné fadé. Dokazte, Ze je mozno dosahnout tabulky se samymi nulami.

Priklad 4.20: Vrcholy mnohothelniku jsou oznaceny realnymi ¢isly. Pokud néjaka ¢tvefice
po sobé jdoucich ¢isel a, b, ¢, d splituje vatah (a—d)(b—c¢) < 0, smime prohodit b a c. Mizeme
toto prohozeni provést nekonecnékrat?

Priklad 4.21: Na policku bl Sachovnice je napsano ¢islo —1, na ostatnich +1. Mame moz-
nost zménit znaménko ¢isel v jednom sloupci, jedné fadé nebo na libovolné diagonéle (véetné
jednopoli¢kovych diagonl, tj. rohovych poli¢ek). Dokazte, Ze ndm vzdy zbyde n&jakd —1.

Priklad 4.22: Méjme fadu 2000 ¢isel. Do druhé fady pod kazdé ¢islo napiSseme pocet jeho
opakovani v fadé prvni. Stejné vytvorime z druhé fady fadu tfeti atd. Dokazte, Ze jednou
budou dvé po sobé jdouci fady stejné.

Priklad 4.23: Na kazdém poli¢ku Sachovnice je celé ¢islo. Smime piicist jednicku ke viem
¢islim néjakého ¢tverce 4 x 4 nebo 3 x 3 policka. Mizeme opakovanim této operace docilit
toho, aby byla vSechna ¢isla na Sachovnici délitelna (a) dvéma, (b) tfemi?

Priklad 4.24: 7 ¢isla 112000 vyskrtneme prvni ¢islici a pfi¢teme ji ke zbylému éislu. Tuto
operaci opakujeme, dokud neziskdme deseticiferné ¢islo. Ukazte, ze dvé z jeho cifer budou
stejné.

Piiklad 4.25: Na policku (1,1) stoji véz. Jednim tahem smime bud zdvojndsobit jednu
soufadnici, nebo odecist mensi souradnici od vétsi. Na ktera policka se véz muze dostat?

Priklad 4.26: Méjme posloupnost zacdinajici 1,0,1,0,1,0,..., jejiz dalsi ¢leny ziskdme
jako soucet predchozich Sesti modulo 10. Vyskytne se nékde v této posloupnosti Sestice
...,0,1,0,1,0,1,...7

Priklad 4.27: Vezmeme 35 celych ¢isel. Muizeme vybrat néjakych 13 z nich a zvétsit kazdé z
téchto 13 o 1. Ukazte, ze muzeme docilit toho, ze vSech 35 ¢isel bude stejnych. Prozkoumejte
i zobecnéni pro n ¢isel, z nichz je mozno volit m.

Priklad 4.28: Cisla 1,2,...,2n jsou sefazena v libovolném potadi. Ke kazdému &slu pii-
Cteme jeho poradové c¢islo. Dokazte, ze dostaneme dvé cisla se stejnym zbytkem modulo
2n.

Priklad 4.29: V kruhu je rozmisténo n dulki, v kazdém je jedna kulicka. V jednom tahu
smime posunout jednu kulicku po sméru hodinovych rucicek, jinou proti sméru. Mazeme
shromézdit vSechny kulicky v jednom dulku?

Piiklad 4.30: Na kazdy m¥izovy bod (z,y) pro y > 0 miZeme polozit ddmovy kdmen. Pak
s témito kameny zachazime jako pfi solitéru: vybereme dva kameny sousedici vodorovné
nebo svisle, jednim preskoc¢ime druhy, jez zahodime, a dopadneme na volné policko. Timto
postupem chceme dostat néjaky kdmen na policko (0,n) pro co nejvétsi n.

Piiklad 4.31: Cisla 1,2,...,n jsou libovolné uspoféddana. V jednom kroku miizeme dvé
sousedni ¢isla (varianta: dvé libovolna ¢isla) prohodit. Miizeme po lichém poctu kroki dojit
k vychozimu usporadéani?

Priklad 4.32: Vezméme ¢tyfi shodné pravouhlé trojihelniky. V jednom kroku muzeme
jeden trojihelnik rozdélit vyskou (na pfeponu) na dva podobné trojihelniky. Mtizeme opa-
kovanym délenim docilit toho, ze zadné dva z naSich trojihelnikt nebudou shodné?
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Priklad 4.33: Méjme v fadé 2n ¢tvercti obarvenych st¥idavé bile a ¢erné. V jednom kroku
vezmeme néjakou fadu étvercti (tj. nékolik étvercti v fadé za sebou) a v ni invertujeme barvy.
Kolik nejméné potfebujeme kroki, aby byla cela fada jednobarevna?

Piiklad 4.34: (hardcore) M&jme éisla 1,1,2,2,3,3,4,4,...,n,n a uspofddejme je tak, ze
mezi stejnymi éisly k& bude vidy k — 1 dalSich ¢isel (pro n=4 je t¥eba takovi sekvence:
4,1,1,3,4,2,3,2). Ukaizte, ze takové usporddani neni mozné pro n = 2,3 (mod 4).

Priklad 4.35: (hardcore) Rekneme, Ze mnozina {1,2,3,...3n} je rozlozitelna, pravé kdyz ji
muzeme rozlozit na n mnozin, kazdou o tfech prvcich, tak, ze v kazdé mnoziné je nejvétsi ¢islo
souctem dvou zbylych. Rozhodnéte, zdali je mnozina o 3324 nebo 3309 prvcich rozlozitelna.

3 Obarveni

Jak uz je v Gvodu feceno, je metoda obarvovani jen jednou variantou metody invariantt.
Jeji pouziti je ale tak specifické, Ze se ji vétSinou vénuje samostatné studium. V ¢em tedy
spociva? Méjme opét néjakou skupinu objektid a chtéjme o ni néco dokazat. Najdeme-li
vhodné obarveni, pak mizeme najit dobry invariant. Na nékolika néasledujicich ptikladech si
ukazeme, ze je to opravdu silnd technika. Jenom drobna vsuvka: vzpominate si na priklad
s 33 vézemi? V jeho feSeni bychom taky Sachovnici mohli obarvit 8 barvami a feseni by
bylo zfejmé. Nebo naopak vétsinu geometrickych pfikladtt na DP bychom mohli vyftesit
vhodnym obarvenim daného utvaru. Stejné jako u invariantd se tahle technika pouziva
hlavné k dokazovani, zda néco lze, ¢i nikoliv.

Nyni si ukadZzeme nékolik vice ¢i méné feSenych prikladi na tvod do tématu:

Priklad 5.1: (Zdkladni) Méjme Sachovnici 8 x 8. Ufiznéme z ni protéjsi rohy. Kolika zptsoby
tuto Sachovnici mizeme pokryt 31 dominovymi kostkami velikosti dvou policek. Kostky se
nesmi prekryvat.

Resenid: Zde zvolime klasické Sachovnicové obarveni. A nyni finta: Af polozime domino kam-
koliv, vzdy bude zabirat jedno ¢erné a jedno bilé policko. Ale po vybarveni zjistime, Ze
jsme ufizli dvé bila policka — na Sachovnici tedy zbylo 32 ¢ernych policek a 30 bilych. Tedy
at zaéneme pokryvat Sachovnici jakkoliv, vZdy ndm na konci zbydou dvé ¢ernd nepokryté
policka a jedna dominova kostka, kterou nemtzeme umistit. Pocet pokryti je tedy 0.

Nyni si uvedeme jednu definici dtlezitou pro dalsi priklady.

Definice: Objekt, ktery vznikne postupnym spojovanim stejnych mnohothelnika tak, ze
pridany mnohothelnik mé s ptavodnim objektem spoleénou hranu, nazveme polyformem.
Objektu, jehoz zédkladnim mnohothelnikem je ¢tverec, fikdme polyomino, specialné polyo-
mino velikosti n, kde n je pocet pouzitych ¢tverc. Pro n = 2,3,4,5,6 pouzivime pojmy
domino, trimino, tetramino, pentomino, hexomino. Pro kostky tetramina pouzivime ozna-
Ceni I, L,0,S,T, coz trochu vzdalené pfipomina vsech 5 typu kostek.
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3.1 Par rfeSenych priklada

Priiklad 5.2: Mé&jme obdélnik vydlazdény kostkami 2 x 2 a 4 x 1. Jedna se nam rozbila
a my mame k dispozici jen nahradni kostku druhého tvaru. Umime takto znovu vydlazdit
puvodni obdélnik?

Ndvod k reseni: Nepujde to, ale abychom to dokazali, musime zvolit spravné obarveni dvéma
barvami. Chceme néjaké obarveni, které by jedné kostic¢ce prifadilo vzdy jiny vzor nez druhé.
s napovédou, ze pomeér obarveni jednou barvou ku druhé je 1:3. Pfi spravném obarveni uz
nebude tézké najit v tomto obarveni invariant.

Priklad 5.3: Necht k& > 0. Dokazte, Ze kdyz obarvime rovinu tfemi barvami, vzdy v ni
najdeme dva body stejné barvy vzdalené od sebe presné k.

Reseni: Pro spor predpokladejme, Ze to nelze. Nyni jsou dva zptisoby jak tento piiklad vyte-
8it. My si ukadZeme ten jednodussi. Na libovolném misté nakresleme rovnostranny trojihelnik
o hrané k. Ten bude mit vrcholy tfech riznych barev. Zvolme jeden z téchto vrcholi s barvou
dejme tomu ¢ervenou. Nad jeho protéjsi hranou vzty¢me druhy rovnostranny trojuhelnik.
Tteti vrchol bude cerveny. Nyni z jednoho cerveného vrcholu udé€lejme stied kruznice a ko-
lem tohoto stfedu zrotujme nas atvar ze dvou trojihelnikd. Tim ziskdme ¢ervenou kruznici
a na ni jisté budou dva cervené body vzdéalené o k. Neni tézké si rozmyslet, ze to samé by
platilo, kdyby se zvolil ¢tverec misto dvou trojithelnikd.

Priklad 5.4: Na jedno z poli¢ek ¢tverce 5 x 5 napiSeme —1 na ostatnich 24 policek 1. V
jednom kroku muzeme zménit znaménko u vSech ¢isel v néjakém ¢tverci a x a, pro libovolné
a > 1. Chceme docilit toho, aby na vSech polickach byla 1. Kde mutze byt na zacatku —1,
aby to bylo mozné?

Resend: Zde je dulezité zvolit si spravné obarveni. Viimnéme si, ze —1 je jen na jednom
policku. Je velké pravdépodobnost, ze kdyz mame jen jeden objekt, budeme hledat obarveni
takové, abychom mohli vyuzit paritu. Zde je ale problém, ze muzeme volit hranu ¢tverce
mezi 2 az 5. VSechna klasickd obarveni nikam nevedou, protoze ¢tverce liché velikosti nam v
nich vzdy zaberou lichy pocet obarvenych poli¢ek. Tak si obarvime bilou barvou prostredni
sloupecek a zbytek policek ¢ernou. Nyni nam jakykoliv ¢tverec vzdy zabere sudy pocet
¢ernych policek, tedy mame hledanou paritu. Kdyz bude totiz —1 na ¢erném policku, tak
nam jakykoliv ¢tverec zachova lichy pocet —1 na téchto polickach. OvSsem kdyZ nyni celé
obarveni zrotujeme o 90° (tedy misto sloupce obarvime fadek), je pak argument stejny, a
tedy —1 muze byt pouze v prostiednim policku. Algoritmus na ziskani ziskdni 1 na vSech
polickach, kdyz mame —1 uprostied, jiz neni tézké najit.

Priklad 5.5: Na Sachovnici 4 X n neexistuje uzaviend cesta jezdcem, kterd by prochézela
kazdym polickem pravé jednou. Dokazte.

Nahled reseni: Zde bude velice tézké najit obarveni, které by nam néco hezkého ukazovalo.
Néapovédou k nalezeni takového obarveni budiz to, ze zde pouzivame figurku koné, ktera
ma velice specificky pohyb. Po trose zkouseni nam vznikne obarveni 4 barvami takové, ze v
krajnich sloupcich jsou pouzity dvé barvy a v prostifednich dvou sloupcich dalsi dvé. Pro lepsi
trénink ctendfe nyni nechdme nalezeni tohoto obarveni na ném. Nyni uz nebude dtkaz, ze
kun nemuze proskakat celou Sachovnici, tézky, protoZze se jen spocitaji policka jednotlivych

13



barev a z toho nam vzejde klasicky spor.

3.2 Piiklady

Priklad 5.6: Je mozno z péti tetramin — od kazdého druhu jednoho — vytvofit obdélnik?

Priklad 5.7: Lze pokryt Sachovnici 8 x 8 pomoci patnacti tetramin 7" a jednoho tetramina
o?

Priklad 5.8: Lze pokryt obdélnik 10 x 10 pomoci 25 tetramin I?
Priklad 5.9: Je mozno vyplnit krychli 10 x 10 x 10 pomoci 250 cihel 1 x 1 x 47

Pfiklad 5.10: Jeden z roht étverce (2n+ 1) x (2n + 1) je vyFiznut. Pro kterd n lze pokryt
zbyvajici ¢tverce dominy, z nichZ polovina je vodorovné a polovina svisle?

Ptiklad 5.11: Ctverec 7 x 7 je pokryt Sestnécti dilky 3 x 1 a jednim 1 x 1. Kde vSude muize
byt dilek 1 x 17

Priklad 5.12: Na kazdém policku Sachovnice 9 x 9 sedi beruska. V jeden okamzik kazda
beruska preleze na jedno z policek sousedicich rohem s vychozim. Néktera policka zistanou
volna. Jaky je nejvétsi mozny pocet volnych policek?

Piiklad 5.13: Vystavni sifi ma pidorys tvaru (ne nutné konvexniho) n-thelniku. Najdéte
co nejmensi pocet hlida¢t, ktefi (pro dané n) takovou siii ohlidaji (hlidaé¢ je bod, ktery vidi
viemi sméry).

Piiklad 5.14: Lze do krychle 6 x 6 x 6 umistit 53 cihel velikosti 1 x 1 x 4 (rovnobézné se
sténami)?

Priklad 5.15: Ctverec 23 x 23 je vyplnén étverci 1 x 1, 2 x 2 a 3 x 3. Kolik nejméné ¢tvercii
1 x 1 potifebujeme?

Piiklad 5.16: (MO A 2007) Na nékteré pole étvercové Sachovnice n x n (n > 2) posta-
vime figurku a pak s ni tdhneme stiidavé sikmo a piimo. Sikmo znamend na pole, které
ma s predchozim spoleény pravé jeden bod. P¥imo znamené na sousedni pole, které ma s
predchozim spolecnou stranu. Uréete vSechna n, pro néz existuje vychozi pole a posloupnost
taht zacinajici Sikmo tak, Ze figurka projde celou Sachovnici a na kazdém poli se octne praveé
jednou.

Priklad 5.17: Ctverec 6 x 6 je vyplnén dominovymi kostkami 1 x 2. Dokazte, ze vidy
existuje primka, ktera prochéazi celym C¢tvercem, ale neprochazi zadnou z kostek.

Priiklad 5.18: Kolik nejméné poli¢ek ve Ctverci n X n musime obarvit, aby do néj na
neobarvend policka neslo umistit trimino L?

Priklad 5.19: Sféra je obarvena dvéma barvami. DokaZte, Ze na ni lze najit t¥i body, které
dohromady vytvofi rovnostranny trojuhelnik.

Pfiklad 5.20: Méjme body (0,0), (1,0) a (0,1). V jednom kroku vezméme dva body a
jeden zobrazme v stfedové soumeérnosti s druhym. Timto dostaneme novy bod. Ukazte, ze
po kone¢né mnoha krocich nikdy nevygenerujeme bod (1,1).
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Priklad 5.21: Ukazte, Ze lze kruznici obarvit dvéma barvami tak, aby kazdy pravouhly
trojuhelnik, jemuz je tato kruznice opsanéa, obsahoval obé barvy.

Priklad 5.22: Ve vrcholech Sestitthelniku jsou napséana ¢isla 1, 0, 1, 0, 0, 0. V jednom kroku
smime zvysit o jedna dvé sousedni ¢isla. Je mozné opakovanim tohoto kroku ziskat Sest
stejnych Cisel?

Piiklad 5.23: (HardCore) V roviné je nékolik piimek, zadné t¥i neprochédzeji tymz bodem.
Dokazte, ze je mozné obarvit vsechny priseciky danych pfimek tfemi barvami tak, Zze na
zadné primce nejsou dva sousedni priseciky stejnobarevné.

15



